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多自由度系におけるエネルギー地形概念

静岡大学大学院理学研究科化学専攻

河合信之輔 sskawai@ipc.shizuoka.ac.jp

概要

エネルギー地形とは，系の持つエネルギーを座標の関数として表したものであり，系のダイナミクスや統計的性

質を視覚的な情報としてとらえる事を可能にしてくれる有用な概念である．多自由度系のエネルギー地形を考え

る際には，全ての座標を描くことが不可能なので，特定の座標を選択し，射影した地形を描くことになるが，射

影のしかたによって「自由エネルギー地形」と「平均力ポテンシャル」という 2種類のエネルギー地形が考えら

れる．本稿では，これらふたつのエネルギー地形概念の違いを明確にし，両者が一致するための条件や両者の違

いを生む要因について概説する．

キーワード：エネルギー地形,多自由度系,射影,自由エネルギー地形,平均力ポテンシャル,一般化ランジュバン

方程式

1 はじめに

「エネルギー」，あるいはそこから派生する自由エ

ネルギーや地形などの概念は，現代物理学の中心的概

念の 1つである．特に，エネルギーを座標の関数とし

て表したものをエネルギー地形 [1] というが，分子科

学の領域におけるエネルギー地形の使われ方には，大

きく分けて 2種類があるように思われる．1つは，エ

ネルギー地形の勾配 (1回微分)が系にかかる力を与え

るというものである．これによって，系の時間変化を

エネルギー面上での玉ころがしとしてイメージするこ

とができ，化学反応における質量効果や状態選択性の

議論が見通しの良いものとなる [2]．また，近年では

細胞分化の理論にもエネルギー地形が応用されている

[3, 4, 5]．

エネルギー地形のもう 1つの役割は，系の平衡分布

がボルツマン因子で与えられる，という事である．例

えば，タンパク質が最も取りやすい構造を予測するの

に，自由エネルギーを最小化するという手法が使われ

る [6, 7, 8, 9]．以上の 2つの概念，すなわち「力」と

「分布」は，前者は系の運動に関係する動的な概念であ

り後者は平衡状態に関する静的な概念である．この 2

つの概念が同じ「エネルギー」によって与えられると

いうことはある意味おどろきであるが，系の記述に通

常のデカルト座標を用いている場合にはこれらが同じ

「ポテンシャルエネルギー面」というエネルギー関数で

与えられる事は，初歩的な統計力学の教えるところで

ある．

一方，多数の原子から成る系を記述する際には，多

次元の図形は目に見えないので，すべての原子の座標

の関数としてエネルギー地形を描くことは不可能であ

り，通常は 1～3個の物理量を選んでそれらを軸にとっ

てエネルギー地形を描く．このとき，選ばれた物理量

以外の自由度に関しては何らかの平均をとる必要があ

り，その平均の計算のしかたによって複数の異なるエ

ネルギー地形が可能である．本稿では，多自由度系を

少数の物理量に射影して記述した場合のエネルギー地

形概念について再考し，どのような条件下で「力」と

「分布」が同じ地形によって与えられるのかを解説す

る．また，低次元に射影をすることによって失われる

情報の問題についても考察する．

2 多自由度系のエネルギー地形

多自由度系における射影されたエネルギー地形概念

の一般的な定式化から始める．系を記述する全ての変

数を z = (z1, z2, . . . , zN ) とする．分子の問題の場合

には，系に含まれる全ての粒子の位置をデカルト座標

で表したものとその共役運動量と考えれば良い：z =

(q1, q2, . . . , q3n, p1, p2, . . . , p3n)（ただし nは系に含ま

れる粒子の数）．系の時間発展は何らかの微分方程式

で与えられるとする．

żj =
d

dt
zj = fj(z) (1)

以下，文字の上の点は時間微分を表す．また，系には

平衡分布 ρeq(z)が存在するものとしておく．分子系の

場合には式 (1)はハミルトンの運動方程式

q̇j =
∂H

∂pj

ṗj =− ∂H

∂qj
(2)
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であり，q が質量荷重デカルト座標ならば古典ハミル

トニアンH(q,p)は

H(q,p) =
1

2

∑
j

pj
2 + V (q) (3)

V (q) はポテンシャルエネルギーである．また，平

衡分布は多くの場合カノニカル分布 ρeq(q,p) =

exp
(
−H(q,p)

kBT

)
である．

zの関数として与えられる任意の物理量 F (z)の，平

衡分布による平均を

⟨F ⟩def=
∫

F (z)ρeq(z)dz (4)

のように書くことにする．

ここで，1 個ないし少数個の物理量 R(z) =

(R1(z), R2(z), . . . , Rm(z))を用いて系を記述しようと

する場合を考える．注目する物理量Rの平衡分布 ρ(r)

は，デルタ関数を用いて

ρ(r) =

∫
δ (R(z)− r) ρeq(z)dz (5)

で与えられる．ここでは，z の関数としての物理量に

大文字の R，その物理量が取る特定の値に小文字の r

を用いた．以下同様の記法を用いる．式 (4)の平均値の

記法を用いれば，この平衡分布は以下の様にも書ける．

ρ(r) = ⟨δ (R(z)− r)⟩ (6)

以下の議論の中で，物理量 R が特定の値をとるとい

う条件の下での，他の任意の物理量 F (z)の平均とい

うものを考える事があるので，ここで記号を準備して

おく：

⟨F ; r⟩def=
∫
F (z)δ (R(z)− r) ρeq(z)dz∫

δ (R(z)− r) ρeq(z)dz
(7)

積分の中のデルタ関数がR(z) = rとなる集合のみを

抽出し，その中で平衡分布で重みをつけて F (z)を積

分し，それを式 (5)で与えられるRの平衡分布で割る

ことにより，集合 {R(z) = r}の中でのF (z)の平均値

を得ている．

以下で，Rの空間におけるエネルギー地形を 2種類

定義する．なお，エネルギー地形の呼称については文献

によって差異があり，以下で定義する名称はここでの

議論をしやすくするために便宜的につけるものである．

2.1 自由エネルギー地形

式 (5)でRの平衡分布が与えられたので，この平衡

分布をボルツマン因子の形で与えてくれるエネルギー

関数を考えるのは自然である

ρ(r) ∝ exp

(
−G(r)

kBT

)
(8)

あるいは，同じことであるが

G(r) = −kBT ln ρ(r) + const. (9)

によって，定数分の任意性を除いて関数G(r)が定義さ

れる．以下，このG(r)を自由エネルギー地形と呼ぶ．

2.2 平均力ポテンシャル

全空間の運動方程式 (1)を，射影演算子の手法を用

いる事によってRだけの運動方程式に落とすと，一般

化ランジュバン方程式という以下の形の確率運動方程

式が得られる事が知られている [10, 11, 12]．

r̈ = fm(r)−
∫ t

0

Γ (t− t′)ṙ(t′)dt′ + ξ(t) (10)

ここで，第 1項 fm(r)は平均力と呼ばれるベクトル場

であり，R-方向にかかる平均的な力を表す．第 2項は

摩擦力で，R-方向の速度の履歴に依存する．物理的に

は，R以外の自由度（例えばRが特定の分子の配置を

表すなら，それを取り囲んでいる他の分子たち）とR

との間の動的な相互作用を表す．第 3項は，ランダム

力と呼ばれ，周囲の自由度からの熱的な搖動を確率変

数の形で表した物である．R-方向にかかる力の平均が

fm(r)であるのに対して，平均からのずれが摩擦項と

ランダム力 ξ(t)で与えられる．

平均力 fm(r)の定義を式で表すと，次のようになる

[11]．

fm(r)
def
= ⟨R̈; r⟩ (11)

右辺の記号は式 (7)で定義された条件付き平均値であ

る．すなわち，平均力は注目する物理量Rの値 rが与

えられたもとでの，加速度 R̈の期待値である．加速度

R̈は，運動方程式 (1)を 2回用いることで，全座標 z

の関数として与えられる．

R̈ =
d

dt
Ṙ =

d

dt

∑
j

∂R(z)

∂zj
fj(z)


=
∑
i,j

{
∂2R(z)

∂zi∂zj
fi(z)fj(z) +

∂R(z)

∂zj

∂fj(z)

∂zi
fi(z)

}
(12)

ここで，本稿のテーマであるエネルギー地形を考え

たいのであるが，平均力のベクトル場 fm(r)がある関

数 Vm(r)の勾配で与えられる場合，この関数 Vm(r)を

平均力ポテンシャルと呼ぶことにする．

fmj(r) = −∂Vm(r)

∂rj
(13)
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fmj(r)は fm(r)の第 j成分である．「ベクトル場 fm(r)

が与えられた時，それを何らかの関数の勾配で表すこ

とができるのか？」という問題が生じるわけであるが，

これは一般のベクトル場に対しては不可能である．つま

り，ベクトル場 fm(r)は「運の良い」時にしか式 (13)

の形には書けないのである．Wangら [13]は，一般の

ベクトル場が，勾配項と流動項の和で表わせることを

示している：

fmj(r) = −∂Vm(r)

∂rj
+ vj(r) (14)

ここで，流動項 v(r)は平衡状態での流速が発散を持た

ないようなベクトル場である：∑
j

∂

∂rj
(vj(r)ρ(r)) = 0 (15)

Rが 1次元の場合，つまり 1個だけの物理量に対し

てエネルギー地形を描く場合には，はるかに事情が簡

単になる．すなわち，平均力を単に積分するだけで式

(13)の解が得られ，流動項は生じない．

Vm(r) = −
∫ r

⟨R̈; r′⟩dr′ (16)

3 ふたつのエネルギー地形は等しいか？

ここでは，簡単のために 1次元の場合に限って議論

をする．前節において，式 (9)で自由エネルギー地形

G(r)が，式 (16)で平均力ポテンシャル Vm(r)が定義

されたわけであるが，このふたつが一致するのかどう

かを考えてみたい．その手掛りとなるのが，Chingら

[14, 15, 16]が一般の確率過程における平衡分布に対し

て導いた以下の式である．

ρ(r) ∝ 1

⟨Ṙ2; r⟩
exp

(∫ r ⟨R̈; r′⟩
⟨Ṙ2; r′⟩

dr′

)
(17)

これの導出は多次元の場合への拡張も含めて文献 [14,

15, 16]に書かれているが，1次元の場合は簡単に出来

るのでここに記しておく．まず，⟨Ṙ(z)δ (R(z)− r)⟩と
いう量を考え，これの時間微分をとる．平衡分布に対

する期待値であるので，時間微分はゼロであるから

0 =
d

dt

⟨
Ṙ(z)δ (R(z)− r)

⟩
=
⟨
R̈(z)δ (R(z)− r)

⟩
+
⟨
Ṙ(z)2δ′ (R(z)− r)

⟩
=
⟨
R̈(z)δ (R(z)− r)

⟩
− d

dr

⟨
Ṙ(z)2δ (R(z)− r)

⟩
(18)

右辺に，条件付き期待値の定義式 (7)と平衡分布の式

(5)を当てはめると，

0 = ⟨R̈; r⟩ρ(r)− d

dr

{
⟨Ṙ2; r⟩ρ(r)

}
(19)

整理すると

d

dr
ln
{
⟨Ṙ2; r⟩ρ(r)

}
=

⟨R̈; r⟩
⟨Ṙ2; r⟩

(20)

これを積分して，式 (17)を得る．導出を見れば分かる

ように，Chingの式 (17)は，物理量 R(z)の具体的な

関数形や系の性質によらず一般的に成り立つ式である．

エネルギー地形の定義式 (9)(16)と式 (17)とを見比

べると分かる通り，G(r) = Vm(r)となるための必要十

分条件は，

⟨Ṙ2; r⟩ ≡ kBT (∀r) (21)

すなわち，速度 Ṙの 2乗期待値が rに依らず一定で，

しかもそれが kBT に等しいことである．

考えている物理量Rが，系内のどれかひとつの原子

のデカルト座標である場合には，この条件が満たされ

るので，自由エネルギー地形と平均力ポテンシャルは

同じものである．しかし，Rとしてもっと複雑な量を

考える場合には，両者は必ずしも一致しないので，物

理現象を解釈する際にどちらの地形を用いるべきかを

注意深く検討する必要がある．例えば，力を積分した

地形と分布の対数をとった地形とで反応障壁の高さが

異なるという結果がモデルポテンシャルで示されてい

る [17]．

z が質量荷重デカルト座標とその共役運動量 (q,p)

で，Rが位置座標 qのみの関数である場合には，

Ṙ =
∑
j

∂R

∂qj
pj (22)

ハミルトニアンが H = 1
2

∑
j pj

2 + V (q)であるから，

pの分布は位置座標に依存せず

⟨pipj ; r⟩ = kBTδij (23)

（δij はクロネッカーのデルタ）．したがって

⟨Ṙ2; r⟩ =kBT

⟨∑
j

∣∣∣∣ ∂R∂qj
∣∣∣∣2 ; r

⟩

=kBT
⟨
|∇R|2 ; r

⟩
(24)

∇Rは， ∂R
∂qj
を成分とするベクトルである．Rを第 1

成分とする全系の座標 (R1 = R,R2, . . . , RN )が導入で

きる場合，座標変換 q 7→ Rによって，ハミルトニア

ンは

H =
1

2

∑
i,j

gijPiPj + V (R)

gij =
∑
k

∂Ri

∂qk

∂Rj

∂qk
(25)
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となり，このときに現れるテンソル g の (1,1)成分が

ちょうど |∇R|2 である．つまり，導入した物理量 R

が曲がった座標軸になっていて，運動エネルギーを座

標 R で表した時の係数が位置に依存する場合に，条

件 (21)が満たされなくなる，と大雑把に言う事ができ

る．デカルト座標や核間距離 (極座標の動径方向とみ

なせる)のような物理量であれば，運動エネルギーの

表式において p2の前に位置依存の係数が出てこないの

で，ふたつのエネルギー地形は一致する．しかし，楕

円座標のような種々の曲がった座標系では一般にこの

条件は成り立たないので要注意である．極限的反応座

標 s(intrinsic reaction coordinate, IRC)[18]も，反応経路

の曲率の効果によって，反応経路ハミルトニアン [19]

の表式の中で ps
2の前に s依存の係数が出てくるので，

要注意である．また，運動エネルギーの表式に現れる

係数は実効的な質量の逆数という解釈を与える事もで

きる（デカルト座標の場合H = p2

2m + · · ·）ので，Rが

何らかの集団座標で，その集団の構成要素がRの値に

よって変化している場合にも注意が必要になると思わ

れる．最近，筆者らは時間スケールを粗視化すること

によって実効的なエネルギー地形の形が変化し，自由

エネルギー地形と平均力ポテンシャルの違いも時間ス

ケールとともに増大することを示した [20]．

4 射影によって失われるもの

多数の変数 z = (z1, z2, . . . , zN )によって記述される

系から少数個の物理量R = (R1(z), R2(z), . . . , Rm(z))

を選び出して記述した時に生じるエネルギー地形の概

念について述べてきた．系のサイズが大きくなると，

膨大な数の変数を全て顕わに扱っていては見通しが悪

いので，このように低次元に射影されたエネルギー地

形を考えるというのは自然な発想である．しかし，も

ちろん射影することによって元の系に関する情報の一

部は失われることになる．Rとして，できるだけ現象

の本質をとらえた変数を上手に選んできて，射影した

時の情報の損失が小さいようにしたいが，複雑な系に

なるとどういう変数の選択が良いのかあらかじめ分か

らない場合も多い．

単純な 2次元のモデルを用いて，射影の問題を考察

してみよう．図 1に，ふたつの井戸を持つ 2次元のポ

テンシャルエネルギー地形を示す．横軸 q1の方向には

2個の極小点が存在するが，縦軸 q2の方向は調和振動

子になっている．この系を 1次元に射影して記述しよ

うとしたとする．ふたつの安定領域の間の遷移を記述

するためには，おそらく q1方向に射影して記述するの

が良い選択なのだが，ここで選択を「間違えて」図の

斜め方向に相当する r1という物理量を選んでしまった

図 1:ふたつの井戸を持つ 2次元ポテンシャル．

としよう．

図 2に，r1軸に射影した平衡分布（本稿での定義で

は，これの対数が自由エネルギー地形である）を示す．

本来は 2個の井戸を持つ系であるにもかかわらず，こ

こに示された分布はピークを 1個しか持っていない．

これは，「不適切な」方向に射影をしてしまったために，

2次元空間内に存在していた 2個のピークが 1つに重

なってしまっているからである．このように，多次元

の系を少数の変数に射影すると，系が本来もっている

性質を正しく反映しないエネルギー地形が得られてし

まう危険性がある．

話を 2次元モデルから一般の多次元系（式 (1)）に戻

し，この問題を平均力ポテンシャルの観点から見直し

てみる．平均力 ⟨R̈1; r1⟩は，r1方向の加速度の平均値

なので，個々の点では平均からずれているはずである：

r̈1 = ⟨R̈1; r1⟩+ r2 (26)

ここで，平均力からの実際の加速度のずれを

r2
def
= r̈1 − ⟨R̈1; r1⟩ (27)

と定義した．加速度 r̈1は式 (12)のように全座標 zの関

数であり，平均力 ⟨R̈1; r1⟩は r1 のみの関数であるが，

r1 はまた全座標 z の関数なので，式 (27)で定義され

た r2 も全座標 z の関数として表される新しい物理量

である．

r1だけの 1次元のエネルギー地形を考えるというこ

とは，式 (26)を

r̈1 ≈ ⟨R̈1; r1⟩ (28)

のように近似することに相当し，r2という情報を落と

している．
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図 2:斜めの座標 r1 の平衡分布

ここで，r2も全座標 zの関数であるので，その時間

発展はまた何らかの（式 (1)から導かれる）微分方程

式で与えられるはずである．そこで，式 (26)と同様に

r2 方向の加速度を平均部分とずれに分解したとする．{
r̈1 = ⟨R̈1; r1⟩+ r2

r̈2 = ⟨R̈2; r1, r2⟩+ r3
(29)

r2 方向の平均力は，r1,r2 のみを残してその他の変数

全てについて平均を取るものとし，r̈2と ⟨R̈2; r1, r2⟩の
差を r3 と表す．そして，r2 は落とさずに，r3 の情報

だけを落とせば{
r̈1 = ⟨R̈1; r1⟩+ r2

r̈2 ≈ ⟨R̈2; r1, r2⟩
(30)

という，(r1, r2)だけで閉じた 2次元の微分方程式系と

なる．r3の情報が落ちているわけだから，これもまだ

全系の運動方程式に対する近似にしかなっていないの

だが，r2 を落としたことによる影響は r1 に直接響く

のに対し，r3 を落とす影響は r2 を通じて間接的にし

か r1 の運動には現れない．r1 は我々が最初に選んだ

座標，つまり研究者にとって興味のある物理量である

と考えられるので，r1の振る舞いという観点からは式

(30)は式 (28)よりも近似の程度が改善されていると期

待できる．また，r2 は，式 (27)によって r1(とその加

速度)の情報だけから計算できる量であり，全座標 zの

関数としてどんな形であるかを陽に知っている必要は

無く，全系に関する予備知識が無くても良いことにも

注目してほしい．

図 3: r1 の情報だけから再生した 2次元の平衡分布．

式 (30)でもまだ近似が悪い場合には，さらに
r̈1 = ⟨R̈1; r1⟩+ r2

r̈2 = ⟨R̈2; r1, r2⟩+ r3

r̈3 = ⟨R̈3; r1, r2, r3⟩+ r4
...

(31)

と展開していけば良く，近似が r1に及ぼす影響はどん

どん間接的になっていくので，影響が無視できるぐら

いになった所で打ち切れば良い．これは，一般化ラン

ジュバン方程式の研究における連分数展開の手法 [21]

と同様の発想である．

先程の 2次元モデルにおいて，式 (27)によって r1

の情報だけから再構成された座標 r2を用いて，2変数

(r1, r2)の平衡分布を求めた結果を図 3に示す．r2が元

の変数 (q1, q2)の非線形な関数であるために歪んだ形

になるが，ピークが 2個あるという，元の全系におけ

る分布の性質が正しく再現できていることが分かる．

5 おわりに

多次元系における射影されたエネルギー地形の概念

について概説した．平均力ポテンシャルと自由エネル

ギー地形という用語は，同じ意味で使われることも多

いが，一般の非線形な座標では力と分布は別物なので，

両者はきちんと区別されるべきであると考える．本稿

では，ふたつのエネルギー地形が異なるということを

示したが，ではどちらの地形が現象を正しくとらえて

いるのか，については何も言っておらず，今後の研究

課題である．動的な現象を解析する際には，運動方程

式である一般化ランジュバン方程式 (10)に現れる平均

力を考えるのが自然であるし，Sec. 4で解説した 1次

元の情報から多次元の地形を再構成する手法を展開す



分子シミュレーション研究会会誌 ” アンサンブル” Vol. 16, No. 1, January 2014(通巻 65号) 21

る際にも，平均力のほうが考えやすいように思われる．

一方，Sec. 2.2で述べたように，多変数の場合には平均

力はポテンシャル関数の勾配として与える事が出来る

とは限らないのに対し，自由エネルギー地形は常に存

在するという利点がある．レアイベントのような現象

を考える際には，高い障壁の上にどれだけの確率でア

クセスできるかを教えてくれるのは分布に直接対応す

る自由エネルギー地形で見たときの障壁の高さである

かもしれないし，系が実際に動いて反応のボトルネッ

クを見つける過程を記述できるのは平均力ポテンシャ

ルかもしれない．このように，問題の性質を注意深く

考慮して，その都度適切な概念を用いる必要があるよ

うに思われる．大規模な系を理解する際には，何らか

の物理量に射影をするという事が不可避であるから，

本稿の内容が今後の複雑な分子系の研究において一助

となれば幸いである．

6 *
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