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1．研究の目的と方法

Ⅹ一一一1の形の式を因数分解すると、その式には様々な数理がみられる。例えば、Ⅹ2－1からⅩ7－1

までの式について、CASを用いて有理数の範囲で因数分解を行うと、次のような式を順次得ることがで

きる。

Ⅹ2－1＝（Ⅹ＋1）

Ⅹ3－1＝（Ⅹ－1）

Ⅹノ1－1＝（Ⅹ＋1）

Ⅹ5－1＝（Ⅹ－1）

Ⅹ6－1＝（Ⅹ＋1）

Ⅹ7－1＝（Ⅹ－1）

（Ⅹ－1）

（Ⅹご＋Ⅹ＋1）

（Ⅹ－1）（Ⅹ2＋1）

（Ⅹ1＋Ⅹ3＋Ⅹ2＋Ⅹ＋1）

（Ⅹ－1）（Ⅹ2＋Ⅹ＋1）（Ⅹ二一Ⅹ＋1）

（Ⅹ6＋Ⅹ5＋Ⅹ1＋Ⅹ3＋Ⅹ2＋Ⅹ＋1）

これらの式を概観すると、いずれの場合にも因数としてⅩ－1を兄いだすことができる。

指数nが偶数のときには複数の因数の積に、奇数のときには2つの因数の積に分解できるようにみえ

る。しかし、指数が9のときには、次のように3つの因数の積となる。

Ⅹ〔’－1＝（Ⅹ－1）（Ⅹご＋Ⅹ＋1）（Ⅹh＋Ⅹ3＋1）

一万、2つの因数Ⅹ2＋Ⅹ＋1、Xh＋Ⅹ3＋1の積が、指数9から1小さな8より始まる可約な多項

式Ⅹバ＋Ⅹ7＋Ⅹh＋Ⅹ1＋Ⅹ1＋Ⅹ3＋Ⅹご＋Ⅹ＋1であることも確認できる。

また、Ⅹバー1＝（Ⅹ＋1）（Ⅹ－1）（Ⅹご＋1）（Ⅹ1＋1）であることを知れば、指数nが2の累乗

の指数のときに規則性をもつことがみえる。例えば、Xl－1の因数はⅩ＋1，Ⅹ－1，Ⅹ2＋1であり、

Ⅹ＋1とⅩ一1はⅩ二一1の因数と一致する。また、Ⅹバー1の因数にみられるⅩ＋1，Ⅹ－1，Ⅹご＋1

は、Ⅹ1－1の因数と一致する。指数nが2の累乗の場合、その約数を指数にもつ場合のⅩn－1の因数

をもっている。これは、Ⅹ1－1やⅩ8－1が次のように式変形できることと関連づけることができる。

Ⅹ1－1＝（Ⅹ2－1）（Ⅹ2＋1）

Ⅹボー1＝（Ⅹ‘1－1）（Ⅹ」＋1）

この見方は、Ⅹこし1とⅩ6－1の場合にも適用できる。また、指数nが3の累乗の場合にも同じよう

にみることができるか等々、さらなる洞察を生み出すこともできる。これらの見方のように式Ⅹn－1

の因数分解について連続的な探究を行うことができる。

本研究の目的は、CASを活用したⅩn－1の形の式の因数分解に関する学習活動を通して、中学3年

の学習者がどのように因数分解に対する意味形成を行い、さらにⅩr一一1の因数分解に関わる洞察を行
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っていったのかを、教授実験を通して実証的に明らかにすることである。

研究方法は、KieranandDrijvers（2006）が15歳の生徒を対象に行った教授実験を参考に、CASを活

用したⅩn－1の因数分解に関わる継続的な授業実践を設計・実践し、授業の中での特徴的な生徒の活

動やワークシートの記述や、調査問題の回答状況から質的な考察を行う。

2．教授実験の概要

KieranandDrijvers（2006）による教授実験では、カナダとメキシコの15歳の第10学年の生徒を対象

に、等号の相等関係に関すること、Ⅹ‖一1の因数分解に関することの2つから構成される授業実践と

その分析が行われた。いずれの場合も、問題解決を図るためにCASによる方法と紙と鉛筆による方法の

双方を用いる、それぞれの方法を比較し調和を図る、という内省の活動が重視されている。その背景に

はKieranandDrijversが提唱する「課題（Task）一理論（Theory）一技術（Technique）」の理論がある。授

業での課題が代数的活動を生起させる、CAS

による方法と紙と鉛筆による方法の双方を用

いる、それぞれの方法を比較・調和するとい

った相互作用を通して技術が磨かれ、同時に

技術と理論の共創発が行われるという考えで

ある。

代数的活動を生起させる課題との関係のも

とに、手続きと概念との関係を包括的にとら

◎Drijvers＆Kieran（2006）らのプロジェクト研究への着目

え、人工物としてのCASが学習者の思考における「道具」（道具の発生）に変容する過程を重視した考

えともいえる。

KieranandDrijvers（2006）によるXn－1の因数分解の教授実験は、次のア～ウの3つの部分から

成る。

ア．xr1－1の因数分解をしたいくつかの式に共通にみられる、因数およびその分布に関わる規則性の

発見とその規則性の一般化を図る

ィ．因数分解に関わる性質の推測、CASによる方法と紙と鉛筆による方法との調和を通して、因数分解

に関わる性質の一層の洗練を行う

り．因数分解に関わる性質を証明する

この教授実験は、15歳の第10学年の生徒を対象にしているため、指数nを具体的な数の場合に焦点を

あてた議論が多く行われている。我が国における中学3年と高校1年初期段階双方の学習を行ってい

る。

本研究における教授実験では、我が国の中学3年の生徒を対象にすることもあり、Kieran and

Drijvers（2006）の教授実験におけるアとイに焦点をあてること、CASによる方法と紙と鉛筆による方法

との調和を図ることを強調した。例えば、Ⅹ二一1の国数分解を式変形と面積図双方に関連づけて導い

た過程をふりかえりながら、紙と鉛筆による方法でⅩ3－1の因数分解を導く過程などである。CASに

よるⅩ・一一1の因数分解に急ぐことのないように、既に学んだ因数分解と関連づける、意味づける過程

を大事にしながら、Ⅹ－l－1の因数分解に関する洞察を図るようにした。この教授実験の概要は、次頁

の通りである。6授業時間の教授実験と放課後でのグループの探究の双方からなる。また、中学3年の

式の計算の学習が一通り終了した後の、6月下旬から7月中旬にかけて、国立大学附属中学校にて行わ
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れた。それゆえ、生徒は既に、2次の文字式の因数分解や多項式どうしの展開について学習をしている。

なお、因数分解に対する生徒の親和感を高め、自然数の素因数分解と多項式の因数分解との関連を強く

意識させるため、Ⅹn－1の因数分解に関わる学習活動の前に、素因数分解を通して自然数の性質を探

究していく学習を3時間実施した。

また、Ⅹn－1の国数分解に関わる規則性を発見し、その性質を探究したり洗練していく場では、具

体例をもとに考えること、発見した規則性を明文化すること、他者の考えと関連付けること、などを大

切にするように促している。

【実践された教授実験の概要】

Ⅰ．CASを活用して自然数の素因数分解に関わる性質を探究する

第1時：123123や851851など3桁の数が繰り返される6桁の数が、1001＝7×11×13の倍数となるこ

とを手がかりにしながら、「同じ数が連続してできる自然数の性質」を紙と鉛筆とCASによる方

法で調べる。なお、CASとして生徒1人1台のVoyage200を使用する。

第2時：自然数を素因数分解することを通して、「同じ数が連続してできる自然数の性質」を調べ、

さらにその性質を一般化させる。

111、1111、1111など1が連続してできる自然数が何の倍数になるかも調べる。

第3時：「1が連続してできる自然数」を素因数分解して得られる素因数の分布状況から、1が連続

してできる自然数について、一般化ができそうな規則性を発見し、CASを用いて可能な範囲で検

証する。

Ⅰ．CASを活用してxn－1の形の式の因数分解に関する性質を探究する

第4時：Ⅹ2－1を式変形と面積図双方の方法から国数分解する過程をふりかえり、紙と鉛筆による

方法でⅩ3－1の因数分解を導く。さらに、Ⅹ2－1とⅩ3－1の因数分解を導く過程をふりかえ

りながら、Ⅹノ1－1を因数分解に迫る。

第5時：3つの式Ⅹ2－1，Ⅹ3－1，Ⅹ1－1を因数分解した式の形をもとに、Ⅹ7－1までの式を因

数分解してできる式（国数）を予想する。CASを活用して、Ⅹ7－1までの因数分解を行い、紙

と鉛筆による予想と比較する。紙と鉛筆による方法とCASによる方法との調和を、必要に応じて

行う。

第6時：CASを活用してⅩ11－1くらいまでの因数分解を行い、得られた式に共通することなど

Ⅹn－1の因数分解について気づいたことを明文化し、議論する。また、指数nを大きくしたと

きに、すでに兄いだした性質が一般化できるかどうかを調べる。

（Ⅹ‘1－1の因数分解に関する調査などを行う）

放課後のグループでの追究：今までの学習をふりかえりⅩn－1の因数分解について、どのような性

質がさらに成り立ちそうか、CASを用いて調べ、議論を重ねる。Ⅹn－1の因数分解について、

成り立ちそうな規則性や性質をコンピュータでのDerive6を用いて検証する。

本稿では、CASを活用したⅩn－1の因数分解の性質の探究に焦点をあてる。上記の第4時から第6

時および放課後でのグループでの追究の過程である。特に、因数分解に対する意味形成に関わる第4時、

第5時および第6時に行った調査までの授業の流れ、Xn－1の因数分解に対する洞察に関わる第5時

などにみられた生徒の顕著な意見に焦点をあてる。
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3．X2－1からX4－1までの因数分解をもとにしたX7－1までの因数分解の予想と比較

教授実験の第4時では、Ⅹ2－a2＝（Ⅹ＋a）（Ⅹ－a）

すなわち「2乗の差が和と差の積で表せる」ことが、図1の面

積図を通して確認される。図1の左側の図は、1点を共有し、

大きさの異なる2つの正方形の面積の差として2乗の差をとら

える。一万、図1の右側の図では、左側の図形を対角線に沿っ

て切断し、900　回転させてできる図形が縦Ⅹ－a、横Ⅹ＋aの

長方形の面積と一致することを表している。また、長方形の面

積の移動に着目した図2のような場合も確認されている。

さらに、式変形により「2乗の差が和と差の積になること」

も次のように確認される。

Ⅹ二一1 XJ－1－2Ⅹ＋1＋2Ⅹ－1

Ⅹコー2Ⅹ＋1　＋2Ⅹ－1－1

Ⅹ2－2Ⅹ＋1　＋2Ⅹ－2

（Ⅹ－1）ご　＋2Ⅹ－2

（Ⅹ－1）2　＋2（Ⅹ－1）

（Ⅹ－1）j（Ⅹ－1）＋21

図1：2つの台形から1つの長方形に

変形する

ノ／ て
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／ ‾ 7 °‾つ 計、

†

か

彷 ；■・■・仇
／／′′／／今

図2：長方形を移動させてできる差と

しての正方形に着目する

（Ⅹ－1）（Ⅹ＋1）

（Ⅹ一1）ご＝Ⅹ二一2Ⅹ＋1の展開を活かして、（Ⅹ＋1）（Ⅹ－1）を式の同値変形が導かれること

である。この方法は、（Ⅹ－1）3＝（Ⅹ－1）ご（Ⅹ－1）として、次々に展開を行うこと、得られた

式の形からⅩニ5－1の因数分解に向かうことへの布石となっている。生徒にとっては、図1の方法が5

月に行われた2次式の因数分解での学習を想起させ、親近感のある方法であった。

Ⅹ二一1を因数分解する過程をふりかえり、Ⅹ‥」1を因数分解し、その過程を確認することが行われ

る。例えば、式変形によってⅩJj－1を因数分解

した場合として、生徒A（図3）、生徒B（図4）

の方法がある。

生徒Aは、Ⅹ3－－Ⅹ＋Ⅹ－1のように、あえて

相殺できる項－Ⅹ，Ⅹを入れて共通の因数Ⅹ－1

をうまく導き出している。

生徒Bは、（Ⅹ－1）二の展開に関連づけて

Ⅹ二一一1の因数分解を導き出した過程を参考に、

（Ⅹ－1）3の展開からⅩ：5－1の因数分解を導い

ている。生徒Bのように展開をもとにⅩ3－1

の因数分解を導こうとする生徒は多かった。ただ

し、同値な式で次々と変形していく過程に難しさ

を感じる生徒もいた。それゆえ、生徒Aのような

因数分解が紹介されると、強い関心をもってその

発表を聞いていた。

γしい吋左耳巧－l
ニ可｛再け－リ→トリ

二伸－、）仔ぺ祈り
図3：生徒AによるX3－1の因数分解
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嘲鷲還禦乃
図4：生徒BによるX3－1の因数分解

一方、Ⅹ‥」1の因数分解については当初、次頁の図5や図6のように考える生徒もいた。
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生徒Gの場合は、2乗の

差が和と差の積になること

をもとに、Ⅹの指数が3に

なっていることからⅩをか

ければよい、と考えている。

（図5）

生徒Hは、様々な試行錯

誤を行っている。（図6）

「（Ⅹ＋1）（Ⅹ－1）が

Ⅹ2－1なのでⅩ＋1をつ

ければⅩ二i－1になると思

ったが・‥」という推論に
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図5：生徒GによるX3－1の因数分解
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図6：生徒HによるX3－1の因数分解

みられるように、2乗の差

が和と差の積になることをうまくいかしたい、という思いがみえる。

さらに、（Ⅹ＋1）（Ⅹ－1）（Ⅹ－1）を展開して得られた式から、－Ⅹ＋Ⅹ2を消去するために、

Ⅹ一2という因数を考えている。結果的に生徒Hは、生徒Bによる発表を聞き、自分のプリントに記入

を行っている。生徒G、生徒Hに共通するのは、「和と差の積」を活かそうという姿勢であり、「和と差

の積」が過般化されやすい傾向である。

Ⅹ3－1の国数分解の式を得るために、立方

体の体積の場面で考えた生徒もいた。生徒Cは、

一辺の長さⅩの立方体の体積（Ⅹ＞1）から一　丈

辺の長さ1の立方体の体積をひくこと、と解釈

し、図7のような立体図形を用いてⅩニi－1の

因数分解を導く。生徒Cの方法では、矢印の右

側の図形について、手前の面を底面とみている。

手前のL字型の図形の面積は、

Ⅹ（Ⅹ－1）＋1×（Ⅹ－1）

で与えられ、奥行きを高さⅩとみた体積

が　X jx（Ⅹ－1）＋1×（Ⅹ－1）l

である。また、矢印の右側の図形において、右

奥の立体は底面が縦Ⅹ－1、横1、高さ1の直

方体とみることができる。その直方体の体積が

東や比・1机十両†は－1〕

二で†比十日〔又一冊1k－リ

ーX（丈†1）炉1日虻一日

重圧†1）用（ズー1）
イY叱十1）区一日

図7：生徒CによるX3－1の因数分解

（Ⅹ－1）で表せ、総和Ⅹ1Ⅹ（Ⅹ－1）＋

1×（Ⅹ－1）‡＋（Ⅹ－1）を計算している。

なお、教授実験を行ったクラスでは、式の因数分解や展開を図形で考えることが頻繁に行われている。

例えば、5月下旬の数学授業では、a3＋b3の式が因数分解できるだろうかという問いが話題になり、

立体図形を用いてa3＋b‥王の因数分解に迫ることが行われていた。授業では2通りの方法が紹介される

が、その1つは図8の通りである。図8の方法では、1辺a＋bの正方形から、隣り合う2辺がa，b

となる長方形3つを取り去ったL型の面が考えられる。このL型の面の面積は、j（a＋b）2－3abt

で与えられる。また、このL型の面を底面として、高さa＋bの立体図形をあげる。この立体が、

a3＋b3を表すというのである。
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実際、図8では下側に書かれている「縦a、

横arb、高さbの直方体」を引き出し、L型の立体

のへこんでいるところにうめると一辺aの立方体がで

きる。また、右下の残った立体は、一辺bの立方体に

なっている。

以上の図形を用いた操作を式で表すと、次のように

なる。

j（a＋b）2－3a bt（a＋b）

＝（a2＋b2，a b）（a＋b）

＝　a3＋b3

念頭操作が必要な、立体図形に対する見方であるが、

生徒たちは手振りや身振りを交えながら5月下旬の授

業の中で、一一生懸命推論を迫っていた。3次式の国数

分解を立体図形の体積に関連づけて追究しようとする

姿勢が既にあったため、図7による説明がなされる際

にも、手振りを交え考えようとする姿勢が生徒たちの

中にみられた。

図8：a3＋b3の因数分解を直方体や立方体

の体積に関連づけて行う

なお、この考えを提示し、授業の中で説明していた生徒は、後で例示する生徒Fである。

Ⅹ1－1の因数分解については、指数が平方数4であることから

「2乗の差が和と差の積で表すこと」を用いて、右の生徒Dのよう

に式を表す場合が多かった。「指数を2つに分け

て和と差の積で表す」と過度に一般化している。

生徒Aの場合には、図9のように、式変形で同

値な式を次々と導いている。Ⅹ1－1と同値であ

り、Ⅹ1－－1の指数nが奇数の場合に多くみられ

る（Ⅹ－1）（Ⅹ3＋Ⅹ2＋Ⅹ＋1）を示しながら

も、最終的には（Ⅹご＋1）（Ⅹゴー1）の式を掲

げている。4行目が空欄であるのは、3行目と5

行目に書かれた式を結ぶ変形がこの段階で兄いだ

せなかったことを表す。（生徒Aは、図2と同一

捕り椚J
〈生徒DによるX4－1の因数分解〉

五・・lJ■k（更一木trI

と欠け－t）匝lヰ★41h作り）

て〔ズー∫）〔高畑柚フ

こ（㍉㍉（上月
図9：生徒AによるX4－1の因数分解

生徒、以下同様）

Ⅹ1－1の因数分解については、生徒Dや生徒Aに代表されるように、指数が偶数かつ平方数である

ことから、「2乗の差を和と差の積に表すこと」を適用する傾向が強い。

第4時では、Ⅹ3－1を因数分解した式を導くことに多くの時間が割かれていた。そこで、第5時の

最初に、Ⅹ1－1の因数分解では（Ⅹご＋1）（Ⅹ二一1）にとどまるのではなく、これ以上分解できなく

なるところまで式変形を進めること、因数にあるⅩ二一1をさらに分解することが授業全体の場で、教

師により確認された。

第5時では、最初にⅩ二一1からⅩ1－1までの因数分解をもとに、Ⅹ7－1までの因数分解を予想す

ることが行われる。Ⅹ5－1からⅩ丁－1までの因数分解の予想に関しては、紙と鉛筆で行うように指示
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される。生徒が自分の予想や考えをワークシートに記載した後に、CASによる方法で調べ、紙と鉛筆に

よる予想と比較することが行われた。例えば、右の

図10の生徒Eのワークシートのように、Ⅹ7－1まで

の因数分解の予想については左側に（「紙と鉛筆によ

る方法」で因数分解しよう）、数式処理電卓で調べた

結果については右側に（「Voyage200による方法」で

因数分解しよう）記述するようにした。また、必要が

あれば2つの結果を一致（調和）させようということ

を指示した。調和のさせ方については紙と鉛筆による

方法から迫る、CASによる方法から迫る、いずれの場

合でもよいとした。

生徒Eの場合、指数が4や6の偶数のとき、指数を

半分にした形で「和と差の積」をワークシートの左側

に書いている。その後、CASによる方法を通して、さ

らに因数分解できることを知る。右側に記載したこと

に基づき、左側に後から国数分解をした式を書き入れ

ている。これは、左側の欄（セル）の下側に小さな字

で式を書き入れていることからわかる。

また、生徒Eは指数が奇数の時には、Ⅹ5－1＝

（Ⅹ－1）（Ⅹ1＋Ⅹ3＋Ⅹ2＋Ⅹ＋1）のように、2つ

の因数の積で表している。

「舷と鉛筆によも方法」 l■voy甲州0によもか浸り
で柑数分精しよう 囲数分離しよう
tt－1
（対 7）欽 －り
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図10：生徒Eによる予想とCASとの比較

さらに、生徒EはⅩ7－1の因数分解までを見通して、Ⅹn－1の形の式の因数分解について、次のよ

うに成り立ちそうな規則を挙げる。

〈生徒Eの掲げた、成り立ちそうな規則〉

ア　（Ⅹ－1）が必ず出てくる

イ　指数何かの2倍のとき、その何かの数がⅩの指数となるⅩ□＋1とⅩr」1をかけた数にできる。

り　指数が奇数のとき、（Ⅹ－1）の次にくる（）は、その指数－1となるⅩの指数から、さら

にその指数－1をし続けた物の足した数＋1となる。

生徒Eは、成り立ちそうな規則として掲げた上記イの性質について、CASによる方法で調べる。

Ⅹ6－1＝（Ⅹ3＋1）（Ⅹ二5－1）などの式が、さらに因数分解が可能なことに驚いた様子であった。数

式処理電卓の展開（expand）の機能を使って、（Ⅹ－1）（Ⅹ2＋Ⅹ＋1）を展開するとⅩ3－1になる

ことを確認していた。このときには、表の上の方に書いたⅩ3－1の因数分解の式をみて判断するので

はなく、数式処理電卓での操作が最初であった。数式処理電卓での展開の操作、画面に出力された式を

みる、改めてⅩ3－1の表の部分を見直すという順序であった。まずCASによる操作で確認するという

姿勢がみられた。

第5時の最初に、Ⅹ1－1の因数分解がこれ以上分解できなくなるまで式変形することが確認された。

しかし、生徒Eのワークシートでは、当初Ⅹ▲1－1＝（Ⅹ2＋1）（Ⅹ2－1）と書かれている。生徒Eと

同様に、Ⅹ4－1について、（Ⅹご＋1）（Ⅹ」1）と書く生徒が何人もみられた。
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生徒AはⅩn－1の因数分解について、（Ⅹ－1）（Ⅹn‾1＋Ⅹn　2＋Ⅹ－1‾3＋…＋1）の形の式を最初に

あげている。Ⅹn－1の形の式すべてがこの形で表すことができる、と推測している様子がみえる。さ

らに、生徒Eの場合とはワークシートの欄の中へ書き込む場所が異なるが、指数が偶数の時には「和と

差の積」による式もあげている。ⅩrL1の因数分解について、CASと紙と鉛筆との方法の比較を通し

て、指数が奇数、偶数の場合の違いを実感していた。

また、生徒AのワークシートにはⅩ1－1を

（Ⅹご＋1）（Ⅹ2－1）と変形した式を使い、次の

ように紙と鉛筆で式変形しているメモがある。

（図11）

Ⅹ（Ⅹ4－1）＋Ⅹ一1

＝Ⅹ（Ⅹ2＋1）（Ⅹ2－1）＋（Ⅹ－1）

＝Ⅹ（Ⅹ2＋1）（Ⅹ－1）（Ⅹ＋1）＋（Ⅹ－1）

＝（Ⅹ－1）（Ⅹ‘i＋Ⅹ3＋Ⅹ2＋Ⅹ＋1）

生徒Aは、Ⅹ5－1をⅩ5－Ⅹ＋Ⅹ一1とみてか

ら、次々と同値変形を行っている。

この式変形は、Ⅹ3一一1に対する式変形と同じ

考えに基づいている。

Ⅹ5－1が、（Ⅹ－1）（Ⅹ1＋Ⅹ3＋Ⅹ2＋Ⅹ＋1）

のように因数分解できることに対して、CASによ

る方法に触発を受けながら、CASと紙と鉛筆との

調和を図ろうとしている。また、Ⅹ5－1の因数

分解を行う上で、Ⅹ3－1やⅩ4－1などの国数分

解と関連づけようという姿勢もみえる。

右の2名の生徒の記述に

は、次の共通点がある。

・Ⅹ【1－1の形の因数分解

では、すべての場合で2

つの国数の積に表すこと

ができる。

・Ⅹ【1－1の指数nが偶数

の場合、「2乗の差は和

と差の積で表すこと」を

過般化した、「指数を2

つに分けて和と差の積で

表すこと」を適用する。

・Ⅹn－1の指数nが奇数

の場合、Ⅹ－1以外の因

数はⅩn‾1＋Ⅹ＋1の形

をしていると考えたこと

X ・－1 ′

いい・）圧 JJ 1十1 ・1

げ ィl）「へこ－り （1 －t）（1十t）作 イり

■l－1　　　 ■

rヽ ．▲＼圧■．へ一小 ㌔小

　 t

〔㌔イ糎 ㌔1 J十ヅ1七十一

鷲■－1

「ト一拍 －1ノー畑宥和 l

t了 J 弓・げ －′）

h ・l）（1 tI

rl l、㌔＋り〔予二七1 l

t I－l

〔い ）h l1万十¢ 才・釆t rl
ト リ

ぐ1■l十1 7り ん 畑ゼ

　十ゝ」り

・レイ一・：■1・t　　　　′、イノ十1′＋ゝ1－）

†仔1・）rlt＿√）イ巧．・1

号告㌫㌫■鵠工．1・：、丁、バー弓

図11：生徒Aによる予想とCASとの比較、メモ
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図12：因数が2つであり、指数が偶数と奇数の場合で因数の形に違いが

あると予想
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図12のワークシートでは、Xr一一1の指数nが奇数の場合、次のような式が挙げられている。

Ⅹ3－1＝（Ⅹ－1）（Ⅹ2＋Ⅹ＋1），Ⅹ7－1＝（Ⅹ－1日Ⅹb＋Ⅹ＋1）

指数nが奇数の場合に、Ⅹ一一‾‾1＋Ⅹ＋1という因数を想定する点など、2人の生徒の予想には一貫し

た生徒の論理がみられる。指数nが偶数の場合、奇数の場合、それぞれにおいて、CASによる方法で得

られた式をみるたびに、驚きをもって自身の予想をふりかえっていた様子が予測できる。

図10」図12のようなワークシートが、第5時における代表的な生徒の記述であった。

一方で、数式処理電卓を手渡した後から、主に3通りの動きが生徒の中にみられた。

1つ目は、CASによる方法によるⅩ一一－1の因数分解の探究を進めながら、紙と鉛筆の方法との調和

を逐次図ろうとする生徒である。2つ目は、CASによる方法でⅩn－1の国数分解を次々と行う生徒で

あった。このタイプの生徒は、指数nを次々と大きくする、ある数の倍数の場合で調べてみる、

Voyage200での表示に時間を要する指数nまで進めるなどであった。指数nとⅩrl－1との関係や、そ

もそもⅩn－1の因数分解がどのような形になるかに関心がもたれ、紙と鉛筆による方法との比較がお

きにくかった。3つ目は、ある程度Ⅹn－1の因数分解をCASを通してみる、調べた後に、あえて紙と

鉛筆による方法（同値な式変形）で次々と予想をしていく生徒である。いずれのタイプの生徒も、熱心

に作業を行っていた。しかし、書くことそのもの、については生徒によって温度差がみられた。

4．X4－1の因数分解、因数分解とは何かに関する調査

第6時の最初に、Ⅹ1－1を因数分解して得られる式を選択すること、因数分解とは何かを文章で記

述する調査を行った。第6時は、行事の関係で第5時までと間隔があいていた。

Ⅹ1－1の因数分解については、次の3つの同値な式を提示し、因数分解の結果がどの式になるか、

その理由を答える問題である。

ア （Ⅹコ＋ 1 ） （Ⅹ2－ 1 ）

イ （Ⅹ－ 1 ） （ⅩJ＋ Ⅹご＋ Ⅹ＋ 1 ）

ウ （Ⅹ＋ 1 ） （Ⅹ－ 1 ） （Ⅹコ＋ 1 ）

この間題に対する、生徒の回答の反応率は「ア　24％、イ　5％、ウ　71％」であった。

「2乗の差を和と差の積で表すこと」を、Ⅹ‖－1の指数nが偶数の場合に「指数を2つに分けて和

と差の積で表すこと」に過般化した回答が多かった。これ以上分解できない形まで変形するという因数

分解の定義に迫る見方（ウ）よりも、2つの因数の積に分解できるきれいさ、もとの指数を分けるとい

う操作のしやすさなどが、優先されている。教授実験を行った生徒たちが、すでに5月、6月と2次式

の因数分解や展開の学習を行っている。このことを鑑みると、Ⅹ∫一一1の因数分解、特に指数nが偶数

の場合の考察を通して「因数分解とは何か」の概念がゆらいでていることがわかる。この事実は、中高

接続のはぎまで多くの生徒たちが実感する、葛藤を感じる出来事といえるのではないだろうか。見方を

変えれば、CASを活用して数学的な拡がりや深まりのある、因数分解に関する代数的活動を行うことに

より「因数分解とは何か」の概念理解がいったんはゆらぐものの、いくつかの例を通して、その理解が

確たるものになる、と期待できる。

「指数を2つに分けて和と差の積で表すこと」に過般化することに関わる、選択肢アを選んだ理由と

して、例えば次の生徒Fの回答がある。
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「ア、ィ、りどれを選んでも、展開していけばⅩ4－1になるけど一番わかりやすくて、短くしたもの

がアだから、アを選んだ。」

生徒Fは、この時点で国数分解について次のように述べる。

「多項式を違う表し方で表す方法。○○君も言っていたが、多項式をブロックのかたまりだとすると、

因数分解はそのブロックを1つ1つにした形。その中で一番短く略されたものが因数分解だと思う。」

生徒Fは、わかりやすさ、みやすさ、簡潔さという視点でⅩ1－1の因数分解をとらえている。選択

肢ア、うに挙げられた3つの式について、それらすべてが同値であることを認めつつ、和と差の積にあ

たるアを選んでいる。

生徒Fと同じように、選択肢アを選んだ生徒の「国数分解とは何か」に対する回答として、次のもの

がある。

「国数分解として一番自然な形だから」

「Ⅹ1－1を面積と考えて（）（）の形から考えた。いちばん簡単な式であるアが正答ではな

いかな」

自然な形、簡単な式など、生徒の回答にあることばから、「2乗の差を和と差の積に表すこと」が生

徒にとってインパクトのある因数分解の典型であるといえる。その見方に支えられ、「指数を2つに分

けて和と差の積で表すこと」と過般化することは、生徒にとってのわかりやすさ、みやすさ、簡潔さと

いう観点から支持されやすい傾向にある。

この生徒Fは、後目行ったインタビューの中で、同じ調査項目についてクを選択する。

生徒Fは、その理由として次のように答える。

「私は以前この問いにアと答えたが、Ⅹ2－1は（Ⅹ＋1）（Ⅹ－1）で表せるので

Ⅹ・1－1＝（Ⅹご＋1）（Ⅹ二一1）＝（Ⅹ＋1）（Ⅹ－1）（Ⅹコ＋1）という答えに変わった。」

一方、選択肢イの（Ⅹ－1）（Ⅹ3＋Ⅹコ＋Ⅹ十1）を選択した理由として「これならⅩ4のように2乗

する数ではなく、どんな数にも適応できるので」などの回答があった。指数nが奇数の場合にも成り立

つ式であれば、奇数と偶数双方の場合にも適用できる、いつも適用できる場合で答えようという姿勢が

みられる。この生徒は「因数分解とは何か」について、「分解できない数を文字でおくことで計算でき

るようにして、また再び数を文字でおき変えても答がでるようにすること。」と回答している。

第5時のところで例示した生徒E、生徒Aはいずれも選択肢ウの（Ⅹ＋1）（Ⅹ－1）（Ⅹ2＋1）を

選択している。例えば、生徒Eはその理由として「因数分解とは（）内の数がそれ以上因数分解で

きないところまで分解し、それらを（）でつなげた物だと思うから」と述べる。

さらに、生徒Eは「因数分解とは何か」に対して「ある数を（）で最小限までくくり、そのある数

を（）で表した物。つまり、必ずある数＝（）（）となり、その（）内でも因数分解

できない最小の数となる。」と述べる。因数分解について「これ以上分解できない」という視点を抱き、

選択肢クを選んでいる。選択肢ウを選んだ生徒の中での、「因数分解とは何か」に関する回答としては、

例えば次のようなものがある。

「僕のイメージでは、帯分数を整数へ直すということと同じように、複雑な数をまとまった形へと直

して、わかりやすく、そしてシンプルにすることだと思いました。それにバラバラだった物を元通

りにするというイメージを最初の正方形をつくる授業から感じ取ることができました。」

「難しい多項式を簡単にしたり、成り立ちを考えたりできること。」

「単純に言えば同じ項ごとにまとめることだと思いました。そして他の見方からすれば、例えばⅩ2＋

2Ⅹ＋1ならば（Ⅹ＋1）二という形に表すことができます。これは図でもあらわすこともできま
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す。その時にたて×横をやるように（Ⅹ＋1）×（Ⅹ＋1）をするとⅩ2＋2Ⅹ＋1にもどります。

よって、分解前と分解後はイコールの関係で結ばれることがわかりました。」

「かけ算の形にまずなおしてから、（）の中の次数をできるだけ小さくしていくこと」

「式（多項式？）を同じ数や文字で整理して、式をかけ算の形（単項式）にすること」

「答えになっているものを、もとにたどって最初の形に戻すこと」

端的に因数分解とは何かを述べたものから、展開と逆の変形を施すことを例を挙げて述べているもの

まで様々である。全体的には、因数の積に表すこと、これ以上分解できない形にすること、展開の逆の

操作を施すことの3点の見方が融合した形でみられる。

5．xn－1の匝数分解の性質に対する洞察

第5時では、次の7つの意見がそれぞれ発表され、板書で確認された。

1（Ⅹ－1）が因数分解すると表れる

2　（Ⅹ－1）と（Ⅹ十1＋く二二⊃）が

表れる

3　（Ⅹ－1）は必ず必要

4　因数分解した後の指数が2倍になる

と、因数分解する前の文字がつく、

指数が2倍になる

5　（）の中が、Ⅹと1だけでできて

いる

6　（Ⅹ－1）でくくると、Ⅹ●の●－1

から始まって

（Ⅹ●‾1＋Ⅹ●‾2＋Ⅹト3＋・‥＋1）

という形になる

7　Ⅹ2，Ⅹ4など偶数で変わるものと、Ⅹ3，Ⅹ5など奇数で変わるものではそれぞれ決まった増え方

があるのかもしれない。

上記の性質4については、授業の中で、例えばⅩ4－1，Ⅹ8－1の因数分解が例として挙げられていた。

Ⅹ‘し1を因数分解したときに得られる因数がすべて、Ⅹ8－－1に引き継がれている。これは、先述し

た通り、Ⅹ8－1＝　rgJ一り（Ⅹ‘l＋1）と式変形できることに支えられる。この性質について、

Ⅹ4－1を因数分解して得られる国数Ⅹ2＋1，Ⅹ8－1を因数分解して得られる因数Ⅹ′1＋1の2つの式

の指数の関係に関連づけて述べている。「因数分解する前の文字がつく、指数が2倍になる」の指数が

2倍とは、もとの式Ⅹ4－1とⅩ8－1などの関係を述べている。

第5時と第6時を終えた段階で、生徒Ⅰは次のようにワークシートに記載している。

生徒Ⅰは、印象に残った規則として「Ⅹa－1のaが素数の場合、因数分解すると

（Ⅹ－1）（Ⅹa‾1＋Ⅹa‾2＋Ⅹa‾3＋‥・＋Ⅹ＋1）となる。」という性質に印をつけている。

授業の中で話題になった性質7をもとに、指数が素数の場合での性質を洞察している。また、その後

の記述では、Ⅹ＋1が因数として表れる場合が指数が偶数のとき、とも指摘している。
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生徒Ⅰのように、

Ⅹ1－－1の指数nが奇

数の場合を調べ、その

性質を発見しようとし

た生徒は多い。例えば、

生徒Jは第6時の段階

で、次のように述べ

る。

生徒Jは、Ⅹn－1の

指数nが偶数の場合につ

いて、最初に言及をして

いる。Ⅹ2－1の因数

Ⅹ－1，Ⅹ＋1が、指数卓

が偶数の場合に必ず表れ

ることを述べている。

続いて、指数nが素数の

場合に考察が移る。指数

nが、2から67までの場

合を調べた、と述べてい

る。

「（素数）は必ず（Ⅹ－1）

とその時のⅩの指数か
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図14：生徒」による第6時でのxn－1の性質に対する洞察
ら1ずつ階段状に減る

Xで構成されている。これも、Ⅹ67に至るまで成り立っている。」という生徒Jによる記述にみられる

ように、指数nが素数の場合の規則性に関わる仮説をたて、ある程度調べてから、確信をもっている様

子がみえる。

同様の傾向は、生徒Fにもみられる。生徒Fは、第6時の最初の段階ではⅩ1－1の因数分解として、

わかりやすさ・簡潔さという観点から（Ⅹコ＋1）（Ⅹ2－1）を選んでいた。

生徒Fは、第6時の段階で次頁、図15のように記述している。生徒Jは、さらに調べてみたいこととし

て、「Ⅹが3以上の素数の時、因数分解すると（Ⅹ－1）（Ⅹ　Hl■＋Ⅹ■1－　ご　＋Ⅹ■【－　3■＋X n‾1＋‥・

＋Ⅹ＋1）となる。素数3、5、7、11、13、17、19、23、29、31、37、41、43、47、53、59、　。

59までは上の規則が成り立っている。」をあげている。Ⅹn－1の指数nが奇数の場合での規則性を兄い

だすことから、徐々に指数nが素数の場合に移行してきたといえる。

3名の生徒（生徒Ⅰ、生徒J、生徒F）のワークシートへの記述に代表されるように、指数nがある

条件を有するときに、Ⅹ－1－1の因数分解ではどのような共通点がみられるかという点に、多くの生徒

の関心があった。

第6時の授業の後、これら3名の生徒を含む数名の生徒によるグループでの追究がさらに行われた。

グループでの追究では、最初に生徒の最大の関心であった指数nが素数の場合について、できる限り大き

な素数の場合にも仮説が成り立つかの検証が行われる。その際、生徒個々に手渡しているVoyage200で

は、計算処理等に時間がかかる場合があり、適宜コンピュータ上でのDerive6を活用した。生徒たちは、
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大きくても3桁の素

数の場合をみて、自

分たちが掲げた性質

が成り立つだろうと

判断していた。

続いて、Ⅹn－1

の指数nがある条件

を満たす自然数の場

合、Ⅹ11－1の因数

分解にはどのような

共通点がみられる

く成り立ちそうな規則）
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図15：生徒Fによる第6時でのxn－1の性質に対する洞察
か、という点に議論

が進む。

生徒Ⅰは、指数nが4の累乗の数の場合を先に考え、続いて指数nが5や6の累乗の数の場合での性

質を追究している。
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図16：生徒lによるxn－1の性質、∩が4、5、6の累乗の数である場合の洞察

生徒Ⅰは、始めにⅩn－1の指数nが4の累乗の数の場合について、国数分解された式での因数の個

数と指数nとの関係を探っている。続いて、因数の中で最大の次数をもつ多項式どうしを比較し、その

次数が次々に2倍になっていることを指摘する。これは、生徒Ⅰによる

「Ⅹa－1のaが42，4ニi，41となるときの（）の数は奇数であり、2，4，8，16，32，と前の

数の2倍の指数になる」という記述からみられる。
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続いて、生徒Ⅰの考察は、指数nが5の累乗の数の場合に移る。指数nが5の累乗の数の場合、

Ⅹ－1以外の因数は、5つの項の多項式からできあがっていることを知るとともに、それぞれの因数で

の「指数の変化の仕方」に着目している。例えば、Ⅹ125－1を因数分解して得られる

（Ⅹ－1）（Xl＋Ⅹ3＋Ⅹ2＋Ⅹ＋1）（Ⅹ20＋Ⅹ15＋Ⅹ1日＋Ⅹ5＋1）（Ⅹ1仇）＋Ⅹ75＋Ⅹ訓＋Ⅹ25＋1）について、

それぞれの因数を形成する多項式の指数について、同じ数ずつ減っていることを述べる。実際、Ⅹ4か

ら始まる多項式では指数が1ずつ、Ⅹ2°から始まる多項式では指数が5ずつ、Ⅹ1川）から始まる多項式で

は指数が25ずつ減っている。指数の変化の仕方を表す数自体も、5の累乗の数となっている。生徒Ⅰは、

最も次数の大きな多項式である因数に着目して矢印をつけているが、議論の中では、他の因数について

も同じように指数が減少していることを発見していた。

続いて、指数nが6の累乗の数の場合を調べている。指数nが偶数であることからⅩ－1、Ⅹ＋1の

2つの因数を共通にもつことを確認しながら、例えばⅩ‥i（うー1の国数として得られるⅩ2－Ⅹ＋1と

Ⅹ（）－Ⅹニi＋1との関係、Ⅹ1－Ⅹ2＋1とⅩ6－Ⅹ3＋1との関係を、関連のある項どうしの指数に関連づ

けようとしている。

生徒JはⅩn－1の因数分解について、指数nが累乗の数になる場合を調べながら、因数の個数、多

項式の項の数で国数をみる、多項式の項の指数に着目して因数どうしの関係をみる、指数nと因数にみ

られる指数との関係をみる、など式の形や式の次数に着目した見方を行う。
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図17：生徒」によるxn－1の性質、∩が4の累乗の数である場合の洞察

（デー1）

生徒Jは、図17のようにⅩn－1の指数nが4の累乗の数の場合について調べる。

指数nが4の累乗の数の場合、因数として得られる多項式はⅩ－1とⅩ」＋1の形をもった式であるこ

とを指摘する。続いて、Ⅹ」＋1の口には、2の累乗の数が入ることを述べている。また、Ⅹ」＋1の形
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の多項式（因数）のうち、最大の次数をもつ式は、もとの指数nの半分になっていることをかなり大き

な指数において確認している。

第6時及びその後のグループでの追究では、Ⅹn－1の指数nがある条件を満たす数である場合に焦

点があてられた。例えば、次のように、指数nが4、16、64と2の累乗の数のとき、因数の指数がいつ

も2の累乗をもつことを指摘したものがある。ワークシートに書かれた後半の式では、。が262144であ

り、Ⅹ1＋1の口には131072となっていること等が記述されている。

6．まとめと今後への課題

本研究の目的は、CASを活用したⅩn－1の形の式の因数分解に関する学習活動を通して、中学3年

の学習者がどのように因数分解に対する意味形成を行い、さらにⅩ－1－1の因数分解の性質に関わる洞

察を行うのかを、教授実験を通して実証的に明らかにすることであった。

因数分解に対する意味形成については、「2乗の差を和と差の積に表すこと」を強調して考えようと

する、その過般化した考えとみられる「指数を2つに分けて和と差の積で表すこと」を適用する行為が

みられた。特に、Ⅹ‖－1の式で指数nが偶数の場合に、簡潔さやわかりやすさという観点から、「指数

を2つに分けて和と差の積で表すこと」を適用する姿勢がみられた。これ以上分解できないような因数

の積に表す、という因数分解の概念に優先して、指数を2つに分けて2つの因数の積に表すという行為

もみられた。2次式の因数分解から、特殊な式であるⅩn－1の因数分解を考えることによって、因数

分解に対する認識がゆらぐ場合がみられた。

また、Ⅹ－1－1の式を因数分解する場面で、CASによる方法と紙と鉛筆による方法との違いに驚き、

その違いを紙と鉛筆から迫ろうとする動きがみられた。この動きの背景には、CASによる方法に十分に

慣れていなかったという段階から、紙と鉛筆による方法で迫るからこそ納得のいくようになるという段

階まで考えられる。全体的な傾向として、紙と鉛筆による方法からCASによる方法への接近がみられた

が、その背景については個別のインタビュー調査等々、質的な分析が必要となる。

Ⅹn－1の因数分解の性質に関わる洞察としては、指数nがある条件を満たす場合にどのような式が

得られるか、どのような因数や因数の分布になるかの探究がみられた。生徒が最初に着目した性質は、

Ⅹ∫1－1の指数nが偶数、奇数の場合である。Ⅹ1－1まで、さらにⅩ7－1まで因数分解された式を対

照しながら、仮説をたてていた。続いて、指数nが素数の場合には、2つの因数の積になること、その

一方は次数n－1の多項式であることなどが兄いだされる。

さらに、指数nが4の累乗、5の累乗など、ある数の累乗の数の場合を調べながら、因数の個数、因

数である多項式の特徴、その多項式にみられる各項の指数の関係などに焦点があたっていった。なお、

指数nは、具体的な自然数の場合での考察であった。また、Ⅹr1－1の因数分解について発見した規則

性について、驚きや美しきを感じたという旨の感想を書く生徒も多かった。同様に、当初掲げていた仮

説が成り立たないという事実を知ったときに、強い驚きと「他の場合にはどうなるだろうか」や「もっ

といろいろな場合で成り立つ規則は何だろう」といった知的好奇心を抱く生徒もいた。

今後の課題は、次の2点である。

①　今回の教授実験で顕著にみられた因数分解に対する認識のゆらぎは、多くの中学生や高校生がもつ

ものともいえる。因数分解に対する認識のゆらぎの要因、さらにはゆらぎを克服し、確たる認識に至

るための要件を得るために、質的な分析を行う必要がある。

②　数学学習の質的深化は、「洞察と新たな意味形成」の2つの相の学習の連鎖により行われていく。
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①の因数分解に対する認識も、「洞察と新たな意味形成」の繰り返しにより深まっていく。CASを

活用した代数的活動における「洞察と新たな意味形成」の事例を中高連携の視点に立って、さらに

考察する。なお、CASを活用した代数的活動の集積を通して、中学校段階に焦点をあてたカリキュ

ラム形成も視野に入れる。
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