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1．　はじめに

人間を含めた生物界のリズムに対する関心は最近かなり高まってきた。このリズムを実験的

に明らかにしていくことは・それ自体生体のメカニズムの解明につながり，さらに医学的見地

からもきわめて重要な問題提携になる。静岡大学においても，稲村等1）・2）によって，長年にわ

たって「人間のリズム」に関するデータがと

られてきた。「人間のリズム」とは，生体の

マクロな機能変動＊であり，人間の精神面や

身体面の機能がある周期で振動していること

をいう。人によっては，精神作業の成績が20

日から30日の周期性をもつことなどもその

一例1），2）である。この、リズムは生体が本来も

っている内因性のものと，外界からの影響

（天体や生活環境の周期など）に基ずく外国性

のものとに大別されるであろう。これらのリ

ズムー振動－ほ互いに相互作用をもち，また

生体の中を伝搬していくことも考えられる。

さて，「人間のリズム」に関するナマのデ

ータをみてもわかる通り，外界などからの非

周期的な影響の為に，実際のデータにはラン

ダム（random）成分がかなり含まれている

場合が多い。またいくつもの周期が含まれて

いる場合はさらにデータは複雑化する。この

ようなナマのデータから直接周期性をみいだ

すのは一般に不可能に近いであろう。また，

データがある短い有限の長さしかなく，しか

も何度もくりかえして測定，観測ができない 第1図

＊生体の機能におけるマクロとは，単なる生理学的機能のよせあつめではなく身体作業など体力科学で扱

うような，有機的な総合作用をいう。
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場合は，データ解析は一段と難しくなる○実際に，「人間のリズム」に関するデータ採集には，

何日も何百日もかかるものが多く，何度もくりかえして測定することが困難な場合が多い0し

たがって，いずれにせよ有限の長さのランダム・データの解析法を知らなくては，生物リズム

の本質的解明は困難であろう。

この論文の目的は，「人間のリズム」に関するランダム・データをいかに解析したら・リズ

ムの存在，伝搬などを科学的に明らかにすることができるかを検討することにある0但し・こ

こでは非数理系の研究者にも理解してもらえるように，できるだけ平易に，かつ重点的に・有

限なランダム・データの解析法についいて述べ，問題点を明らかにしていきたい0また・この

論文では「人間のリズム」の解析を念頭においているが・解説それ自体は一般的に述べられて

いるはずであるから，他の分野のランダム・データ解析にも応用できることは無論である0

ここで考えているランダム・データとは，時間的に変動している不規則過程（randompro－

cess）の観測値X（tト標本関数（samplingfunction）－であって，しかも時間的にある有限

の長さしかもっていないものをあつかう○もし何度も実験ができるなら，この標本関数の集合

tJた（頼（点二1，2，3，……）が得られるであろう0一例を第1図に示す0もし時間を一定（f＝fo）

にして，タテに観測値の集合（乱仇））ニ（ェ1（∠。），J2（才。），……，JⅣ（′0））を考えればこれも1つ

の不規則変数（randomvariable）になっている○確率統計学の理論は一般にこの不規則変数

の集合－アンサンブル（ensemble）－を基礎に組立てられている0しかしながら我々が実験で

得られるデータは多くの場合，このアンサンブルのうちのいくつか（最悪の場合1つ）の標本

関数である。それでは一体このような標本関数と理論とをどのように組合わせるかという問題

がおこる。幸いに，もし不規則過程が定常（stationary）であるなら，エルゴード性（ergodic

property）をもち，アンサンブル平均でもとめたものと，時間平均でもとめたものが等しくな

る（4章）。この性質は大変都合がよく，標本関数が定常であれば・沢山の標本関数を得る必

要はなく，1つだけで全体を知ることができることを意味している0しかも，いろいろな実験，

観測で得られるデータには，このような定常不規則過程のものがかなり多い〇

一万，ここではデータの長さが有限であるはかりでなく，観測値が離散的（discrete）である

ものについて考えていきたい。つまり，標本関数値がflJ2，……舟といった離散的な時点で

しかきまらないものを取扱っていく○実際連続的なデータでも，その解析がアナログ的にあつ

かえないかぎり，ある時間間隔で値を読んでいかなければならない。したがって，たとえ連続

的であっても雑散データとして取扱わなければならなくなる。よって，このようなディジタル

な解析は応用範囲が大変広いことになる○

しかし，アナログ解析ではでてこないよう

な問題点も含んでいるので注意を要する。

本論文の解析方法は次の2つである。

（i）自己相関関数（auto－COrrelation）をもと

め，その7－リェ変換からパワー・スペク

トル密度関数（power spectrum density

function）をもとめる。パワー・スペクト

ルは第2図に示すように振動数′（周期の

逆数）の関数であるから，どのような周期性

のものがどの程度データ中に含まれている

かを知ることができる。（ii）相互相関関数
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（cross－COrrelation function）およびその相互スペクトル密度関数（crossspectrumdensity

function）より2つの定常不規則過程の相関を調べ，その位相差から伝搬速度をもとめる。

ここでは以上の2点に焦点を合わせているので，確率論で重要な確率密度関数（probability

densityfunction）をもとめ，分布の様子をみるといった検討を省いてある。さらにろ波器

（filter）の入力信号に対する応答などの問題にも一さい触れていない。

なお，相関関数関係の文献としては3）～6）を参考にした。この方面の専門要語や定義な

どを短時間に調らべたい場合は，文献6）を参考にするとよい。また生物リズムに関する文献

などについては文献7）に詳しいのでそれを参照されたい。

第2章は一般的な相関関数について，第3章ではスペクトル密度関数を解説し，第4章でエ

ルゴード性について述べる。第5章では，有限なデータ解析にともなう誤差を論じ　第6章で

実際のデ岬夕解析について述べる。第7章で，本論文にしたがった「人間のリズム」の解析例

を示す。

2．相関関数

標本関係のアンサンブノしを（現出））とするとある時刻才におけるアンサンブル平均は

両）ニ浩志真如）
であるが，確率密度関数♪（∬）＊をもちいて

笹車上∫：∞舶）ゐ二二恥（′）〕

（2．1）

（2．2）

とあらわすこともできる。以後アンサンブ′し平均はE〔〕の形で表わすことにする。これを

不規則変数∬轟）の期待値と呼ぶことにする。さらに添字畑土省略して単にE〔ヱ（～）〕と書くこ

とにしよう。また2つの不規則過程tJ出刃，巨2（紺の平均を表わす為に〃直）HE〔∬府）〕，ダニ

1，2などと書くが，この添字f（或はノ）は，上記の烏とは意味が異なるので注意してほしい。

さて，一般には時刻が異なれば期待伯も異なるからflキらならば

一“府1）≠′‘直。）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．3）

である。さらに，ここで共分散関数（covariこInCe function）と呼ばれる関数を定義しよう。

Cり（J予∴丁）【一一ELh府仁一′∠再））（乃（Jご一丁ト／′再■丁））二1　　　　　　　　（2．4）

で，丁二一二∩とおくと

＊ある変数・一、の値がある値Jlを越えない確率をグ（∫≦・rl）＝ダい’】）とかくとき，これを確率分布関数と

定義する。次に，不規則変数が・l’1とJl＋血の間にある確率は

町1≦．r≦．r直／・～つ＝P（J≦ち＋かつ一巧守≦・rl）＝町1＋諒、）－F（・rl）＝∴些建一ゐ＋ぴ（ゐ）ゐ

＝♪（・rl）。－r

となJ），一般に♪巨）を確率密度関係数という。

§：♂（エ）ゐ＝1

仁♂（、弓か＝町1）

の関係があるノ　同様に2つの変数がそれぞれJl，∬2の値をもつ確率密度関係は

．′1．　人、、＿　∂2F（Jl，∫2）

♪（・‘～1日　∫2）＝一二

である。

∂ユ、l∂∫2
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Cり（よ，f）＝E〔（∬直上〃再））（勘直上〃再））〕＝勒2（′）

となる。特にf＝ノのとき

CH（舌，り＝E〔（都府）－〃再））2〕＝叱2（り

（2．5）

（2．5）′

となり，これはいわゆる（xi（t））の分散（variance）である0拝jのときは，Cij（t，t）二0／ij2（t）

を（xi（t）），と（xj（t））の共分散（Covariance）と呼ぶ（丁＝0での）。

次に（2．2），（2．4）で次のような性質があるとき，

四（f）＝笹

C電府，～＋丁）＝C言直）（才，ノ＝1，2） （2．6）

Cり（才，f＋丁）＝Cり（丁）

すなわち標本関数の平均が一定で，分散が時間差丁のみの関数であるとき，仁r再）），仁1，2

は広い意味での定常不規則過程（stationaryrandomprocess）という○

上記の2つの確率関数（一次と二次）だけでなく，その他のあらゆる確率関数すべてが時間

‖こよらないという厳しい条件を満足する不規則過程（例えばガウス分布など）を狭義の定常

というが，ここでは，前者の広義の定常不規則過程のみをとりあつかう0

さて，2つの定常不規則過程（J直）），仁1，2の拘＝E［∬再）］，及びC府）の他に次の

関数を定義する。

勘（て）＝即ヱ正かブ（汁で）］　　　　　　　　　　　　　　　　（2・7）

i＝jのとき，すなわちRii（T）＝Elxi（t）xi（t＋T）］を自己相関関数（auto－COrrelationfunction）

といい，i＊jのときRij（T）を相互相関関数（cross－COrrelation function）という0この関数

には

凡沃一丁）＝丸木（丁）
（古寺カ

Rり（一丁）＝拘わ）

の関係がある。また（2・4），（2・6），（2・8）より

Cり（丁）＝凡ブ巨）－仲的　　壬，ノ＝1・2

（2．8）

（2．9）

となるから，期待値がゼロなら，相関関数は共分散関数と一致する0相関関数には次の関係が

ある。

凡証0）≧1札止で）1

凡沃0）勘ノ拍）≧l凡ブ（丁）l2

Cり（丁）

Ⅴり（丁）＝砺　両面二

また

（才，ノ＝1．2） （2．10）

（2．11）

を　相関関数係数（Correlationfunctioncoefficient）という。相関関数の性質などについては

次第に明らかになっていくであろう。

3．スペクトル密度関係

定常不規則過程（∬直））昌＝1，2の各標本関数工再）が次のように7－リェ変換できたとす

る。

Ⅹ沃′弓：∞抽）ピー榊d～

抽）＝～：∞Ⅹ£（′）g脚ガ

（3．1）

（3．2）
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ここで，J’ほ振動数（或は周波数といい，周期の逆数），ノ二ノ二手である。一方（2．7）より，

二乗平均値（meansquarevalue）は自己相関関数を用いて表わすことができ

即Jt2（～）］＝凡武0）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．3）

となるが，振動数がノ’とJ’十〟’間にある二乗平均値を鳥（′）ガとすれば（63ページの脚注

の確率Pとは異なる）

恥縛）仁王∞ア〃）が　　　　　　　　　　（3．4）

でなければならない○このA（f）を／くワー・スペクトル密度関数（power spectrumdensity

function）という。この関数と自己相関関数との関係は

裾丼芋∞賞（ノ’）g仰〟●　　　　　　　　　　（3．5）

である0同様にして・相互スペクトル密度関数（cross－SpeCtrumdensityfunction）をAj（f）

とすれば（fキj），

裾丁二0）＝恥直）項）］二‡∞∞鋸′）ガ

恥（丁弓：∞町′）g仰〝

の関係が成立する。（3．5），（3．6）をフーリェ逆変換し

即・作手∞‰（丁）ビイ抑dT

鋸正字∞恥（丁）ピー仰dT（呵）
（3．8）

を得るo f’電（′）は正の実数値で偶関数であり，Pり（′）は一般に複素関数である。すなわち

Pi（－′）＝Pt（′）

Pり（一一′）二Pり＊（′）＝巧電（′）

但し（＊）は複素共役を意味する。

パワー・スペクトル

（3．9）よりパワー・スペクトル密度関数は

理丁トド∞欠府）cos2折dT

司言鋸（丁）cos2折dT

と書きかえることができる。無論P乞（・′）が存在する為には数学的に

～：∞恥（丁洞丁＜〔）。

（3．9）

（3．10）

（3．11）

でなければならない0さて，実際の実験では，振動数′が負になることはないから，次のよう

なパワー・スペクトル密度関数G乞（′）を定義した方が現実的である。すなわち

Gも（′）＝2P£（′）　（0≦ノ＜∞）

よって，C宜（′）とR武丁）の間の関係は

G〟）1－一二4㍍丸木）cos2頼dT

鮎（丁巧言G〟）cos蝉ガ

（0≦ノ＜∞）

（3．12）

（3．13）
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パワー．スペクトル関数G乞（′）の物理的意味は，いろいろな振動数を含む標本関数端直）

の，振動数′の成分の強度（二乗平均値）である。「パワー」の名は，例えば抵抗rに電流

（一般に変動している）を流したとき，単位時間あたりに消費される平均電力（パワー）は

Frであることからもわかるように，二乗平均値に対してつけられたものである0

ランダムな信号などに含まれている固有振動数（又は周期），その強度，スペクトルの広が

り具合などを知るには，（3・13）式より／くワ一・スペクトル密度関数扇′）をもとめるのが一

番である。定常的な電気的信号の場合は，最近はすぐれたスペクトル分析器（spectrumana’

lyzer）が普及しており，ブラウン管の上にアナログ的に表わすことができる0しかし，我々が

ここで取り上げているのは，時間的に有限な，離散データをいかに解析するかというディジタ

ルな方法であるので，スペクトル分析器をそのまま用いることはできない0このような場合の

パワ＿．スペクトルのもとめ方は第6章であたえられるであろう。しかし，（3・13）よりパワー

．スペクトルをもとめるには，とにかく自己相関関数がもとまればい、ということがわかった0

相互スペクトル

パワー．スペクトルの場合と同様に，相互スペクトル密度関数を新たに次のように定義する。

Gり（′）＝2f）り（′）

二牢∞鋸（丁）ビイ軒dT

二上り（′）一脚すり（′），（拉カ

上り（′）と肱ノ（′）は実数で（2・8）を用いて，甘1／1）より

毎Jつ＝2臣R府）＋恥（丁）］cosか♪dT
（＿3．16）

吼（′）＝2臣町丁上根丁）］S柏木dT

ともとまる。すなわち，相互相関関数がわかれば，Gり（ノー）がもとまることになる。一方

（3．15）は次のようにも表現できるo

Gり（′）二1Gり（′）巨」勒（ノー）

ここで

lG。（′）1二（上り2（′）十肱㌔（ノ’））‾二，

帰′）＝tan‾1（署宕）

である。パワー・スペクトルと相互スペクトル関数の間には

1Gり（′）12≦G乞（′）GJ（′）

（3．17）

（3．18）

（3．19）

（3．20）

の関係がある。

以上の準備から相互相関関数及び相互パワー・スペクトルからどのようなことがわかるか検

討してみよう。まず相互相関関数からは次のようなことがわかる0今仮にA点から発せられた

パルスがB点，C点を通過して伝搬していくとする。しかし途中にいろいろ雑音があってB点，

C点では直接パルスが観測できないとする。そこで，B，C両点での観測値（雑音を含んでい

る）∬β（汁で），JC（什丁）とA点での値JA（りとから，2つの相互相関関数尺服（丁）・札C（丁）

をもとめ，それが例えば第3図のようになったとする。相関関数の最大値を与える時刻丁月，Tc

がそのパルスがB点，C点を通過する時刻である。もLA，B，C間の距離がわかっているよ
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第4図
第3図

うな場合は伝搬速度がもとまることになる（但し，以上のことは，後述のエルゴード性が成立

するとしてである）。

しかしながら，いつも第3図のようにピークに対する時刻がはっきり決まるとはかざらない。

また相互相関関数だけでは，それに関する振動数′を決定することはできない。このような

場合は（3．18）の相互スペクトルの絶対値及び（3．19）の位相角をもとめ，それをグラフにす

るとよい。例えば，それが第4図のようになったとしよう。まずICり（′）1のグラフからは互

いに相関している振動数がJiと美であることがわかる（パワー・スペクトルの方はこれ以

外の振動数のピークがあってさしつかえない。2つの不規則過程で関係し合っているのが，美

と美だということである）。

一方位相差Oij（f）の値より，波の伝搬に要した時間（或は，おくれの時間（delay time）

といノつてもよい）がわかる。すなわち，位相差とおくれの時間丁の問には

仇ノ（詭）二狂信　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．21）

の関係があるから，もしβり（五）が正（0＜β症≦打）ならば，JJ（′）の内の振動数薫の波はJi

（′）のそれより　βり／（2汀ム）だけおくれて伝搬してきたことになる。♂り（詭）が負（－一方＜♂り≦0）

ならば，逆にJJ（り　の方がJ直）より先に伝わっていることになる。

なお，ある振動数′において，2つの不規則過程の間にどれほど相関があるかを表わす関数

として，

勒（′）ニ」亘示J封ニー
G乞（JつGJ（′）

（3、22）

を用いるとよい。これをコヒーレント関数（coherent function）といい，（3．20）よりαij（f）

く1である。等号は完全にコヒーレソトの場合である。

4．エルゴード性

今までの話は，すべてアンサンブル平均をもとにして，相関関数をもとめてきたが，第1章

で述べたように，実際のリミ髄，観測においては多くの場合，データは時間の関数としてもとめ

られ，アンサンブル平均が得られるほど沢山のデータをあつめることは不可能な場合が多い。
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しかしながら，エルゴード性（ergodic property）というものが成り立つなら，アンサンブル

平均のかわりに単に1つの標本関数の時間平均で計算すればよいことがわかる。以下，それに

ついて説明しよう。

ある2つの不規則過程仕出）），仁1，2を考え，このアンサンブルのうち烏番目の標本関数

をェ直；ゑ）と表わそう。するとその平均値を時間平均でもとめれば

〃刷］聖一雄擁伽　　　　　　　　（4・1）

であるが，これは一般に標本関数によって異なるはずだから点の関数になっている。一万共分

散関数を時間平均でもとめると次のようになる。

C府；烏）空手臣工捌）「笹
沼）］［項÷再ト一一00］df

二月り（丁；ゑ）一四（烏）的（点）

裾丁；ゑ）］聖一抹紬柚・ト丁榊

ここで

（4．2）

（句．3）

である○これは時間平均からもとめた相互相関関数である。もしト」であるならば，自己相

関関数になる。これらの時間平均からもとめたものとアンサンブル平均からもとめたものが互

いに等しいとき，すなわち

〃£（点）＝笹

C電沃丁；点）＝C粥（丁）

のとき不規則過程（ェ府））はエルゴード性があるという。

（4．4）

逆にある不規則過程（xi（t））がェルゴード過程（ergodicprocess）である為の十分条件は，

①定常（stationary）であること，②時間平均からもとめた平均値と相関関数がすべての標本関

数について同じであること，の2つの条件を満足すればよいことが証明される。例えば平均値

についていえば，前者の条件は（2．6）よりアンサンブル平均〃宜が時間によらないことであり，

後者の条件はE［揮（烏）］＝〃了である。この二つの条件より．′ノgf∴一朝′が証明される。何故なら

〃刷＝恕享に擁；ゑ）df

∴恥江尾）］＝沈÷糎擁；捌雪聖÷i〃idg二／f乞0

だからである。同様にして，相関関数についても，時間平均とアンサンブル平均が等しいこと

が証明される。

5．統計的推定及び誤差

一般に不規則過程の母集団（ェ（り）のパラメーター（例えば平均値とかパワー・スペクト

ルなど）の真の値をもとめることは不可能に近い場合が多い。従って我々にできることは，標

本抽出によって取り出された標本（sample）の値からパラメーターを推定（estimate）し，誤

差はどの位であるかをいう以外に方法はない。

そこで，伊を不規則過程（∬（f））の未知のある真の値（母数）とし，伊をある有限時間の標

本関数X（t）からもとめた推定量（estimator）としよう。6）は不規則変数（randomvariable）



ランダムなデータの解析（Ⅰ）

であるから，沢山の標本から推定量をもとあると，母集団（∂）ができる。もし

E［∂］ニ∂　　　　　　　　（5．1）

であるなら，期待値が真の値鋸こ一致し，こ

のような場合の0をアンバイアス（unbiased）

推定量という。もしE［∂］≒∂なら伊をバイ

アス（biased）推定量という。このバイアス

の量を

B［∂］一二E［∂］－∂二E［∂－∂］（5．2）

とあらわすことにしよう。このバイアスの量

は真の値からのズレをあらわしているから

（5・1）を満足するような推定量の母集団（∂）

が最もよさそうにみえるが，必ずしもそうで

はない。というのはアンバイアス推定量であ

っても，真の値∂のまわりにかなりの範囲

67

皿

第5図　∬1，√H吊よアンバイアス推定量

噴射よバイアス推定量

へ
⑪

にわたって分布しているようなときは（つまり分散が大きい），いくら（5．1）を満足しても優

れた推定量とはいえない（第5図参照）．そこで伊の二乗平均誤差

E［（6LO）2］ニE［（0一一E［6）］）2］十E［（E［0］－0）三上V［0二トB2［0］　　（5．3）

を考える。右辺第一項のⅤ［］は分散をあらわす。すなわち伊の二乗平均誤差は伊の分散

とバイアス（の二乗）による誤差との和になっている。

もしアンバイアスであるなら，二乗平均誤差は推定量の広がり具合，つまり分散だけで決ま

るが，標本の大きさを大きくしたとき（或はT→∽でもよい）E［（8－＠）2］→0となるような

推定量0を一致推定量（consistent estimatc・r）という。このような意味で，アンバイアス推

定量は一致推定量の特別なものであることがわかる。

平均値の推定量

エルゴード性をもつある不規則変数の標本J拍）を有限時間で平均をとった，標本平均値

（sample mean value）は（推定量のことである）

か＝刃肯榊
一方，真の平均値（期待値）は

〃iニE［才直）］

であるから，推定量在の期待値をもとめると

E削二手糎擁）］拒封西成＝〃£0

＼

（5．4）

（5．5）

（5．6）

となるから（5・1）より缶はアンバイアスである。従って声名の二乗平均誤差は声名の分散の

みによって決まる。すなわち

E［（缶－E［缶］）2十二E［（缶一一〃£）2］二Ⅴ抽］二E［針甘1疋　　　　　　（5．7）

途中の計算は省略するが，平均値FLiがゼロでない，バンド巾がBのホワイトノイズ（white

noise）では近似的に（回≪Tという条件で）
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Ⅴ［鋸＝昼些＝＿一竺雪上
2月T　　2月T

となる。従って規格化二乗平均誤差は

e2＝誓1＝妄（肯）2
となり，eを規格化標準誤差（normalizedstandarderror）という。

二乗平均値の推定量

同様にして，二乗平均値の推定量は

鋲ヰ芳抑）df
であり，真の二乗平均値（期待値）は

¢名2＝E［J乞2（り］

で時間才に依存しない。そこで¢乞2の期待値は

E［如＝÷糎J縛）］虎雄

（5．8）

（5．9）

（5．10）

（5．11）

（5．12）

となるから，軌2はアンバイアスであることがわかる。従ってこの二乗平均的誤差は

E［（¢㌔一郎）］二Ⅴ［動2］＝E［¢月－¢㌔　　　　　　　　　　　　（5．13）

となる0ここでも計算は省略するが，バンド巾月のホワイトノイズについては（回≪T）

Ⅴ［昭二－欝＋嘉一孤（0）

となる。もし四二0ならは

V［昭二旦車型＝顧βT

であるから規格化標準誤差は

e＝J驚＝フ嘉一

相関関数の推定量

緑卜昌：・抽ノ（帰）丸損＝1，2）

（5．14）

（5．15）

（5．16）

DL

（5．17）

であるから，この推定量の期待値も真の値に等しくなることから，尺り（丁）もアンノミイアス推

定量である。二乗平均誤差は従ってこの分散だけからもとまり，前と同じようなバンド巾月の

ホワイトノイズ（仇＝〃2二0　として）については

Ⅴ［尺り（丁）］～　1

凡ノ2（丁）【2月T▼－（
1十一
凡£（0）RJJ（0）

凡ブ2（丁）

となる。f＝ノであれば自己相関関数についての誤差になる。

（5．18）
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スペクトル密度関数の推足もミニ
‾‾▼　　▼　　　▲【＋・－・一㌧▼■．－■－　＿

パワー・スペクトル密度の推定量C宜（ノ’）を得るのに，凡のバンドrhのフィルターを用い

たとしよう。ここでいうバンド巾とは，・／r冊）のうち振動数が（ノ二月招）から廿∴払／4）まで

の間にあるものについての時間平均する為のものであり，分解能に相当するものである。つま

り振動数の差が（出場以下では二つの振動数は区別できないことを意味する。従って，今ま

での旦つまり標本関数全体のバンド巾とは別のものである○そこで，人力・拍）を振動数

fで／：ンド巾Bl・の狭いフィルター（narrowbandfilter）を通した結果の値をtci（t；f鋸と

かくことにLJう0するとこの出力の二乗、佃の推定量は

針目二鋸　‖：抑；・川）め　　　　　　（5．19）

である。パワー・スヘクトル密度の推定量は定義よ。（5・19）を」仇で割ったものであるから

鉦′1）ザ（㍍仁訂巨（′訂恥′′
そこでC沃力の期待値を（5．12）を用いてもとめると

頼〟）コ一一五E斬ノこ鋸卜畔左裾

C亘十）忠言畔ノ1鋸
であるから（5．21）と（5．22）より

E［C£（′）］二1－G宜（十）

よって・C£（′）は一般にバイアス推定量である。

次に二乗平均誤差はバイアスの効果がでてきて（5．3）より
人

E［（G£（JtトG宜（′））隼∴→lr［Gf（f y＋B2［C．£（ハ］

となる。C電（′）がフィルターのノミンドrn aにわたって一定とすると

Ⅴ［G電（刃＝C宜2（ノ●）
‾瓦T

町（力］二一告（拾ノ1）

が得られる。従って規格化標準誤差三は

三三二町誓ヱ誘く一伊］～詰寸篭嵩
q
】、
）

）

（5．20）

（5．21）

（5．22）

（5．23）

（5．24）

（5．25）

（5．26）

からもとまる。Gt（・√）をG諒J）に置き変えれば相互スペクトル密度関数についての誤差に
なる。

さて（5・26）の右辺第二項はノミイアスの効果によって生じた誤差であるから，スペクトルの

振動数に対するズレの程度をあらわしている0これはバンド巾鉄と真のスペクトルの広がり

具合によって決まることがわかるCすなわち第6図のようをこ真のスペクトルの半値巾を鵜と
すれば　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

十C“）・一一二G高士折）

（札差）±C…）〟上土（；了′（拙彗）与‥…
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第6図

であるが，C′（ノム）一一0であるから半値巾は

＿＿q（＿ム）L雷

状＝Zc了′（か

となる。従って（5．26）は

一二～詰一志6（諸声）4
官

（5．27）

（5．28）

と書きかえられる。これからスペクトルの巾状が人きいときは分解能鉄をあまり小さくと

らなくてもバイアス誤差は小さくてすむが，かなりシャープなスペクトル分布のときは，β′′

をそれに応じて小さくしなければならない。一万（5．28）の右辺の第一項は分散による誤差であ

るからランダム誤差といってもさしつかえないものであるが，これはノミワ一・スペクトルの滑ら

かさの程度を表わしている。この誤差が大きいと，スペクト′レ分布が滑らかに変化せずばらつ

きが大きくなる。この誤差を小さくする為にはバンド巾　β′・を大きくしなければならない（デ

ータの長さ7▼’ほ一定として）から，結局適当な月。を選んで両方の誤差の和が最小になるよう

にするのが望ましい。4石，T　は一定として，この最小値を与えるノミント「11乱。は（5．28）より
2

仇二一（14聖）も71

ともとまるから，規格化標準誤差の最小値は

仁÷仁孟詳

（5．29）

（5．30）

となる。

実際にはスヘクトルの真の半値巾4石　がわからない場合が多いから，三…わl或は良。をもと

めることは難かい、。そこで許されるかぎり分解能をあげて，バンド巾を小さくしバイアス誤

差が無視できるような状態で解析を行うと，このときの誤差は

▲～▲＿＿1＿

こ‾√島丁
（5．31）

となる。一般には分解能をあげてスペクトルをもとめるのが普通だから，（5．31）が成り立つ。

しかしこうするとランダム誤差が目立ってくるはずであるから，スペクトルを平滑（smooth－
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ing）しなければならない0これについては第6章でのべるれ有限の長さのデータ解析では

是非この平滑法をとり入れる必要がある。

6・実際のデータ解析

第1章でのべたように，ここではアナログ

的な解析でなく，標本関数．r直）をある時間

間隔んで分割して，その時の値涙7～ん）を読

むことによって，もともとのパラノ・－1ター

（相関関数とかスペクトル密度）を推定する

ディジタルな方法について述べる。この方法

は応用範囲が広いが，注意すべき問題点を含

んでいる。その代表的なものがェーリアシン

グ（aliasing）である。まずそれについて述

ベよう。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第7図

第7図のように，連続的なデーターを時間んで分割したとする。従って，朗がこのランダ

ムなデータの中に含まれる波の最小の周期でなければならないしっ或は，このブーケの中の彼の

最大の振動数右は

五一一去　　　　　　　　　　　　　　　（6．1）

でなければならない。エーリアシングの問題はん以上の振動数が美際に存在するときに起こ

ってくる。つまりパワー・スペクトルをもとめたとき，計算ではん以上の振動数に対してほ

C電（Jt≧木上0となるが，実際に木以上にスペクトル分布があるときほ，その周波数のうち

（2人±ノ’），（4ム土ノ’）、（6古土′），．（封〃右±ハ

（但し，0≦ノ＜木，〝仁一1，2，3，……）
（6．2）

の振動数に対するパワー・スペクトルの値が，振動数′のところにかさなってくる。つまり

（六（J’）→G£（ノ〕工4

ここで　▲－1イ；鵡ムーノ十C鵡ム守）C沃4人一一ノ十Cす（4ノ∵′）

となる。何故なら，今離散的な．γ直）の値を

涙′勅∴COS輔′～ん一一一COS2村立

（／Hr），1，2，3，……）

とおくと，振動数（2〝佑土′）のときの値は

（6．3′）

（6．4）

X（nh）2二COS2X（2mjlT土f）蒜HCOS2豆蒜－：Lr（nh）l

であるから，（3・13）からもわかるようにG乞（′）とC直航±′）の区別がっかなくなる。従

って（6・3）のようになり，ん以上のスペクトルの一部がん以下の部分に折れかさなってく

る（folding）ことになる。したがって，fv以上の振動数が実際にないようにfvを選ばなけ

ればならない0　しかしデータによっては標本時間間隔んをあまり小さくできない（特に不連続

なデータでは，力の最小値はおのずから決まってしまう）場合もあり，この時はム以下にす

べての振動数を含めることが不可能になることもありうる。逆に，このようなディジタルな解
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折では，あらかじめ，予想される振動数がわかれば，それからいかに実験をすべきか（どのよ

うなんをとるか）が強制されることになる。また，経験的に，或は物理的にん以上の振動数

は存在しないだろう，又はあっても極めて小さいだろうと推定できる場合もかなり多い。いず

′恒こせよ木についての検討は，まず第一に行なわれなければならないことである。

6－1自己相関関数とパワー・スペクトル

第5章で述べた，スペクトルの分解能に関するスペクトル巾仇は，このようなサンプリン

グ法による解析では力の何倍かの値から決まるはずである。つまり

1
玖十一一一一

〝！ん
〃7－一1，2，3、……

（6．5）

従／r）て，ノミワ一・スペクトルの誤差もこの別の値に左右されることになる。標本のサイズを

∴’とすれば，データの良さ7’は

7’　∴’／J （6．6）

であるから，川を大きくとり，八丁に近ずけると（6．5）より　且，が小さ、くなり分解能があがり

ノミワ一・スペクトルのノミイアス誤差は小さくなるが，逆にランダム誤差は大きくなる。今，ラ

ンダム誤差の方が／ミイ7ス誤差よりずっと大きいとして（スペクトルがかなり巾をもっている

場合もあてはまる）、スペクトルの規格化標準誤差は（5．31）、（6．5）、（6．6）より

二塙淳二√蒜
（6．7）

となる。よって，ノミイアス誤差の心配がないときは／〝ほできるだけ小さい方が望ましいこと

になる。川～（1／10）Ⅳ程度が望ましいが，データによってはこの条件を満足できない場合がか

なりある。そのときは／〃をある程度増すことはやむをえないが，ランダム誤差が大きくな

り，時にはパワー・スペクトル密度の値が負になったりすることがある。このような不安定性

（instability）をおさえる為に，後述の平滑（smoothing）が必要なのである。

さて，以上のことを念頭において，川が一一一一応決ま一）たとすると自己相関関数の推定量は（竹

折粧二才㌧岩舟仙（（′仁r）机　（′・二∩，1、2、……，両　（6・8）

となる。この7－リェ変換（（3．13）より）よりノミワ一・スペクトルは0二三二ノ三木　として

在り羊2車（折衝直帰os（、宕巨編項者）］（6・9）
となる。しかし周波数も離散的であるから

ノ・．二鳥」を＿（烏二二°，1，2，……，椚）

とおけば（6．9）は

（6．1（））

㌫二二五（怒）二二2中畑・⊥2雛（rん恒S（霊）÷（鵬。た紡姉］（6・ln）′

となる。最後に平滑する方法として最もよく使われるのがハニング（Hanning）法と呼ばれて



いる方法で，次のようにして叫豊十㍍をもとめる。

G宜，。‾（）・5（立。一十0．5G宜，l

Cい一口・25Cい→∵0・5Cf十一∩・25GルⅠ，（点一一1，2，……〝卜1）

Cい′～ニ（）・5Gい′卜工0．5（立〝′

なお∩三ノ三木での二乗平均値の和は

紬卜臣（沃′）か霊鳥一言結言
〃仁一1へ′

ylCi，
ん▼‾1 た・一一一÷aj，肌］

であるから，これを用いて（、6・12）を規格化すると便利である。

6－2　相互相関関数と相互スペクトル

相互相関関数の推定量も（6．8）と同様に

緑rr　宣宣．－一宮抽恥痛′7÷柵，（汗＝1，2）

（6．11）

（6．12）

し6．13）

7：i

としてもとまる。

よって，相互スペクトル（（3・14）参照）の実数部分と虚数部分の推定量は（3．16）から次

行′’）2中01増Arcos（針孔′enS（－－一票）］

毎什－2小難siI－（許可菅）］

AJ・言寂′射二十［紡町∴緑′。］

巌姑ヵト÷［緑・ん上組硯

である。しかし・ハワースベクトルの場合と同様に，振動数は離散的であるから（6．10）より

ヱた」五七二二項禦ト2中0▼j常信os（霊巨－－1沈］
（6．16）

平底ノ，た一二両禁十増最n（一票
とすべきである。

最後にハニソグ法により平滑を行い

左　－0．5上。÷0．5エl

ん・二0・25ん一言0・5∫ノU＋0・25ナノたil　　　目上二1言……、川一一1）

ん”一一0．5上．m＿1＋0．57．川

及び

Jl才。二0．5八九一十0．5八才1

月′左一二0・25几九一1十0・5凡才言イ）・25几九」1　（点二L2，……，〝り

（、6．17）

（6．18）
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▲lJ川　一（）．5▲1左＿＿11（）．5▲り〝′

これらと廿17）、（こう・18）、（こう・19）の関係式から相互スペクトル密度及び位相角の推定量がも

吋禦）叫誓、’ト晰佑′′／〝′）

－（左㌧」存）セ

〃り惚－）1tan斗芸∴）

（点　0，1，2、……、7両 （6．19）

6岬3　定常性の検定

これまでの話はすべてェルゴード作の成り立つ定常不規則過程を考えてきた。すなわち（2．

6）であたえられたように，期待値（又は時間での平均値）が時刻～に依存しないこと，さら

に相関関数が時間差だけの関数であることの二点が成立しなければならない。実際のデータが

これらの条件を満足しているかどうかの検定は解析の際にまず行なわれなければならないが，

定常性を破るもっともよくある原因は測定値の長期的頓向（trend），すなわち時間とともにゆ

っくりと一方向へ変化していく傾向や，長周期の正弦波などが含まれている場合などである。

その他振幅が変化してるもの，振動数が変わるものなどがある。

もし，沢山の標本関数（長い時系列から任意に標本関数が抽出できるもの，叉は何度も同じ

実験が行なえるものなど）がもとまるときほ，これらの検定は比較的楽であろう。すなわち，

各標本関数の平均値と二乗平均値をもとめ，それらが標本によらないかどうかをみればよい

（その検定法としてはランテスト，トレンドテストなどが便利である）からである。何故な

ら，相関関数の丁（）での値は二軒I′均値であるから（（3．3）参照）この値が定常でなければ

相関関数は定常でないはずだからである。

しかし，我々が今考えているのほ，このような恵まれた条件の卜ではない，一本の有限なデ

ータの定常性である。このようなデー∵タの定常性をきちんと検定するのほ実際不可能に近い。

したがって，しばしば長年のカンで見極める場合が多いのも事実である。ただ，平均値がゼロ

でない場合（これが非定常性だというわけではない）や，トレンドを予想して，前もって自動

的に差引いて相関関数をもとめる便利な方法はある。無論この方法は，・平均値とトレンドを差

引いたものが定常だという仮定のもとでの話である。また，トレンドや長周期の波が非定常性

の原因であるなら，パワー・スペクトルをもとめたとき振動数がゼロの近傍でパワーがゼロに

ならないで，ある分布を示すであろう。つまり，ノミワ一・スペクトルをまずもとめてみれば，

このようなトレンド等の存在が推定できる訳で，パワー・スペクトルが定常性の検凪こも使え

る場合がある。

ここでは，以上簡単に述べるにとどめ，具体的検討等については他に譲ることにする。
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7・解析例　一疲労の自覚症状と垂直跳一

稲村等1），2）は，自己相関係数（系列相関係数）のコレログラムにおける波動の頂点の間隔を

利用し，男女各1名の「人間のリズム」を射、だしている0しかしそこでは，離散データの解

析に対する検討がなされていなかったため，不備な点が幾つか生じている○例えば自己相関係

数を求めるとき，7〃を大きくとりすぎているので・コレログラムの波動に「不安定性」が生じ

ていることである0そこで，その中から男子被験者における疲労自覚症状の出現頻度，および

垂直跳の平均と分散を引用し，本論文の方法で解析してみよう。

第8図は引用したデータである。このデータには・トレンドが含まれているので注意を要す

る0第9図はこのデータからトレンドを除いたものであ。，ここではそれを定常不規則過程の
標本関数とみなし，その解析を試みた。

本論文の方法では，このデータについての分解能を0・07いrニー143日，カーー1日，ムー0．5e／′′

day，7≒15）程度しかとれない。しかしそれではこの被験者の「人間のリズム」がもつ20～

30日の周期，すなわち0・05C／dayの振動を分解できない○そこで分解能を0．02C／day（この

場合∽＝50）程度まであげる必要があ。，ランダム誤差に注意を払いながら，刑一一一10から15、

2口，25，50の場合を求めた。

10　　20　　　1　10

／／　　　　　　／

6　　　　　　　　7

20　　　1　10

／

8

20　　1　10　　20

／

9

第8図

1　10　　20　days

10　　　　　　　　months
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20 1　10　　　20
／

7

1　　10

／
8

20 1　　10

／
9

20

第9図　乙＝い’i「H、）ノ／げ，二二で．′日は平均値，げは標準偏差

文献1）と2）は，引用したデータ一についでir

3種目とも2∩～3∩日の周期をもっている，（ii）疲

労自覚症状におけるそのリズムは，複数の周期

成分の合成波と予測できる，（i臼）垂直桃の分散に

は6～8日の周期も含まれている，叫20～30日

周期のリズムは，互いに相関があり位相差をも

っている，などを明らかにしている。ここでは

以下考察の庚の為に，疲労の自覚症状を　SE，

垂直跳の平均をMV，その分散をVVと呼ぶ

ことにしよう。

第10図は，第9図のデータから求めた7ル二2（1

の場合の自己相関関数である。また第11図は同

じ場合のパワー・スペクトルである。ハワ一・

スペクトルは77仁一二5∩　の場合まで求めたが，そ

れでも周期の判定には支障がなかった。第11国

の木，すなわち周期にして2日のヒークは，

10 20　days
／

months

0　　　　　5 10　　　15

timelag（days）

第10図

「ユーリアシソグ」によるものではないかとも

考えられる。そこで，このデータの測定条件では最も強いパワーを持つと思われる1日の周期

について計算をしてみた。しかし結果は該当しなかった。実際にこのデータでは，それは1日

1回同時刻のサンプリソグ条件でカットされているはずである。
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さて，第11図では周期20日のところに3種目とも，パワ叫・スペクトルのピークがある。し

たがって，これまでの結果（i聴再確認されたわけである○その周期の範囲は16・0～26・7日で，

振動の強さの順は，MV，SE，VVである。またVVは8日（7．3～8．9日）のピークである

が，これは結果柚こ相当するものである。さらにこの図には，SEとMVに6日前後（5．3

～7・3日），SEとVVには2．7日前後（2．6～3．0日）のピークがみられる。この2つはこれ

まで解析し得なかったものであるが，今後検討を要する。

第12図は，プ〝ニー50の場合のパワー・スペクトルである。この図から，先の20日のピークが，

25日（22∴う～28・6日）と14．3日（13．3～15．4日）の二つの周期成分から成立っていることを知

ることができる。稲村等の結果（ii匿加えて，ここではMV，VVについても知ることができた。

またさらに，SEにおける2つの成分は同じ程度のパワーをもち，MVとVVにおいては25

日の成分の方が強いことを知ることができる。

∞　　20　　　　8　　　　　5　　　4　　　　　3

period（days）

山1l・；

0．04

0

（
G

ノ
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8　　　5　　4　　　3

period（days）

第13図．け一一SE　　・り一一VV

制′咽．1、よ鱒＼TV　　　右－－MV

－1．0
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第15図　J乞－SE Jl’ノ mtV
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ここで・3種目に共通する20日のピークの相互関係を，相互スペクトルで解析してみよう。

注意しなければならないことは・MVのデータの符号を逆転しなければならないことである。

なぜなら・垂直跳の記録が良い時と疲労症状が多い時の関連性を求めても，体力科学ではあま
り意味を持たないと思われるからである。

第13図はSEを∴宜，VVをxj・第14図はVVをxi，MVをrj，第15図はSEをxi，

MVをJJとして求めた相互相関関数と相互スペクトルである○ここでは第13図と第14図に20

日のピークがみられる。したがってSEとVV，VVとMVでは相互関係があるとみられる。

また第15図では20日のところにピークがなくなり，相関が弱くなっている。位相差は，時間で

計算したところ・VVはSEに4・5日遅れ・MVはVVに1・7日遅れている○そこで念のため，

SEとMVの間を計算すると，MVがSEに7・2日遅れ，0・8日の誤差はあるが，一応つじつま

は合っている0したがって，ここでは稲村等の結果伸こ加えて，3種目の周期がSE，VV，MV
の順で時間的にならんでいることを知ることができた。

さて，詳細な生理学的，体力科学的検討は他に譲るとしても・3種目における20日の周期の

順番が・SE→VV→MVとなっていることは大変興味あることである○何らかの原因で疲労の

自覚症状が現れると，それから4日糧して垂直跳の記録が不安定になりちらはる。そして2日

程してその記録力滴ちてしまう。これだけのデータで，本当にリズムが伝搬しているとは結論

できない0だが・もし伝搬しているとすれば・SEとMVの相関が弱くなることは，伝搬し

ていくうちにそのリズムが変形してしまうことを示しているのではなかろうか。

一方，比較的短時間の作業による疲労では・まず疲労感が起り，次に作業が不正確になり，

最後に本当に疲れて作業成績が落ちるといった現象がしばしばみられるoSE→VV→MVの関

係はこの経過とよく似ている。このデータの場合の疲労症状は，長期間通常の生活をしていた
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間の中枢性疲労症状であるから，一般の作業による疲労とは異る。したがって，この結果から

両者の関係を論ずることは早計であるが，もし性質の興る疲労の長期変動と短期変動とが，同

じ経過をもつとしたら，それは生理学・体力科学にとって大変興味のある問題である。
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