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1.洞察と新たな意味形成

小学 2年で学ぶかけ算九九は,整数や有理数での四則計算を学ぶ上で大切な礎となっている。

例えば, 5+5+5=5× 3の ように,同数累加を簡潔に表現したものとして加法から乗法が

導入される場合がある。同数累加を簡潔に表現したものが乗法である, というとらえは,小学

3年での同数累減を簡潔にしたものが除法であるという類推を生む。また,ア レイ図をもとに

学習場面での乗法の使われ方を知ることによって,乗法の意味が明確になる。さらに,ア レイ

図のもつ抽象性や一般性に支えられて,乗法に関わる計算法則を導 くことができる。

小学 2年の算数学習でつくり出されるかけ算九九表,それ自体も学習の対象となる。小学3

年の早い段階で行われる,かけ算九九表を見直し,そ の中から規則性を発見し適用するという

学習は,後々の数と計算領域の学習に大きな意味を持っている。

現行の小学 2年の算数教科書では, 2の段あるいは5の段をスタートとして,かけ算九九の

学習が進められている。加法との関連を意識した学習場面の設定,ア レイ図による抽象化など

を経て,学習の上での「方法の対象化」が段階的になされている。小学 2年の算数教科書では,

5の段まで,9の段までが区分けされ,異なる章として展開されている。子どもたちのもつ

「6の段」以上のかけ算,特に被乗数も乗数も6以上の数の場合のかけ算に対する難しさを緩

和することが意図されている。

この「6の段」以上のかけ算,特に被乗数も乗数も6以上の数の場合のかけ算について,指
を用いて計算する方法がある。図 1は ,親指から順次折り込んでいき,左手で7,右手で8を

つ くつた状態である。

この状態で,7× 8の答えが示されている。伸ばした指の数

の和が 5であり,7× 8の十の位 と一致している。一方,曲 げ

た指の数の積は3× 2=6であり,7× 8の一の位 と一致 して

いる。この事実を,5や 10を もとに数式で表現すると,次のよ

うになる。

十の位 :伸ばした指の数の和

{(7-5)+(8-5)}× 10 000 ①
一の位 :曲げた指の数の積

(10-7)× (10-8)   ・・・ ② 図 1:指で 7× 8を行 う
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被乗数も乗数も6以上の数をそれぞれa,bと すると,

2つの数式の和 “①+②"は次のことを表していることに

他ならない。

{(a-5)+(b-5)}× 10+(10-a)(10-b)=ab
十の位については5を基準,一の位については10を基準

として計算したのが “①+②"である。“①十②"であつて

も,指を用いて被乗数も乗数も6以上のかけ算を,指を用い

て行う方法の妥当性が示される。しかし,“①+②"の計算

過程をふりかえり,その計算過程に「洞察と新たな意味形

(10-7)× (10-8)

図2:1辺10の面積図で7× 8を行う

100と の差

97 00・  3
×92 ・・・  8
8924
↑    ↑

100-(3+8)3× 8

97-8 or92-3 (100-97)× (100-92)

97+92-100

成」を行うことにより,指を用いて行うかけ算九九の計算が一層,有意味なものとなる。

図 2の ように, 1辺10の面積図をもとにすると, 7× 8の計算は次のように意味づけられる。

7× 8=10× 10-3× 10-2× 10+3× 2

=10× 10- (10-7)× 10- (10-8)× 10+ (10-7)× (10-8)

10× 10の面積から, 7× 8に 向かい,その外側を次々に減じていくと引きすぎてしまう箇所

がある・̈ その部分が前頁の②という意味である。この見方を一般化させると,前頁において,

十の位と一の位が別々に計算されていたものが次のように統合される。

a× b=10× 10-(10-a)× 10+(10-b)× 10+(10-a)× (10-b)

= [10- (10-a)― (10-a)}× 10+ (10,a)(10-b)

=〔 (a-5)+(b-5)]× 10+(10-a)(10-b)

さらに,次の式のように変形すると, 7+8=15の ように,「被乗数と乗数の和の一の位」

が7× 8の十の位を生成することがみえる。

a× b={(a tt b)-10}× 10+ (10-a)(10-b)

被乗数も乗数も6以上の数の場合のかけ算について,指 を使ったかけ算九九の計算方法を

知っていれば, 7× 8や 9× 6な どの計算の結果を導くことができる。5以下のかけ算九九や

被乗数と乗数の和などから,計算の結果を導くことができる。この事実は, 6の段以上のかけ

算九九に対して,子どもたちがもつ困難性を緩衝する役目をもつ。一方,指を使つた計算方法

のからくりは,中学3年での多項式どうしの積や展開公式に至る奥深さもある。

5以下のかけ算九九や被乗数と乗数の和 (1回繰り上がりの1位数どうしの加法)という,今まで

学んだことをもとにして,指を使つたかけ算九九の計算方法の意味 にれから学ぶこと)に追る「洞

察」ができる。また,指を使ったかけ算九九の計算方法のからくりに追る中では,10× 10の面積図

をもとにして7× 8の計算を考え,式変形していく中で, 5と 10を それぞれ基準としてからくりを考

えていた方法を価値づけていくことができる。新た

に生み出したことや学ぼうとしていることがらの中に,

今まで学んだことを価値づけ,今までに対して 「新

たな意味形成」を図ることができる。

また,10× 10の面積図をもとにして 7× 3の計

算過程の意味を解釈すること (ふ りかえる)は ,

100に 近い 2数の積を素早 く求める方法の洞察に

も活きる。例えば,97× 92の場合,答えの上 2桁

の数は右のように3通 りの方法で求めることがで
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きる。実際,100に近い 2数と,100と の差をそれぞれ s, tと お くと,次のように式変形を行

うことができる。

(100-s)(100-t)=1002_100s-100t+st
=100{100-(s+t)}+st

:   =100{(100-s)一 t}+st or {(100-t)一 s}+st
=100{(100-s)+ (100-t)-100}+st

10× 10の面積図をもとにして7× 8の計算過程の意味を解釈する上では,10と 2数との差が
重要な役目を果たしている。100に近い2数の積においても,100と 2数との差が重要な役目を
果たすだろうと洞察することが,上記の簡便な計算方法を生む。また,10で くくった部分につ
いて,式の形に着目してさらにカッコでくくることも,100で くくった場合にはという洞察を
生む。一方,上記の式変形のように,同値な式を列記しふりかえることにより,それぞれの計

算方法の特性を改めて知ったり,そ の関連を意識できる (新たな意味形成)。

この「洞察と新たな意味形成」の双方を行う上で,大変重要な役割を果たすのが,内省を促

す活動である。深 く,冷静に自分自身の学習過程や思考過程をふりかえることにより,代数学

習を進める上で「洞察と新たな意味形成」が行われる。

Kieran(2006)は,過去30年間のPMEに て発表された代数関係の研究を反省的にふりかえ

りながら, これからの代数研究の 1つ の柱として「意味形成」に焦点をあてている。その意味
形成について,Radford(2004)の掲げた枠組みをふまえながら次の3点があると指摘する。
「1.数学の中からの意味

1(a)文字記号で表された形式を含む,代数的な構造そのものからの意味

1(b)様 々な表現からの意味

2.問題場面の文脈からの意味

3.数学/問題の文脈の外にあるものから生まれる意味

(例。言語を用いた活動,ジェスチャーや体での表現,メ タファー,生活経験,

イメージの形成など)」 (Kieran,2006,p.32)

Kieranは ,3つ の意味形成の枠組みの中に最近の研究動向を分類させながらも,意味形成
のために内省の活動が重要な役目を果たすことを述べている。

本稿では,CASを 活用した代数学習における内省を促す活動を明らかにするため,次の2
つの考察を行うことを研究の目的とする。

1つ 目は,CASの活用により内省を促す活動が活性化されると考えられる,洞察 と新たな
意味形成を促す例を挙げることである。

2つ 目は,「紙と鉛筆」と「CASの活用」の併用による代数学習の質的深化について,プロ

ジェクト研究を行っているKieran,DriiverSら の研究から知見を得ることである。なお,

Kieran,DrlverSら の共同研究は継続中であるため,さ らなる考察については 「CASを活用
した代数学習における内省を促す活動 (Ⅱ )」 として論じる。

2.CASの活用による.洞察と新たな意味形成を促す代数的活動
CASの活用により内省を促す活動が活性化されると考えられる,洞察と新たな意味形成を促す

代数的活動の例を4つ挙げる。なお,代数的活動とは,代数的な考えを学習者が身につけ,そ の

代数的な考えを問題解決に活かしていく活動を指す。Kieran(2003,2004)は ,代数的活動とし
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て「生成の活動,変形の活動,グローバルな内省の活動」の 3つ のタイプがあると述べる。

Kieranの 掲げるグローバルな内省の活動 (global‐ meta level act市 ity)が具体的に何を表し,

その活動が「洞察と新たな意味形成」にどのように活きるかに実証的に追ることが今後必要となる。

1つ 目の例は, 1次方程式2x+5=6x-5を CASを用いて解 くことであり,CASで解

いた過程をふりかえる学習活動である。図 3の操作では,等式の両辺から同じ数をひく,等式

の両辺から同じ単項式をひくなど,カ ッコ

を用いて,等式の性質を強 く意識できる。

とりわけ,等式の両辺に同じ操作を施す

という変形の活動の意味を,同値性を意識

してとらえ直すことができる。また,紙 と

鉛筆での 1次方程式を解 く場合での表記の

違い

2x+5-5=6x-5-5
(2x+5〓 6x-5)-5

からも,改めて等式の性質を使つて方程式

を解 くことが強 く意識できる。

実際の学習指導では,「紙と鉛筆」による方法で 1次方程式を解 くことの意味や方法に追り,

その後,CASを用いて 1次方程式を解 く活動を行い,そ の過程をふりかえることが考えられ

る。CASを用いて 1次方程式を解 く場合には, 2x+5=6x-51x=5/2の ように, 1次

方程式を満たす値の集合を意識させることもできる。

2つ 目の例は,連立方程式をCASを用いて解

くことであり,CASで解いた過程をふりかえる

学習活動である。図 3の ように,CASを 用いて

1次方程式を解き,そ の過程をふりかえることか

ら,等式の両辺に同じ操作を施すことの意味形成

が図られる。さらに,等式の両辺から同じ数をひ

くことから,同じ文字式をひいても同値性が保た

れるという経験が積み重ねられる。

これは,連立方程式の学習の際に,学習者にとっ

て理解 しにくい,等式の左辺および右辺から

同じ値をとる式をそれぞれひいても同値性は 1
保たれるという経験の素地を積み重ねること

にあたる。

連立方程式
{211:二死:72

を加減法を用いて解 くことは,図 4の ように

CASで行われる。加減法を用いて,連立 2

元 1次方程式を解いたものである。

野卍lnlttPaLξL コ11呂1雪

「
卜P鵠ェロ降lett up

■23x● 5=自・x‐ 騒       塁:X+5=魯 'E-5
■

(2・ I+,=6・露-51-5        2'x=6・ H-1日

■〔2・ X=6・ H-1口〕-6・ H            ‐1・ x=‐ 10

. 
…4:買 =-11

A=B →  A― C=B一 C

A=B

― ) C=D

A― C=B― D

[等式の性質の拡が りを実感する]

■〔X+喜・・」=172)… [x+lJ=1ロロ)

.■
・Ч=F2

3{ = 5/l
l-rue

H+3.J● 172

2・ り=72

り==6

rsrlu*[!-x*4''l=2?2I'f =38,xJ x-64

図3:CASを 用いて 1次方程式を解く

2'x +{'g = t7? I'A = 10E - xr K

図4:CASを用いて連立方程式を解 く



CASを 活用した代数学習における内省を促す活動(I)

始めの 2行は,次のように入力しても同じ結果を得る。

(2x+4y=272)-2*(x+y=100)
また,始めの 1行は,次のように入力すると,異なる式が結果 として生じる。

(2x+4y=272)― (100=x+y)
→  2x+4y-100=― x― y+272

等式の両辺から同値な文字式をひくとき, どのような順序でひけばよいか, という思考が要

求される。左辺どうし,右辺どうしをペアにするという意識が高められる。

CASを用いて 1次方程式 2x+5=6x-5を 解 く場合,(2x=6x-10)-6xと いう

操作 (CASでの表記)がある。この表記は,等式を□とみれば□-6xと いう式の形を表 し

ている。□-6xの 表記は,(8x+5)-6xな どのフレーズ型の式変形を想起させる。

見方を変えれば,フ レーズ型の文字式□-6xか ら,□の部分を等式に拡張したものが 1次

方程式を解 く場合, ととれる。一方,等式の性質を強 く意識 しながら,CASを 用いて 1次方

程式を解 くことを繰 り返 し,そ の過程をふ りかえることを通 して,連立方程式の加減法を支え

る性質 (A=B,C=D→ A tt C=B tt D)を 洞察させる。□-6xと ぃぅ式の形を,日一〇

ととらえ,○ 自体を等式に拡張していくことができる。□一〇と式全体をみて何から何をひく
のか,どのような表面構造をもつ式なのかを意識することにより,既習の内容とのつながりや

違いを考えることができる。加減法によって連立方程式を解 く過程をふり返ることの中に,改
めて 1次方程式を「等式の両辺に同じ操作を施す」ことによって解 く意味を,比較対照させな
がら生成できる。

3つ 目の例は,CASを 用いて,文字式

の展開公式の意味を量感を伴ったものとし

て生成したり,文字式の中のパラメータの

意味理解を深める学習を行うことである。

(DrJverS,2003)

図 5は,(x+b・ y)2を 展開 した式を

次々に表示したものである。bの値を規則

的に変化させることにより,展開した式の

xyの係数が bの 2倍,y2の係数が bの
2乗であることが,量感を伴つた形で実感

できる。

DrlverS(2003)は ,中等教育段階での

パラメータの意味を深める学習として,第
1段階 (プ レースホルダー)と 第 2段階

(一般化,変量,未知)から成る学習の相

を提示する。図6は,パ ラメータの理解の

様相を表す理解の様相の‐例である。

DriiverSは CASを 活用 した代数学習に関

する3つの教授実験を行い。それぞれの教

授実験でみられた学習者の理解の様相を図

艶   [蔦 FttL:jttli4二轟1卜「詈LI百千::中:II:.二

. **p"nd[{H + r.,JJ3J

. **p"n,g[{u + *.uJlJ

. *xp",rd[{x + E.*]3J

. **p.ns[[x + tfi.r]tJ

図5:展開公式のパラメータの感覚を高める

[第 2段階 ]

図6:Drttversに よるパラメータの理解の様相

(図 5の展開公式に関わる教授実験の場合)

s3+4.!r.H+n*'u?

*3 * E.H.u + ta.o3
xt + tl.H .'J + 3t.'aI

x2+!B.ri.'J+tEF.u?

――舟聖イヒ(gelneralizer)

変 量

(changing quantitv)

*fr
(unknown)

[第 1段階 ]

/ v*zfrpr-
(placeholder)
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示している。図5の例を扱つた教授実験での理解の様相が,図 6である。この他の教授実験で

は,図の矢印やその向きにやや違いが出てくる。

なお,DriiverSに よる教授実験では,パ ラメータの4つの役割 「プレースホルダー,一般化,

変量,未知」に対し,その代数的な意味,グラフでイメージを高めること,学習者の活動と内

面的な側面の想定,学習者のパラメータ理解の様相の深化におけるCASの役割の特定などが

徐々に行われている。

4つ 目の例は,Lagrange(2003)に よる,

CASを用いて式を因数分解する例である。

文字式をCASで 因数分解する例は,次の

図7の通りである。(Lagrange,2003)

1-(1-x)(3+2x)一 x¨・ ア

1-x― (1-x)(3+2x)… ・ イ

アとイの2つの文字式は,項の順序を入れ

替えただけの,同値な文字式である。しかし,

CASで の表示は 1-xを共通因数 とみるか

どうかで, 2通 りの式が表示される。

繁
=理

卜:ilr.bllli異
!'tf

i!'l-r'r.i"
1]rrrsnl f,

f g'{
ll i:i.i*: i.ii,

■1-11-ヱ )・ 13+2・ H〕 ―買
■1-x―〔1-=}・ [3十 二・

=l

■
L■
―
(b― X)・ 1量

十χl― 露
■

L■
口,日 lb口

=〕
=12・ X)

2・ x2-里

買霊+11-呻・コ…b

〔買・ 1)1lH‐ L■)

i・ x・ ‐囁r t -t? - 3.uJ,{+ + s.xJ - r'x

アの式では,2x2-2の ように,可約な形で表示される。

一方,イ の式では, 2(x-1)(X+1)の ように既約な形で表示される。

CASに よる,こ の2通 りの式表示の比較から「アとイの式は同じなのだろうか」,「 アとイ

は項の配列が異なるだけで,同 じ (同値)式なのに,なぜ表示が異なるのだろうか」,「共通因

数とは何だろうか」といつた問いが発生する。この問いが,共通因数や因数分解に関わる内省

を促すと共に,因数分解の意味に改めて迫る役割を果たす。

CASに よる式表示を観察すると,式 1-x― (1-x)(3+2x)での, 3+2xの文字係

数や定数の関係により,和 と差の積に因数分解される式が生まれることがわかる。

実際,式イを 1-x― (1-x)(2+x)と 変えてCASに入力すると,(x+1)(x-1)
を得る。定数と文字係数の差が 1の場合,和 と差の積に因数分解された式が表示される。図 7

では,パ ラメータbを用いると,式アのタイプからx2+(1-b)x+b2,式 イのタイプか

らは (x+1)(x― b)の式が得られることを記している。この式をもとに, 2x2_2と式

変形できる場合は3+2xが 含まれるとき, 3x2_3と 式変形できる場合は4+3xが 含ま

れるとき,4x2_4と 式変形できる場合は5+4xが 含まれるときといつた,文字係数と定

数との間の関係を洞察できる。図 7の例は,CASでの式表示が,式の表面構造に沿つた形で

簡略化されるという特性を逆手にとった扱いである。

図7:CASでの表示の違いから,共通因数の意味を

改めて知る
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5つ 目の例は,Lagrange(2005)に よる

Q[万 ]の要素a tt b万の形の2数の商を

簡単に表す例 (有理化を施す例)である。

a+b万 の形の 2数の商は,CASを 用い

ると図8の ように表示される。

図8の 2数の商分数は,いずれも次の関係

を満たすものである。

√ ― a           t

(a+1)涯「一 (a+2)
√ にかかる部分と整数部分とが,特殊な

・lJttL≒晏軍
・ :J尋讐llF

…1編 +11

‐〔編+11

図8:a tt b√ の形の2数の商を求める

関係にありいずれの商分数も-1-√ の形に簡約化できる。
このことは「紙と鉛筆」による分母の有理化を経て,きれいに分母分子が約分できることが

実感できる。CASに よる式表示,そ の規則性に驚きや感動を覚えながら,紙 と鉛筆によって
きれいに簡約化されていくことが実感できる。゛らに,図 8の関係を満たす商分数がいずれも
-1-万 になることを観察しながら, a+b√ (Q[√ ]の元)の形の 2数の商が,再び
a tt b√の形になることが洞察できる。すなわち,Q[√ ]が閉じていることを,い くつか
の例を通して感じることができる。

さらに,Q[√ ]の場合をふまえ,CASを 用いてQ[√ ]や Q[√ ]の場合を試すこと
ができる。√ にかかる部分と整数部分との関係を変えた場合との比較を通し,Q[万 ]に
関する新たな意味づけを図ることができる。

3.『紙と鉛筆Jと 「CASの活用」の併用による代数学習の質的深化
―Kieran,Dttjversら によるプロジェクト研究に着目して一
DrlverS&Kieran(2006)ら は, Chevallardの 教授学の考え, Lagrangeに よるCASを活

用 した学習理論に基づきながら,「課題 (Task)一理論 (Theory)一 技術 (Techniquc)」
による口町理論を掲げている。

例えば,前頁の4つ 目の例では,

同値な2つの式でありながら1と

一xの項の位置の違いにより,一
見すると異なる式が表示されてい

た。同値 な 2つ の式 に対す る

CASで の表示の違いが,改めて

2つの式が同値であるとは何かの

意味にたちか え らせてい る。

CASの 使 い手である学習者 に

とつて,人工物であったCASお よびCASで の表示が,そ の学習者にとって内省を促すきっか
けとなっている。

DriiverS(2003)は ,ユーザこにとって人工物が,そ のユーザーにとっての道具に変容する
過程を「道具の発生」 (Instrllmental Genesis)と とらえ,そ の過程を重視 している。なお,

「道具の発生」 という用語における道具は,vttOtSkyの 理論をふまえた使い方になっている。

ih  務機轟 懸薇雖財Iな
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また,技術 (Technique)に ついて,「対象の理解を深め,学習者がこれまでに培つてきた

概念をふりかえる認識的な役割をもつもの」というChevallardの 教授学の考えを踏襲し,間

題解決などを行う上で必要な技術という意味よりも,広い意味を与えている。

手続きと概念,手続き的知識と宣言的知識との関係を,学習課題 (Task)と の関係のもとに,

より包括的にとらえたものが技術 (Technique)と 理論 (■■eory)と の関係である。

な お,'1・ 1・ 1｀ 理 論 にお け る理 論

(Theory)は DrttverS(2003)が 述べて

いた心的図式(mental shema)に 該当す

るものである。

DrlverS&Kieran(2006)ら は,

「CASの 活用」を通 して築かれる技術

と「紙と鉛筆」の中で築かれる技術との

相互作用に着目する。「CASの活用」と

「紙と鉛筆」との相互作用を意図的に,

積極的に行うことにより,学習者の中で

技術が築かれていくと考える。さらに,「CASの活用」と「紙と鉛筆」との相互作用を繰り返

すことにより,学習者の中で技術と理論の共創発が行われるとみる。学習課題との出逢いを通

して,代数的活動が生起され,代数的活動の中で学習者の中に技術と理論の共創発が行わ4て

いく。この技術 と理論の共創発の様相について,DrlverS&Kieran(2006)ら は中等教育段

階の学習者を対象に,解明しようとしている。ここでは,そ のプロジエクト研究の一端を先行

研究としてレビューしていくことにする。

DriiverS&Kieran(2006)は ,紙 と鉛筆による方法 とCASに よる方法を併用 しなが ら

xn-1の形の文字式を因数分解し,一般の場合を洞察する高校1年生の特徴的な学習活動を

考察している。xn_1の式を因数分解すると,図 9の ように,円分多項式が因数として導か

れる。

授業ではまず,x2_1か らx4_1

までの因数分解を「紙 と鉛筆」で行 う

ことが促 される。「紙 と鉛筆」での因

数分解の後に,CASを 活用 した因数

分解を行い,紙 と鉛筆による方法 と

CASを 活用 した方法 とを比較するこ

とが行われる。

T=型 電ぶれ,ll「ξttl卜」二11キ「雪Llo
g=:甲

:■ 18:1:=:■

r faof,nr["t - rJ

r fErt,sr["E - rJ

r fE6l,BP[*a - rJ

r fs*t,trrf"5 - r)

["-lJ'{n+lJ
[rc-tJ'[uE+x+1]

{H- tJ'[*o**3**3*H+ 1]

T[「::う;:量[[lili3こ
よる方法」「CASを用いた方法」「必要があれば,2つ の結果を一致させてみよう」という3

つの列で構成された表が与えられている。

「必要があれば, 2つ の結果を一致させてみよう」の欄を学習者が埋める記述活動が,紙 と

鉛筆,CAS双方による因数分解の結果を比較し,関連づける役割を果たしている。

実際, x4_1の因数分解では,次の3通りの学習者の動きがみられたという。

工物        心的図式

儘品 COVme耐 d“hemo

課題の典型 (type of tasks)

ィ x2+y2 =391y=25-ろ

(Drijvers,2003)
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ア.CASに より表示された式の一部

を部分的に展開し紙と鉛筆によって

(x-1)(x3+x2+x+1)の 式

の形になることを確認する。 (図 10)

イ.CASに より表示された式をみて,

紙 と鉛筆によるx3+x2+x+1の
式の項を分類しさらに因数分解して

CASに よる方法 と一致することを

確認する。 (図H)

ウ.2つの式の違いから,x4_1を そ

れまでの式表現とは異なる

(x2_1)(x2+1)と 紙と鉛筆に

よる方法で因数分解し,CASで表示

された式に接近させていく。

上記アに該当する学習者が全体の半分

ほど,イ に該当する学習者が全体の半分より少なく,ウ は数名であったという。x2_1,
x3_1が因数分解された式の形をふまえ,紙 と鉛筆による方法では,類推によりx4_1=
(x-1)(x3+x2+x+1)と みる学習者がかなり多かったといえる。
アプローチの仕方は異なるが,ア～ウそれぞれ,紙 と鉛筆による方法とCASの活用による

方法とを積極的に関連づけようとする姿勢がみられる。紙と鉛筆による方法で類推してきた結
果とCASに よる式表示との違いが,「本当」「おや ?」 「なぜ ?」 の問いをきっかけにした内省
の活動を促 している。紙 と鉛筆による方法 とCASの活用 した場合 との比較を行うことが,

Kieran(2003,2004)の 指摘するグローバルな内省の活動を生んでいる。
続いて,xn-1の指数 nを大きくした場合,因数分解された式がどのような形になるかの

探究が行われる。この探究は,CASの活用 と紙 と鉛筆による方法の双方を関連づけながら,

行われていく。指数 nが大きな数になっ

ていく場合には,あ る数までいったん

CASで操作を行い,CASでの式表示を

もとにさらなる一般化を紙と鉛筆で予想

することが行われる。

例え|ゴ,CASに よって,

x7_1(n=7)ま で因数分解された

式をみて,「 nが偶数のときには2つ以

上の因数に,nが奇数のときには2つの

因数に分解できる」という予想を立てた

生徒がかなりいたという。

実際に,nが 7以上の場合のxnT l
について,cASを 用いて因数分解を行

うと図12の ようになる。

図12の上側はnが 7～ 9,下側はnが 図12:x7_1か らx9-1までの因数分解

xЮ一 lな ど, 2の累乗の場合の因数分解

17

鞭彗
―

瞥鰤蠣圏脇議鑢麟 面 螂 麟 颯 輛

F～ :寧 攀・・lF)、 1〕

Ig.iXf tt t l

ピⅢⅢ
響●F針

'・
指ヽ〕

41'r ]{q*r ** r}

J‐ 1=ない4蒸
`ゃ
議静ヽう 等‐liご氏警

`l`着
鶴。ゝ

図H:紙と鉛筆で求めた式の一部を因数分解する
(図 10,図 llと も,DrlverS&Kieran(2006)よ り引用)
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中 國ヽ口uR3:
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経尋ド,… う 嚇
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図10:CASで 表示された式の一部を展開する
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2の累乗の場合である。

「nが偶数のときには2つ以上の因数に,nが奇数のときには2つの因数に分解できる」と

いう予想は,nが 9の ときから変わることになる。CASで の式表示に基づ く予想に対して,

「本当にそのようにいえるのか」という教師からのふりかえりを促す問いかけが発せられ,さ

らにCASでの式表示を踏まえた学習者どうしの話し合いが促された。その結果,授業の流れ

では, X9-1の場合, 3つの因数で分解されることが確認される。

x9-1を 因数分解した式に関する議論では,CAsでの式表示から紙と鉛筆による方法への

接近も行われる。

CASで表示された,x9-1=(X-1)(X2+x+1)(x6+x3+1)の 式について, 2

つの因数の積 (x2+x+1)(x6+x3+1)が,x8+x7+x6+x5+x4+x3+x2+x+1
となることが議論され,CASを 通して確認される。nが奇数のときには2つの因数に分解で

きるという予想に関連づけると共に, x-1以外の因数の中に,さ らに因数分解ができるもの

があるという, X8+x7+x6+x5+x4+x3+x2+x+1な どの式への新たな意味形成が図ら

れる。

Sacristan&Kieran(2006)は ,同 じ授業実践に対して,Bryanと いう学習者の動きを忠実

に追うことから分析を行つている。特に,Bryanと教師とのやりとりを通して,代数学習のも

つ次のことがらを明らかにしている。

「代数の教授における主要な問題は,コ ミュニケーションの問題である。記号とその数学的

な意味の関係は,多 くの生徒にとって混乱を来すものである。それは,生徒が記号には単に

形式的な,そ の形式には手続き的な特徴しか付いていないととらえるためである。しかし,

教師は同じ用語について,教師と生徒とが異なる意味で用いているのにかかわらず,同 じ場

面で表現しようとしている。」

(Arzare1lo(1998);SacriStan&Kieran (2006))

xn-1の因数分解に関する学習で,Bryanと 教師との意味のずれの1例 として,省略記号

の取り扱いがある。例えば,教師はx馬+XM+XB十・・・+X2+x+1の式について,

「..。 」はx2か らx3ま での和ととらえている。ところが,Bryanは 「・・・」が何を表す

のかわかつていない。数学教科書において「0・ ・」が省略記号を表す, と明記されていない

こともBryanの ような見方が生じる要因であるという。

実際,「 (x-1)(X btt X M+xЮ 十・・・+X2+x+1)を 展開すると,そ の結果として

x“-1ができる理由を説明しなさい」という教師からの問いかけに対して,Bryanは 「次の

ことがわかりません」と「・・・」をさして教師に質問をしていたという。しかし,教師は

Bryanの 抱く,省略記号の意味形成に関する困難性を意識することなく,次のように返答した

という。
「私たちが先ほどみてきたり,実際に行つたように,中間の項が次々に消されていく。

それゆえ, x-1の 「一」は,最初から最後の項まで次々に項を取り去つていく。

だから,最後にxЮ-1が残る。」

Bryanは ,xЮ二 1に関する教師とのやりとりを経て,「中間の項がすべて消されていく」

ということばを強調するようになったという。教師は,(X-1)(X馬十・・・+X+1)を

展開することにより,N一 Xの ように中間の項がすべて消されていくととらえている。し

かし,こ こでのBryanは ,x15+xM+x・ +・ ・・+x2+x+1の式の「・・・」はすべてな
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いもの,中間の項がすべて消された状態のx謳 +xИ +xB+x2+x+1と とらえているのであ
る。

Bryanが省略記号「・・・」に対して正しい意味形成を図ることがなされないまま,授業で
はxn-1の一般の場合での因数分解に関わる議論が始まる。教師は,ホ ワイトボードに

(xn-1)=(x-1)(xn-1+xn-2+・ ・・+x+1)と 書 く。 しかし,Bryanを 含
む数名の学生から,なぜこの式が成 り立つのか,そ もそもnや,「・・ 0」 が何を意味するの
かという質問が矢継ぎ早に出てたという。

例えば,省略記号「・・ 0」 について,Bryanと教師の間で次のやりとりがなされている。
しかし,Bryanの質問に対して,教師が答えているものがかみあっていない状態である。

Bryan:こ のドット (点 )は何ですか ?

教師 :同 じように計算を続けるとすると,すべてきれいになる。我々がみてきたものに
ついてはきれいになっていたよね。

Bryan:わ からない, このドット・ ドット・ ドットの部分がなぜ,何を指すの
´
か?

教師 :先ほど行ったx B5_1の ときと同じ方法で行うと,中間の項がすべて消去されていく
ことがわかるよね。

Bryan:こ のドットは何ですか。もし中間の項がないとしたら,例えばxn_1+1で あって

も同じことがいえるのですか。もし,最初のカッコのところがx-1の ようだった
としても,2つ 目のカッコのところが,中間項がなくて,ち ょうどxn_1+1の よ

うだつたらどうなるのですか。

[教師は,Bryanが言うように,(x-1)(xn_1+1)と 書きとめ,

(x-1)(xn_1+xn_2+。 ..+x+1)の 式とは違うという。
しかし,Bryanは満足しない。]

DrlverS&Kieran(2006),Sacristan&Kieran(2006)の 研究成果より,CASを 活用した
代数学習における内省を促す活動として,次の3点が挙げられる。

①紙と鉛筆,CASの活用双方による方法を比較し,関連づけるための内省的な記述活動
および紙と鉛筆,CASの活用双方の方法の比較検討を深める,他者との議論の場

②当初の予想や推測を打ち破る例と出逢うこと,そ の例をきっかけにした探究
③他者の学習活動を顕在化し,他者を通して自分の思考過程を鑑みる議論の場

4.今後の課題

CASを活用した代数学習における内省を促す活動について,上記の①～③を一層焦点化し
て議論を深める必要がある。そこで,次の2点を今後の課題とする。
・準eran,DriiverSを 中心としたプロジェクト研究の成果と課題について,本稿に続く第二

報として論じる。

・CASを活用した代数学習について,DriiverS&Kieran(20o6)が 焦点をあてたxn-1の因
数分解に関わる授業実践を行い,我が国 (静岡県内)の場合の特徴を論じる。
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【附記】本稿は, 日本数学教育学会第39回数学教育論文発表会論文集所収論文「学習の質的深

化を促す代数的活動に関する研究」(2006)を 大幅に加筆・修正したものである。

なお,本研究は,平成18年 度科学教育研究費補助金「基盤研究 (C)」 課題番号

17530656の交付を受けて行われた研究成果の一部である。
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