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研究成果の概要（和文）：反応拡散方程式の一つである非線形熱方程式に対する可解性を考察し、初期状態を記
述する関数が与えられた際に方程式の解が存在するのかを考察した。特に、非線形項を特定の形に限定せず、一
般の非線形熱方程式に対する解析を行い、時間局所解が存在するための最適な初期関数の可積分性を導出するこ
とができた。さらには、指数型非線形熱方程式を考察し、時間大域解が存在するための初期関数の最適な条件を
導くことができた。

研究成果の概要（英文）：We consider a nonlinear heat equation, which is an example of 
reaction-diffusion equations, and studied the solvability of the initial-value problem. In 
particular, we treated a nonlinear term which we do not assume a specific form, and derived the 
optimal integrability of initial function for the local in time existence of solutions. Furthermore,
 we also considered the heat equation with exponential nonlinearity, and obtained the optimal decay 
rate of initial function for global in time existence of solutions. 

研究分野： 非線形偏微分方程式
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では、自己相似性と呼ばれる数学的構造が存在しない非線形熱方程式を扱い、その可解性を考察した。本
研究で用いた議論は、自己相似変換と呼ばれる自己相似性に基づく変換を一般化することで行われた。この一般
化により、既存の研究では扱うことが難しい、自己相似性を持たない方程式に対しても可解性を考察することが
可能となり、解析対象が大幅に広がった。可解性に限らず、解の挙動など、これまでの自己相似性に基づく様々
な議論を一般化することができる可能性があり、今後の研究の進展が期待される。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 非線形熱方程式は, 固体燃料の燃焼モデルなど, 化学反応による発熱の温度分布を調べる際
に現れる. 非線形熱方程式は反応項から生じる非線形項と拡散項から生じる線形項のバランス
によって, その解の振る舞いは様々な様相を呈する. 特に既存の研究では, べき乗型非線形項
や指数型非線形項などの綺麗な数学的構造を有する方程式を扱われることが多く, これら以外
の一般の非線形項を扱うことが困難である状況がしばしば生じる. 一般の非線形熱方程式を考
察した場合に, 解の挙動にどのような変化が起こるのか？という疑問が生じる. 非線形熱方程
式の解の挙動は, 拡散項と非線形項のバランスの影響を強く受けるため, 非線形項の違いが解
の振る舞いを大きく変える.  
 
２．研究の目的 
非線形熱方程式の解の挙動や形状を調べることが本研究の目的である. 一般の非線形性を有

する方程式を考察し, 非線形性の違いが方程式およびその解にどのような影響を与えるかを調
べる. 特に「与えられた初期値に対して方程式の解は存在するのか？」という基本的でありな
がら, 方程式の特性が集約される問題を研究の対象とする. 方程式の可解性の問題を通して, 
拡散項と非線形項のバランスが非線形熱方程式の性質にどのような影響を与えるのかを明らか
にする. また, 指数型非線形項など増大度の強さが解の挙動に与える影響も明らかにする. 本
研究で扱う主な研究対象は,  
 一般の非線形熱方程式の時間局所および時間大域可解性 
 指数型非線形熱方程式に対する前方自己相似解の解構造とその時間大域可解性への応用 
である. さらには上記の研究を踏まえて, 爆発問題への応用についても考察する. これらの問
題に対する解析を進めることで, 非線形性が解の挙動に与える影響を明らかにすることが研究
目的であった.  
 
(1) 非有界な初期値が与えられたとき, 方程式に解が存在するか否かについては, 方程式の拡

散項と非線形項のバランスや初期値の特異性の強さにより決定され, 方程式の特性が顕著
に現れる. べき乗型非線形項のように非線形項の増大度が明確に与えられている場合には, 
既存の研究により特異な初期値に対する可解性は既に特徴付けされている. 本研究では, 
一般の非線形項に対して, その増大度から定まる量を用いて, 解が存在するための臨界の
初期値の可積分性を導出する. さらには時間大域可解性についても考察し, 非線形項の挙
動と初期値の空間減衰の関係を明らかにする.  

 
(2) 指数型非線形熱方程式に対しては, 前方自己相似解と呼ばれる, 方程式のスケール不変性

に基づく解の構造を調べる. 前方自己相似解は非線形熱方程式の時間大域的な特殊解であ
り, 拡散項と非線形項の釣り合いにより定まる解である. 指数型非線形項のように, 強い
増大度を持つ非線形項を扱うことで, その増大度の強さが解の挙動に与える影響を調べる. 
また, 前方自己解の解構造を明らかにした上で, これらの性質を用いて, 時間大域解の存
在と, 初期値の空間無限遠方での挙動の関係を明らかにする.  

 
３．研究の方法 
非線形熱方程式の可解性については, Weissler によるべき乗型非線形熱方程式に対する研究
がよく知られており, 解の存在・非存在を分ける臨界の初期値の可積分性が, 方程式の自己相
似性により特徴付けされる. べき乗型方程式の自己相似性とは, 方程式を不変にするスケール
変換が存在することであり, 可解性のための初期値の最適な可積分性はこのスケール変換のも
とで不変な空間から定まるという, いわゆる藤田・加藤の原理が成立している. ところが, 一般
の非線形熱方程式を考えた場合には, このようなスケール不変性は期待できず, スケール不変
性に基づく時間局所解の存在のための最適な初期値の可積分性を導くことが不可能となる.  
本研究では, 研究代表者が導入した, べき乗型方程式に対するスケール変換の一般化（準スケ
ール変換）に基づき, 時間局所解の存在のための最適な可積分性を予想する. 方程式の自己相
似性が一般には成立しないが, 準スケール変換のもとで不変な積分量を導出することが可能で
あり, その不変な積分量が局所解の存在・非存在を分ける臨界の可積分性を与えることを示す. 
特に解の存在を示すためには, 適切な優解の構成が必要となるが, そのような優解を準スケー
ル変換に基づき構成する.  
指数型非線形熱方程式に対しては, 前方自己相似解の存在を考察し, その挙動や性質を調べ

る. 前方自己相似解を得ることができれば, 初期値と比較することで, 解が時間大域的に存在
するための最適な初期値の減衰オーダーを導出することができる.  
 
４．研究成果 
 当初の目標としていた 
 一般の非線形熱方程式の時間局所および時間大域可解性 
 指数型非線形熱方程式に対する前方自己相似解の解構造とその時間大域可解性への応用 
については, 概ね満足のできる結果を得ることができた. 一般の非線形熱方程式に対する時間
局所解の存在・非存在についての結果および, 指数型非線形熱方程式に対する自己相似解の構



造の解明とその時間大域可解性への応用についてはその結果をまとめ, 学術論文として査読有
国際雑誌に掲載されている. 一般の非線形熱方程式の時間大域可解性についても, 非線形項に
対するある仮定のもと証明することはできた. これにより典型的な例の非線形項を扱うことは
可能となったが, さらなる改良が可能であると思われるため, 引き続き研究を深めていく予定
である.  
 一般の非線形熱方程式に対する研究では, 上記の「研究の方法」で述べた, 準スケール変換
に基づく解析が可能となった. 特に方程式の自己相似性の礎となる関数を導入することができ, 
その関数の性質を調べることで, 可解性の議論を発展させることができた.  
 指数型非線形熱方程式に対する研究では, 前方自己相似解の存在やその挙動について十分に
解析することに成功し, 得られた挙動をもとに初期値との比較を行い, 時間大域解が存在する
ための最適な空間減衰を導出することができた.  
 上記の二つの研究については概ね当初の予定通りに研究を進めることができた. また, これ
らの解析で培った解析技術を基に, 非線形熱方程式の爆発問題にも取り組み, べき乗型非線形
熱方程式に対する解析を行った. これまでの研究で, 拡散係数が十分に小さい場合に解が爆発
する場所, すなわち, 解の爆発集合の位置の特徴づけを行ってきており, 既に初期値の最大点
付近での形状が関係していることを示していた. 本研究課題で行った研究では, 初期値の最大
点付近の更に高階の微分の効果まで取り入れた爆発集合の特徴付けに成功した. これにより, 
拡散係数が十分に小さい場合の爆発集合の特徴付けについては, 多少の仮定はあるものの, ほ
ぼ最善の結果を得ることができた.  
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