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要旨

超弦理論の非摂動論的定式化としての行列模型を完成させるためには，行列によって幾何がどの
ように記述されるのかを明らかにすることが必要である．そのためには，一般の多様体と有限
のサイズの行列との対応をつけなければならない．本論文では，その第一歩として，回転楕円面
と行列の対応について研究する．先行研究では，「コヒーレント状態法」と「Berezin-Toeplitz量
子化」が球面に適用された．本論文では，この 2つの手法を回転楕円面に適用する．コヒーレン
ト状態法では，非可換回転楕円面を表す行列から，回転楕円面が得られることを示す．Berezin-

Toeplitz量子化では，回転楕円面の座標に対応する行列が非可換回転楕円面を表す行列に一致
することを示す．このようにして，回転楕円面に対してコヒーレント状態法とBerezin-Toeplitz

量子化が逆の関係であることを見出す．
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第1章 序論

1.1 研究の背景

自然界には，4つの基本的相互作用が存在している．この中で，強い相互作用・電磁相互作
用・弱い相互作用の 3つは，場の量子論によって記述されている．しかし，重力相互作用につ
いては，まだ量子論が完成していない．超弦理論は，量子重力を含む 4つの相互作用を統一的
に記述できる理論の候補として盛んに研究されている．
現在，超弦理論は摂動論的に定式化されている．また，Dブレーンの効果として非摂動効果
を考えることが可能である．しかし，このような方法を用いた場合，いくつかの問題が生じる．
1つは，理論的に許される安定な真空が無数に存在することである．それぞれの真空は，異なる
時空次元やゲージ群，物質場，宇宙項定数などを持つ．したがって，無数の真空の中からひと
つを選び出す原理が必要となる．もう 1つは，超弦理論の摂動論は宇宙のはじまりの特異点で
破綻することである．重力の古典論である一般相対性理論は，宇宙のはじまりにおいて，時空
の特異点にぶつかり理論が破綻する．しかし，これは重力の量子的効果で克服されていると信
じられている．超弦理論は量子重力を含むが，重力の効果が強くなる宇宙のはじまりの特異点
では，超弦理論の摂動論も破綻してしまう．このような問題は，超弦理論の非摂動論的定式化
を構築しそれを用いることにより解決されると考えられる．さらには，素粒子論や宇宙論の新
たな予言が得られると期待されている．
超弦理論の非摂動論的定式化の有力な候補の 1つとして，行列模型がある [1–3]．行列模型の
特徴として，時間や空間はあらかじめ与えられるものではなく創発するものであることが挙げ
られる 1 ．すなわち，理論における行列の自由度から時間や空間の自由度が得られるのである．
例えば，2.1節でレビューする「IIB行列模型」[2]では，10次元の U(N)超対称性 Yang-Mills

理論を 0次元に次元還元した作用を考える．この作用には行列の自由度は存在するが，はじめ
から時空の自由度を定義している訳ではない．しかし，この作用がもつ対称性を考えることで，
行列の固有値が座標と解釈されるのである．これは，行列の座標解釈に基づく時空の創発であ
る．他にも，行列が微分演算子すなわち運動量や角運動量として解釈されたり，座標と微分演算
子両方に解釈される例も存在する．このように，行列模型は時空の創発という特徴をもつ．こ
の時空の創発は，時空の量子揺らぎを考える量子重力理論として自然である．また，超弦理論
は重力を含むため，平坦な時空だけでなく曲がった時空が記述されなければならない．よって，
行列模型において曲がった時空も創発される必要がある．したがって，超弦理論の非摂動論的
定式化としての行列模型を完成させるには，行列によって幾何がどのように記述されるのかを
明らかにする必要がある．

1[1]及び [3]における行列模型においては空間が創発し，[2]における行列模型においては時間と空間が創発する．
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1.2 研究の目的

現在，様々な行列模型が提唱されている．2.1節でレビューする「IIB行列模型」では，行列
は有限のサイズのN ×N エルミート行列で，その固有値は平坦な 10次元時空上の座標と解釈
される．一方，2.2節でレビューする行列の微分演算子解釈に基づく曲がった時空の創発 [4]で
は，行列のサイズが無限大となる．行列正則化の観点から，有限な行列を用いることは重要で
ある．また，超弦理論は重力を含むので曲がった時空の創発も重要である [4–7] ．このような背
景から，超弦理論の非摂動論的な定式化としての行列模型を完成させるために，本研究では有
限のサイズの行列による幾何の記述と曲がった時空の創発を明らかにすることを目指す．その
ために本論文では，有限のサイズの行列から幾何を得る手法であるコヒーレント状態法 [8–13]

と，与えられた幾何に対して有限のサイズの行列を構成する手法であるBerezin-Toeplitz量
子化 [14–18] に着目する．
コヒーレント状態法は，非可換空間を定義する有限のサイズのエルミート行列が与えられた
とき，その行列が表す多様体の幾何を取り出す方法である．このエルミート行列から Diracタ
イプ演算子が定義され，その演算子のゼロモードを与える座標の集合として，この行列が表す
多様体が得られる．Berezin-Toeplitz量子化は，はじめに多様体とその幾何を与え，Dirac演算
子を構築する．その演算子のカーネルの基底となる波動関数を用いて多様体上の滑らかな関数
から有限のサイズの行列への線形マップを構成する手法である．この様にして得られた行列は，
Toeplit演算子と呼ばれる．
先行研究では，2次元球面に対してこの 2つの手法が適用された．コヒーレント状態法につい
ては，非可換球面 [19]を定義するエルミート行列として SU(2)生成子のスピン J 既約表現が用
いられ，その行列が表す多様体として 2次元球面が得られることが示された [8]．また，Berezin-

Toeplitz量子化では 2次元球面とその幾何を与え，3次元空間への埋め込み座標に対するToeplit

演算子が得られた．さらに，2つの手法から得られる波動関数が一致し，行列サイズが無限大の
極限でコヒーレント状態法で用いたエルミート行列と Berezin-Toeplitz量子化における多様体
の埋め込み座標に対する Toeplit演算子が一致することが示された [17]．
本論文では，一般の多様体に対する行列による幾何の記述を確立するための第一歩として，球
面より対称性が低い回転楕円面に対する行列による幾何の記述を研究する [20]．簡単のため，球
面を 3軸方向にのみ引き伸ばした回転楕円面を考える．上の 2つの手法を適用し，球面からの
ずれを表すパラメーターに対する摂動論を展開する．コヒーレント状態法では，エルミート行
列がどのような多様体を表すかを明らかにする．Berezin-Toeplitz量子化では，Dirac演算子の
カーネルの基底となる波動関数と，埋め込み座標に対するToeplit演算子を求める．そして，埋
め込み座標に対するToeplit演算子はコヒーレント状態法で用いたエルミート行列と再び一致す
るか，2つの手法から得られる波動関数が一致するかを調べる．

1.3 本論文の構成

以下に本論文の次章以降の構成を記す．

• 第 2章では，行列模型における様々な時空の創発の例を解説する．2.1節では IIB行列模
型についてレビューし，行列の座標解釈に基づく時空の創発について説明する．2.2節で
は，微分演算子解釈に基づく曲がった時空の創発についてレビューする．2.3節では，非可
換幾何と行列の対応の例として，非可換平面と非可換球面を取り上げる．この章では，特
に行列模型において行列が超弦理論や多様体上のどのような量に対応するかに注目する．
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• 第 3章では，本論文を読み進める上で必要となる数学をまとめる．3.1節では，写像や位
相空間を定義し，それらを用いて多様体を定義する．3.2節では，多様体上のベクトルや
1-形式を導入し，多様体上での微積分について解説する．3.3節では，計量テンソルが与
えられた多様体における Riemann幾何学について簡単にまとめる．3.4節では，ファイ
バー束を定義し，ファイバー束の例であるベクトル束について解説する．また，後に重要
な概念となる同伴束について説明する．3.5節では，本論文の 4，5章で必要なスピン捻じ
れ複体に対するAtiyah-Singerの指数定理を解説する．

• 第 4章では，コヒーレント状態法とBerezin-Toeplitz量子化について説明し，2次元球面の
場合についてレビューする．4.1節では，コヒーレント状態法において，非可換球面を定義
する行列から得られる多様体が 2次元球面であることをみて，Diracタイプ演算子のカー
ネルの基底となる波動関数を求める．4.2節では，2次元球面に対してBerezin-Toeplitz量
子化を行う．多様体の埋め込み座標に対するToeplit演算子を計算し，コヒーレント状態
法で用いた行列に行列サイズが無限大の極限で一致することをみる．また，2つの手法か
ら得られる波動関数が一致することを確認する．

• 第 5章では，コヒーレント状態法とBerezin-Toeplitz量子化を回転楕円面に適用する．簡
単のため，球面を 3軸方向にのみ引き伸ばした回転楕円面を考え，球面からのずれを表す
パラメーターに対する摂動論を展開する．5.1節では，コヒーレント状態法において，非
可換回転惰円面を与える行列から得られる多様体が回転楕円面であることを示し，波動
関数を求める．5.2節では，Berezin-Toeplitz量子化における波動関数と，多様体の埋め
込み座標に対するToeplit演算子を求める．そして，回転楕円面の場合についても，この
Toeplit演算子がコヒーレント状態法で用いた行列に行列サイズが無限大の極限で一致す
ることを示す．さらに，2つの手法から得られる波動関数が一致することも示す．

• 第 6章では，結論を述べ，第 5章で得た結果について議論する．また，行列による幾何の
記述と時空の創発に対する後の展望を述べる．

• 付録 Aでは，球面についてのコヒーレント状態法における Diracタイプ演算子の基底と
なる波動関数を記載する．また，付録 Bでは Toeplit演算子の詳細な計算を示す．

6



第2章 行列模型における時空の創発

この章では，行列模型における様々な時空の創発の仕方を見る [21]．2.1節では，超弦理論の
非摂動論的定式化として提唱された IIB行列模型における時空の創発をレビューする．ここで
の時空の創発は，行列の座標解釈に基づいている．2.2節では，行列による曲がった時空の創発
をレビューする．ここでの時空の創発は，行列の微分演算子解釈に基づいている．2.3節では，
非可換幾何と行列の対応の具体例を取り上げる．ここでの行列は，座標とも微分演算子とも解
釈される．

2.1 行列の座標解釈

行列の座標解釈における時空の創発を見るために，超弦理論の非摂動論的定式化として提唱
された IIB行列模型 [2] 2 について解説する．IIB行列模型の作用は次の式で与えられる．

SIIB = − 1

g2
Tr
(1
4
[Aµ, Aν ][A

µ, Aν ] +
1

2
ψ̄Γµ[Aµ, ψ]

)
． (2.1)

ここで，µ = 0，1，· · ·，9である．Aµは 10個のN ×N のエルミート行列，Γµは 10次元のガン
マ行列，ψは 10次元のMajorana-Weylスピノルの添字をもつN ×N のエルミート行列，Trは
N ×N 行列の添字についてトレースを取っている．この作用 (2.1)式は，10次元のN = 1超対
称U(N)Yang-Mills理論を 0次元に次元還元した形をしている．したがって，時空はアプリオリ
には存在していないことに注意する．10次元のN = 1超対称 U(N)Yang-Mills理論の作用は，

SYM =
1

g2
Tr
(
−1

4
FµνF

µν + i
1

2
ψ̄Γµ(∂µψ − i[Aµ, ψ])

)
(2.2)

である．それぞれ次元還元

(Aµ(x))ij → (Aµ)ij，

(ψα(x))ij → (ψα)ij，　 (2.3)

Fµν(x)→ i[Aµ, Aν ]

を行うと，∂µAν = 0，∂µψ = 0より，確かに (2.1)式に一致することが分かる．後の議論から
分かるように，作用 (2.1)式において時空は創発する．

次に，IIB行列模型の作用 (2.1)式がもつ対称性に注目する．まず，Aµがベクトル，ψが 10

次元のMajorana-Weylスピノルとして変換すれば，この作用は 10次元の Lorentz対称性を持

2提唱者の頭文字（石橋，川合，北澤，土屋）をとって IKKT模型とも呼ばれる．
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つことが簡単に分かる．また，この作用は次のような変換のもとで不変である．

δ(1)Aµ = iϵ̄1Γµψ，

δ(1)ψ =
i

2
Γµν [Aµ, Aν ]ϵ1， (2.4)

δ(2)Aµ = 0，

δ(2)ψ = ϵ21lN， (2.5)

δTAµ = cµ1lN，

δTψ = 0， (2.6)

δGAµ = i[λ,Aµ]，

δGψ = i[λ, ψ]． (2.7)

ここで，ϵ1と ϵ2は 10次元のMajorana-Weylスピノル，cµは変換パラメーターのベクトル，1lN

と λはそれぞれN ×N の単位行列とエルミート行列である．(2.7)式は 10次元のU(N)ゲージ
対称性を 0次元に次元還元したものである．ここで，(2.4)式，(2.5)式，(2.6)式の生成子をそ
れぞれQ(1)，Q(2)，Pµとし，これらを用いて Q̃(1)，Q̃(2)を

Q̃(1) = Q(1) +Q(2)，

Q̃(2) = i(Q(1) −Q(2)) (2.8)

で定義する．ここで，ϵ̄1Q̃(i)と ϵ̄2Q̃
(j)の交換子について考える．ゲージ対称性 (2.7)式と解釈さ

れる項及びフェルミオンの運動方程式

Γµ[Aµ, ψ] = 0 (2.9)

に比例する項を除けば，次の関係式が成り立つことが分かる．

[ϵ̄1Q̃
(i), ϵ̄2Q̃

(j)] = −2δij ϵ̄1Γµϵ2Pµ． (2.10)

これは，Pµが運動量であるとすると，10次元のN = 2超対称性の代数となっている．ここで，
フェルミオンについての運動方程式を用いているので，オンシェルの超対称性であることに注
意する．このとき，(2.6)式は並進対称性に対応し，Aµの固有値が座標と解釈される．したがっ
て，IIB行列模型がもつ対称性を考えることで，行列の座標解釈に基づく時空の創発を見ること
ができた．ここで注目すべき点は，N = 2超対称性は 10次元の最大の超対称性で，理論がユニ
タリで質量ゼロの場を含めば，必ず重力子を含むこととなる．つまり，IIB行列模型がこのよう
な対称性を持つということは，この模型に重力が含まれることを示唆している．

ここからは，IIB行列模型の作用 (2.1)式と平坦な 10次元時空の弦理論に対するGreen-Scwarz

作用との対応を見る．まず，IIB型弦理論における世界面上の共変的な南部・後藤型のGreen-

Schwartz作用から出発する．

SNG = −T
∫

d2σ
(√
−1

2
ΣµνΣµν + iεab∂aX

µ(θ̄1Γµ∂bθ
1 + θ̄2Γµ∂bθ

2) + εabθ̄1Γµ∂aθ
1θ̄2Γµ∂bθ

2
)
．

(2.11)
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ここで，ε12 = −ε21 = 1，T は弦の張力，σa(a = 1, 2)は世界面の座標，θ1と θ2は 10次元の
Majorana-Weylスピノル，Xµは 10次元時空の座標である．また，Σµν は

Σµν = εabΠ µ
a Π ν

b ， (2.12)

Π µ
a = ∂aX

µ − iθ̄1Γµ∂aθ
1 + iθ̄2Γµ∂aθ

2 (2.13)

で定義している．この作用では，(Xµ, θ1, θ2)で記述される超空間に埋め込まれた弦を表してい
る．このGreen-Schwartz作用 (2.11)式において，θ1と θ2を落とし，µ = 0, 1, · · · , 25とすれば
以下のようにボゾニック弦に対する南部・後藤弦の作用が得られる．

SNG(boson) = −T
∫

d2σ

√
−1

2
εabεcd∂aXµ∂bXν∂cXµ∂dXν

= −T
∫

d2σ

√
−(Ẋµ)2(X ′ν)2 + (ẊµX ′

µ)2． (2.14)

また，(2.11)式は通常の Green-Schwartz作用の経路積分において θ2 → iθ2の解析接続がなさ
れているため θ2を含む項の符号が逆になっていることに注意する．
IIB型弦理論における南部・後藤型のGreen-Schwartz作用 (2.11)式の持つ対称性に注目する．
この作用は，10次元のN = 2超対称性

δSUSY θ
1 = ϵ1，

δSUSY θ
2 = ϵ2，

δSUSYX
µ = iϵ̄1Γµθ1 − iϵ̄2Γµθ2 (2.15)

と，κ対称性

δκθ
1 = α1，

δκθ
2 = α2，

δκX
µ = iθ̄1Γµα1 − iθ̄2Γµα2 (2.16)

を持つ．ここで，

α1 = (1 + Γ̃κ1)，

α2 = (1− Γ̃κ2)，

Γ̃ =
1

2
√
−1

2Σ
λρΣλρ

ΣµνΓ
µν (2.17)

で，Γµν = 1
2 [Γ

µ,Γν ]，κ1と κ2はグラスマン奇のMajorana-Weylフェルミオンのパラメーター
である．κ対称性はこの理論に特有の対称性である．θ1と θ2の自由度の半分は κ対称性により
消すことができる．ここでは，κ対称性をゲージ固定するために

θ1 = θ2 = ψ (2.18)

ととる．いま，θ1と θ2は同じカイラリティをもつため，10次元の Lorentz対称性は保たれてい
ることに注意する．このゲージ固定から，(2.11)式は

S̃NG = −T
∫

d2σ
(√
−1

2
σµνσµν + 2iεab∂aX

µΨ̄Γµ∂bΨ
)
，

σµν = εab∂aX
µ∂bX

ν (2.19)
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となる．(2.11)式の第 3項目は，εabの反対称性からゼロになっていることに注意する．κ対称
性のゲージ固定後の Green-Schwartz作用 (2.19)式は，超対称性と κ対称性を組み合わせるこ
とで，N = 2超対称性を保つようにできることに注意する．
さて，ここからは (2.19)式は Schild型の作用に書き換えることができることを示す．Schild

型の作用は，次式である．

SSchild =

∫
d2σ

[
√
gα

(
1

4
{Xµ, Xν}2 − i

2
Ψ̄Γµ{Xµ,Ψ}

)
+ β
√
g

]
． (2.20)

ここで，α及び βは定数である．(2.19)式を Schild型に書き換えるために，Poisson括弧を導入
する．

{X,Y } = 1
√
g
εab∂aX∂bX． (2.21)

ここで，
√
gは弦の世界面上の正定値のスカラー密度であり，

√
g ≡

√
det(gab)としている．(2.20)

式いおいて，
√
gについての運動方程式から，条件

√
g =

1

2

√
α

β

√
(εab∂aXµ∂bXν)2 (2.22)

を得る．この式を (2.20)式に用いると，∫
d2σ

(√
αβ
√

(εab∂aXµ∂bXν)2 − i

2
αεab∂aXµΨ̄Γµ∂bΨ

)
(2.23)

のように書き換えることができる．この作用は，ψの規格化を除いて S̃NGに一致している．(2.20)
式を古典作用とする経路積分は，形式的に

Z =

∫
D√gDXDΨe−SSchild (2.24)

で定義できる．
次に，作用 (2.20)式の対称性に注目する．もともとκ対称性のゲージ固定後のGreen-Schwartz

作用 (2.19)式は，N = 2超対称性を保っていた．この対称性は (2.20)式において，

δ(1)Xµ = iϵ̄ΓµΨ，

δ(1)Ψ = −1

2
{Xµ, Xν}Γµνϵ， (2.25)

δ(2)Xµ = 0，

δ(2)Ψ = ξ (2.26)

として実現される．ここで，ϵと ξは，

ϵ =
ϵ1 − ϵ2

2
，

ξ =
ϵ1 + ϵ2

2
(2.27)
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と定義している．また，(2.20)式は世界面上の一般座標変換対称性をもつ．

δdX
µ = θa∂aX

µ， (2.28)

δdΨ = θa∂aΨ， (2.29)

δd
√
g = ∂a(θ

a√g)． (2.30)

ここでは，(2.24)式における経路積分の測度もこの対称性を持つと仮定する．ここで，
√
gを固

定し，一般座標変換対称性を部分的にゲージ固定する．すなわち (2.30)式より，一般座標変換
のパラメーター θaに制限

∂a(θ
a√g) = 0 (2.31)

が付く．
√
gを固定した一般座標変換は，area preserving diffeomorphismと呼ばれる．このと

き，経路積分 (2.24)式におけるD√gについての汎関数積分は，

B =

∫
d2σ
√
g (2.32)

としたとき，Bについての積分が残る．すなわち，
√
gを固定した後もBについての積分を行

う必要がある．これは，Bが一般座標変換のもとで不変であることに由来する．(2.31)式は θa

について以下のように解くことができる．

θa =
1
√
g
εab∂bρ(σ)． (2.33)

ここで，ρ(σ)は世界面上の座標 σaの任意関数である．これを用いると，(2.29)式と (2.28)式は

δapdX
µ = {Xµ, ρ}， (2.34)

δapdΨ = {Ψ, ρ} (2.35)

のように表され，Poisson括弧で与えられることが分かる．Poisson括弧が満たす代数をw∞代
数という．
このとき，経路積分 (2.24)式を正則化しよく定義されたものにすることを考える．まず，w∞

代数を SU(n)代数によって正則化する．世界面上の場Xµ，Ψ，ρはそれぞれ n× nエルミート
行列になり，Poisson括弧は n× n行列の交換子に，世界面上の面積分は n× n行列のトレース
に代わる．対応をまとめると，

Xµ → Aµ，

Ψ→ ψ，

ρ(σ)→ ρn×n，

{ , } → −i [ , ]，

1

2π

∫
d2
√
g → Tr (2.36)

である．このとき，Schild型の作用 (2.20)式は

Sregular = 2παTr

(
−1

4
[Aµ, Aν ]

2 − 1

2
ψ̄Γµ[Aµ, ψ]

)
+ 2πβTr1 (2.37)
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となる．ここで，世界面上の場Xµに対応する n× nエルミート行列をAµと書いており，ψも
n× nエルミート行列であることに注意する．また，経路積分 (2.24)式は

Z =

∫ ∞∑
n=0

dAdψe−Sregular (2.38)

となる．ここで，
√
gを固定したときに残ったBについての積分は nについての和に代わって

いる．dAと dψは，

dA =
∏
µ

(∏
i

d(Aµ)ii

)∏
i>j

dRe(Aµ)ijdIm(Aµ)ij

，
dΨ =

∏
λ

(∏
i

d(Ψα)ii

)∏
i>j

dRe(ψα)ijdIm(ψα)ij

 (2.39)

と定義される．
ここで，正則化後の作用 (2.37)式がどのような対称性をもつかを考える．

√
gを固定後のSchild

型の作用がもつ area preserving diffeomorphismのもとでの対称性 (2.34)式，(2.35)式は，(2.36)
式の対応のもとで，

δAµ = i[ρ,Aµ]， (2.40)

δψ = i[ρ, ψ] (2.41)

のようになることが期待される．このとき，ρは任意の n× nエルミート行列であることに注
意する．これは，nをN とすれば IIB行列模型における U(N)ゲージ対称性 (2.7)式に一致す
る．また，Schild型の作用がもつN = 2超対称性 (2.25)式と (2.26)式も (2.36)式の対応のもと
でそれぞれ，

δ(1)Aµ = iϵ̄Γµψ，

δ(1)ψ =
i

2
[Aµ, Aν ]Γ

µνϵ， (2.42)

δ(2)Aµ = 0，

δ(2)ψ = ξ， (2.43)

のようになることが期待される．これらの式も nを N とすれば IIB行列模型における対称性
(2.4)式と (2.5)式に対応する．実際，正則化後の作用 (2.37)式はこれらの対称性をもつ．さら
に，10次元の Lorentz対称性と IIB行列模型における (2.6)式に対応する対称性をもつ．この
ように，Schild型作用を正則化して得られる行列模型 (2.37)式が持つ対称性は，IIB行列模型
(2.1)式が持つ対称性に一致することが分かる．すなわち，IIB行列模型がもつ超対称性 (2.10)

式は，超弦理論の超対称性 (2.15)式を起源にもつことが分かった．超弦理論の標的空間への埋
め込み座標Xµが行列に対応する．これは，行列の座標解釈に基づく時空の創発の描像と合致
している．
以上の議論から，Schild型作用の経路積分は行列模型によって正則化されることが分かった．
もともと Schild型作用は 1本の弦の作用であり，その量子化は弦の第 1量子化に対応する．一
方，行列がブロック対角のとき，行列模型の作用はブロック対角な行列の各ブロックからの寄
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与の和でかかれる．各々のブロックを Schild型作用に対応させると弦の多体系を表せることが
分かる．つまり，各々のブロックは世界面のトポロジーがさまざまである弦を表し，非対角ブ
ロックは弦の間の相互作用を表していると自然に解釈される．したがって，行列模型による正
則化は弦の第 2量子化を与えることが分かる．各ブロックのトレースは，弦の重心座標である
と解釈されることと，弦の多体系を表していることから，時空全体が創発していることが分か
る．さらに，弦が重力子を含んでいることから，創発した時空は量子ゆらぎを含んだ量子論的
な時空であるといえる．
最後に，Schild型作用の行列模型 (2.37)式と IIB行列模型 (2.1)式の関係をみてみる．まず，先
ほどの議論からそれぞれの模型がもつ対称性は一致していることが分かる．さらに，作用 (2.37)

式においてTr1に比例する項があり，経路積分 (2.38)式において行列サイズ nについての和が
ある．これらは，IIB行列模型にはないものである．積分速度 (2.39)式は同じである．IIB行列
模型において，行列サイズをN として，Aµと ψ全体のN ×N 行列の中で n× n対角ブロック
を考える．この対角部分以外を積分すれば，n× n行列についての有効作用として，元の作用の
形に加えてリーディングな補正に βTr1の項が得られる．この β は化学ポテンシャルと解釈さ
れる．すなわち，Schild型作用の行列模型 (2.37)式で定義される行列模型は IIB行列模型の有
効理論と考えられる．

2.2 行列の微分演算子解釈

行列模型は超弦理論の非摂動論的定式化の有力な候補の 1つである．超弦理論は重力を含む
ので，行列模型において曲がった時空も創発されなければならない．このような例として，d次
元リーマン多様体上の共変微分を行列として解釈できることを示す [4]．以下の議論では，多様
体とファイバー束を用いるが，それらについての基本事項は 3章を参照されたい．
行列によって曲がった時空が記述できないか考える．Mを d次元Riemann多様体（d ≤ 10）
とし，多脚場 eaµ が与えられているとする．IIB 行列模型 (2.1) 式のボゾン部分に注目する．
Aµ(µ = 1, · · · , 10)の足を局所 Lorentzの足とみなし，Aa(a = 1, · · · , 10)と書いてみる．これを
最も素朴にM上の関数空間に作用する線形演算子とみなし，Aaを共変微分

Aa = ∇a = e µ
a ∇µ (2.44)

と同定してみる．しかし，この行列を共変微分と解釈するには 2つの問題点がある．まずは，Aa

は多様体上で一般には大域的に定義されないということである．すなわち，微分演算子∇aは
重なりを持つ局所パッチ（開被覆）を移る際に局所 Lorentz変換を受けるので，単純に 10個の
演算子で定義することができない．もう 1つは，共変微分の積は

∇a∇b = e µ
a (∂µ∇b +Ωc

bµ∇c) (2.45)

で表せる．右辺の第 2項目に注目すると，添字 cについて和がとられていることから，行列Aa，
Abの積にそれ以外の行列の成分が寄与することになる．すなわち，AaとAbの単純な積とみな
すことができない．
これらの問題を解決するために次のようなファイバー束を考える．まず，多様体M上の接ベ
クトル束を考え，この接ベクトル束に同伴する正規直交枠束を考える．すなわち，接空間の正
規直交基底全体のなす集合をファイバーとするM上のファイバー束である．また，この正規直
交枠束はMの接ベクトル束に同伴する Spin(d)主束ということもできる．
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Mの局所パッチを{Ui}とする．以下の議論では，接ベクトル空間の足の添え字としてµ, ν, λ, · · ·
を使い，局所Lorentzの足の添え字として a, b, c, · · · を使う．また，xµ[i](µ = 1, · · · , d)をUiにお
ける局所座標，eaµ(x[i])をUi上の多脚場とする．これから，Mの計量が得られる．Ui ∩Uj ̸= ∅
のとき，多脚場は以下の変換関数により変換される．

eaµ(x[j]) = R(tji(x[i]))ab
∂xν[i]

∂xµ[j]
ebν(x[i])． (2.46)

ここで，tji(x[i]) ∈ Spin(d)はMにおける変換関数で，Rabは Spin(d)のベクトル表現の表現
行列である．Rは直交行列であることに注意する．
Mの接ベクトル束に同伴する正規直交枠束を P とする．P は局所的には局所パッチとファ
イバーの直積 Ui ⊗ Spin(d)であり，座標は (x[i], g[i])で与えられる．ただし，g[i] ∈ Spin(d)で
ある．これらは大域的には定義されないので，Ui ∩ Uj ̸= ∅において，

(x[i], g[i]) ∼ (x[j], tijg[j]) (2.47)

に従って変換される．
群多様体 Spin(d)の座標系を yµ̇(µ̇ = 1, · · · , d(d−1)

2 ))で導入する．局所 Lorentzの添え字は
ȧ, ḃ, ċ, · · · を用いることにする．右不変な 1-形式 eȧµ̇は，

dg(y)g−1(y) = −ieȧµ̇tȧdyµ̇ (2.48)

で定義される．ここで，tȧ(ȧ = 1, · · · , d(d−1)
2 )は Spin(d)の生成子で，交換関係

[tȧ, tḃ] = ifȧḃċt
ċ (2.49)

を満たす．fȧḃċは Spin(d)の構造定数である．また，tȧは正規直交関係

tr(tȧtḃ) = δȧḃ (2.50)

を満たす．
ここで，以下の議論で用いる添え字をまとめておく．まず，正規直交枠束P の接空間全体添
え字にM，N，Ξ，· · · を使い，局所 Lorentz全体の添え字にA，B，C，· · · を使う．すなわち，
底空間とファイバーそれぞれの添え字からM = (µ, µ̇)，A = (a, ȧ)である．また，P の座標は
zM = (xµ, yµ̇)で表す．
P は，平行化可能である．すなわち，P の各点で互いに線形独立な d+ d(d−1)

2 個の双対ベク
トル (1-形式)の成分を以下のように大域的に定義することができる．d+ d(d−1)

2 はP の次元で
あることに注意する．

Ea
µ = R(g−1)abe

b
µ(x)， (2.51)

Eȧ
µ = −Ad(g−1)ȧḃb

ḃ
µ， (2.52)

Ea
µ̇ = 0， (2.53)

Eȧ
µ̇ = Ad(g−1)ȧḃe

ḃ
µ̇(y)． (2.54)

Spin(d)の随伴表現の表現行列Adȧḃ(g)について言及しておく．Adȧḃ(g)は

gtḃg−1 = Ad(g)ȧḃt
ȧ (2.55)
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で定義される．ここで，tȧはSpin(d)の生成子である．この式の辺々に tċを右からかけてトレー
スをとると，

tr(gtḃg−1tċ) = Ad(g)ȧḃtr(t
ȧtċ) (2.56)

となる．ここで，tȧは正規直交関係 (2.50)式を満たしているので，Ad(g)ȧḃは

Ad(g)ȧḃ = tr(gtḃg−1tȧ) (2.57)

で表せることが分かる．また，Ad(g)ȧḃは以下のように直交行列であることが分かる．

tAd(g)ȧḃAd(g)ḃċ = tr(gtȧg−1tḃ)tr(gtċg−1tḃ)

= tr(tȧtċ)

= δȧċ． (2.58)

次に bȧµについて言及する．b
ȧ
µはM上のスピン接続 Ωab

µによって

ibȧµ(t
ȧ)ab = Ωab

µ (2.59)

で定義される．ここで，(tȧ)abは Spin(d)の生成子のベクトル表現の表現行列である．ḃȧµ(t
ȧ)ab

は，以下のようにファイバー束上の局所接続の成分とみることもできる．

b[i] = b ȧ
[i]µt

ȧdxµ[i]． (2.60)

b[i]は，Ui ∩ Uj ̸= ∅である局所パッチ間において以下の変換を受ける．

b[j] = idtjit
−1
ji + tjib[i]t

−1
ji ． (2.61)

ここでは，双対ベクトル EA = EA
MdzM が P 上で大域的に定義されていることを確認する．

EAはA = a，ȧであり，その成分は (2.51)式から (2.54)式で与えている．Ui ∩ Uj ̸= ∅上で定
義されているベクトルは，Uiから Uj に移る際に変換を受ける．しかし，ベクトルが大域的に
定義されていれば局所パッチによらない形で表すことができる．以下では，実際の計算から確
かめる．
(i)A = aのとき

Ea
[i] = E a

[i]µdx
µ
[i] + E a

[i]µ̇dy
µ̇
[i]

= R(g[i]
−1)abe

b
µ(x[i])dx

µ
[i]

= R
(
(tij(x[j])g[j])

−1
)
ab
R(tij(x[j])bc)

∂xν[j]

∂xµ[i]
ecν(x[j])dx

ν
[i]

= R(g[j]
−1)adR(t

−1
ij (x[j])dbR(tij(x[j]))bce

c
ν(x[j])dx

ν
[j]

= R(g[j]
−1)abe

b
µ(x[j])dx

µ
[j] = Ea

[j]． (2.62)

　したがって，確かに局所パッチによらないことが分かる．
(ii)A = ȧのとき

Eȧ
[i] = E ȧ

[i]µdx
µ
[i] + E ȧ

[i]µ̇dy
µ̇
[i]

= −Ad(g−1
[i])ȧḃb

ḃ
µdx

µ
[i] +Ad(g[i]

−1)ȧḃe
ḃ
µ̇(y[i])dy

µ̇
[i]． (2.63)
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　この両辺に左から tȧをかけた量について考える．

tȧEȧ
[i] = −Ad(g[i]

−1)ȧḃt
ȧbḃ[i] +Ad(g−1

[i])ȧḃt
ȧeḃµ̇(y[i])dy

µ̇
[i]

= −g[i]−1tḃg[i]b
ḃ
[i] + g[i]

−1tḃg[i]e
ḃ
µ̇(y[i])dy

µ̇
[i]

= −g[i]−1b[i]g[i] + ig[i]
−1dg[i]

−1(y[i])

= −(tijg[i])−1(idtijt
−1
ij + tijb[j]t

−1
ij )(tijg[i])− id(tijg[j])

−1tijg[j]．

(2.64)

ここで，第 2項目における外微分は xと y両方について考えなければならない．なぜなら，多
様体上の変換関数 tij は多様体上の座標 xに依存しており，ファイバーの元 gはファイバー上の
座標 yに依存しているからである．したがって，

tȧEȧ
[i] = −(tijg[j])

−1(idtijg[j])− g−1
[j]b[j]g[j]

− dg−1
[j]g[j] − ig−1

[j]dt
−1
ij tijg[j]

= −g−1
[j]b[j]g[j] + ig−1

[j]dg[j]

= tȧEȧ
[j] (2.65)

となり，こちらの成分も局所パッチによらないことが分かる．
以上のように，P 上には双対ベクトルEAは大域的に定義されている．P 上の平行移動を，共
変ベクトル場 v = vAEAが平行移動でその成分 vAを不変に保つように定義する．EA

M を多脚
場として採用すれば，P 上のスピン接続及び曲率はゼロである．多脚場仮説より

∂ME
A
N − ΓΞ

NME
A
Ξ = 0 (2.66)

が満たされる．ここで，ΓΞ
MN は P 上のアフィン接続であり，局所 Lorentzの成分は

ΓA
BC = E M

A E N
B E Ξ

C ΓM
NΞ = E N

B ∂ME
A
NE

M
C (2.67)

のように与えられる．ここで，E M
A はEA

M の逆行列である．このとき，アフィン接続の反対称
成分である捩率 (トーション)は一般にはゼロでないことに注意する．P 上の捩率は，

TΞ
MN = ΓΞ

MN − ΓΞ
NM (2.68)

で定義される．ただし，M上の捩率はゼロであることを仮定する．すなわち，

∂µe
a
ν − ∂νea ν +Ωab

µe
b
ν − Ωab

νe
b
µ = 0 (2.69)

が成り立つ．また，EA
M の逆行列E M

A は，

E µ
a = R(g−1)abe

µ
b (x)， (2.70)

E µ
ȧ = 0， (2.71)

E µ̇
a = R(g−1)abe

µ
b (x)bȧµ(x)e

µ̇
ȧ (y)， (2.72)

E µ̇
ȧ = Ad(g−1)ȧḃe

µ̇

ḃ
(y) (2.73)

のように定義できる．これらも大域的に定義されていることに注意する．
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E M
A 用いた微分演算子LA = E M

A
∂

∂ZM について考える．この微分演算子にはスピン接続ΩM

が入らないので，前で述べた 2つの問題を克服できる．したがって，微分演算子LAを行列と思
うことができる．
この微分演算子は反変ベクトル場であり，P 上で大域的に定義されている．P 上の共変微分
の底空間Mの成分 La(a = 1, · · · , d)は以下のような成分で与えられる．

La = R(g−1)abe
µ
b

(
∂

∂xµ
+ bȧµ(x)e

µ̇
ȧ (y)

∂

∂yµ̇

)
= R(g−1)abe

µ
b (x)

(
∂

∂xµ
+Ωab

µOab

)
． (2.74)

ここで，Ωab = i(tȧ)abe
µ̇
ȧ

∂
∂yµ̇
は Spin(d)における左移動の生成子である．このようにして，P

を考えることで，M上の共変微分Laが大域的に定義できるようになる 3． Laは行列と解釈さ
れるが，この行列は多様体Mの幾何的な情報を持っている．これは，以下のようなことからも
わかる．LAは，

[La,Lb] = −T ċ
abLċ，

[La,Lḃ] = i(tḃ)caLc (2.75)

のような代数を満たす．ここで，T ċ
abは P 上の捩率の成分である．IIB行列模型 (2.1)式でフェ

ルミオンをゼロに置いた運動方程式は [
Lb, [Lb,La]

]
= 0 (2.76)

となる．(2.75)式を用いると，この運動方程式が

∇eRefgh = 0，Rab = 0 (2.77)

と等価であることが示される．第 1式は，Bianchi恒等式

∇[aR
bc
de] = 0 (2.78)

を使うと，第 2式より導かれる．ここで，[ ]は完全反対称化することを表す．このように，行
列模型の運動方程式から真空中のEinstein方程式が導かれる [4]．したがって，行列と解釈され
る LaはMの幾何的情報を持っている．このように，任意の d次元 Riemann多様体が行列で
表される．これは，行列の微分演算子解釈に基づく時空の創発の例である．

2.3 非可換幾何と行列模型

本節では，非可換幾何と行列の対応の例を示す．ここでの議論における行列は，座標とも運
動量 (角運動量)とも解釈することができる．まずは，簡単な非可換空間の例である 2次元の非
可換平面を取り上げる．次に，2次元の非可換球面 (fuzzy sphere)を取り上げる．ここでの行列
による非可換球面の表現は，4.1節のコヒーレント状態法でも用いる．

3より正確には，(2.74)式の右辺の R(g−1)ab を除いたものが，ファイバーが Spin(d)の正則表現で，M 上の接
ベクトル束の同伴束であるベクトル束における共変微分になっている．
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2次元の非可換平面上の座標を無限次元の行列を用いて x̂1，x̂2とする．ここで，これらの座
標には θを実定数として

[x̂1, x̂2] = iθ (2.79)

が成り立つ．θ → 0は可換極限に相当する．これらの座標に共役な運動量を

p̂1 = θ−1x̂2，

p̂2 = −θ−1x̂1 (2.80)

で定義すると，交換関係

[p̂1, p̂2] = −iθ−1 (2.81)

が成り立つ．このような定義から，座標と運動量は交換関係

[x̂i, p̂j ] = iδij (2.82)

を満たす．ただし，i，j = 1，2である．これは，ℏ = 1の正準交換関係のように見える．これ
は，2次元における 1粒子の量子力学に対応しているように見えるが，座標と運動量が独立では
ないためヒルベルト空間は 1次元であることに注意する．
このヒルベルト空間に作用する演算子 f̂ について考えてみる．この演算子は，座標 x̂i を用
いて

f̂ =

∫
d2k

(2π)2
f(k)eik·x̂ (2.83)

のように展開される．ここで，f(k) = f(k1, k2)及び k · x̂ = k1x̂1 + k2x̂2である．この演算子 f̂

は，可換な 2次元平面上の関数 f(x) = f(x1, x2)を対応させることができる．

f̂ =

∫
d2k

(2π)2

∫
d2xf(x)e−ik·xeik·x̂　． (2.84)

ここで，2次元平面上の関数は

f(x) =

∫
d2k

(2π)2
f(k)eik·x (2.85)

で定義している．次に，運動量 (2.80)式と演算子 (2.83)式の交換関係について考える．これは，
以下のように計算される．

[p̂i, f̂ ] =

∫
d2k

(2π)2
dx(−i∂xif(x))e

−ik·xeik·x̂ (2.86)

したがって，運動量と交換子をとることが，可換平面上の関数空間で −i∂xi を作用させること
に対応していることが分かる．すなわち，

[p̂i, ]↔ −i∂xi (2.87)

である．
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次に，2次元の非可換球面について考える．2次元の非可換球面上の座標Xiを SU(2)のリー
代数のスピン J 表現の生成子 Liを用いて

Xi = RLi　 (2.88)

のように表す．ただし，Liは (2J + 1)× (2J + 1)行列であり，非可換平面を表す無限次元行列
x̂iとは行列サイズが異なることに注意する．この定義により，非可換球面上の座標は以下の関
係式

(X1)
2
+ (X2)2 + (X3)2 = R2J(J + 1)1l2J+1 (2.89)

を満たす．非可換球面の半径は

R
√
J(J + 1) (2.90)

であることが分かる．この半径は，行列サイズが無限大の極限すなわち J → ∞のとき R ∼
O(1/J)なら有限に保たれることに注意する．これらの座標の間には交換関係

[Xi, Xj ] = iRεijkXk (2.91)

が成り立つ．これより行列サイズが無限大の極限 (J →∞)は，R ∼ O(1/J)であれば，可換極
限に相当することが分かる．
2J + 1次元のヒルベルト空間の基底として，以下のような標準的な基底をとる．

|J,m⟩ (m = −J,−J + 1, · · · , J)． (2.92)

SU(2)の生成子のこの基底への作用は

L± |J,m⟩ =
√

(J ∓m)(J ±m+ 1) |J,m± 1⟩
L3 |J,m⟩ = m |J,m⟩ (2.93)

である．このヒルベルト空間に作用する演算子 f̂ について考える．この演算子は，基底 (2.92)

式を用いて

f̂ =
∑
m,m′

fm,m′ |J,m⟩ ⟨J,m′| (2.94)

のように展開される．ここで，さらに便利な基底として非可換球面調和関数

ŶjM =
√
2J + 1

∑
m,m′

(−1)−J+m′
CjM
Jm J−m′ |J,m⟩ ⟨J,m′| (2.95)

を用いる．ここで，0 ≤ j ≤ 2J，−j ≤ M ≤ j，CjM
Jm J−m′ は Clebsh-Gordan係数である．ま

た，エルミート共役は

(ŶjM )† = (−1)M Ŷj−M (2.96)

で与えられ，正規直交関係

1

2J + 1
Tr
(
(ŶjM )†(Ŷj′M ′ )

)
= δjj′ δMM

′ (2.97)
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を満たしている．非可換球面調和関数の積は

Ŷj2M2 Ŷj3M3 =
∑
j1M1

Ĉj1M1

j2M2j3M3
Ŷj1M1， (2.98)

Ĉj1M1

j2M2j3M3
≡ 1

2J + 1
Tr
(
(Ŷj1M1)

†Ŷj2M2 Ŷj3M3

)
(2.99)

で与えられる．SU(2)の生成子と非可換球面調和関数 (2.95)式の交換子について考える．これは，

[L±, ŶjM ] =
√

(J ∓m)(J ±m+ 1)ŶjM±1，

[L3, ŶjM ] =MŶjM (2.100)

のように与えられる．
ここで，可換空間における角運動量演算子 Liと球面調和関数 YjM を思い出そう．Ω = (θ, ϕ)

を球面上の座標とする．球面調和関数の複素共役は

(YjM (Ω))∗ = (−1)MYj−M (Ω) (2.101)

で与えられ，正規直交関係

1

4π

∫
dω(YjM (Ω))∗(Yj′M ′ (Ω)) = δjj′ δMM

′ (2.102)

を満たしている．球面調和関数の積は

Yj2M2(Ω)Yj3M3(Ω) =
∑
j1M1

√
(2j2 + 1)(2j3 + 1)

2j1 + 1
Cj10
j20j30

Cj1M1

j2M2j3M3
Yj1M1(Ω)

(2.103)√
(2j2 + 1)(2j3 + 1)

2j1 + 1
Cj10
j20j30

Cj1M1

j2M2j3M3
=

1

4π

∫
dΩ(Yj1M1(Ω))

∗Yj2M2(Ω)Yj3M3(Ω) (2.104)

で与えられる．角運動量演算子

L± = e±iϕ
(
± ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂ϕ

)
，

L3 = −i
∂

∂ϕ
(2.105)

の球面調和関数 YjM (Ω)への作用は，

L±YjM (Ω) =
√

(J ∓m)(J ±m+ 1)YjM±1(Ω)，

L3YjM (Ω) =MYjM (Ω) (2.106)

である．
以上から，非可換球面調和関数 ŶjM は可換極限で球面調和関数 YjM に対応することが分か
る．また，SU(2)の生成子と交換子をとることは可換空間において角運動量演算子を作用させ
ることに対応している．先ほどの非可換平面の例では運動量が現れていたことに注意する．ま
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た，行列に対して 1
2J+1Trをとることは，可換空間上での積分

1
4π

∫
dΩに対応している．まとめ

ると，

ŶjM ↔ YjM (Ω)， (2.107)

[L̂i, ]↔ Li， (2.108)

1

2J + 1
tr↔

∫
dΩ

4π
(2.109)

である．ただし，J→ ∞の可換極限で，j1，j2，j3 ≪ J のときに成り立つ

Ĉj1M1

j2M2j3M3
→ Cj1M1

j2M2j3M3

√
(2j2 + 1)(2j3 + 1)

2j1 + 1
Cj10
j20j30

(−1)−j1−j2+j3 (2.110)

を用いている．任意の演算子は (2.95)式を用いて

f̂ =

2J∑
j=0

j∑
M=−j

fjM ŶjM (2.111)

のように展開される．これより，以下で定義される可換球面上の関数

f(Ω) =

2J∑
j=0

j∑
M=−j

fjMYjM (Ω) (2.112)

が非可換平面の例と同様に，ヒルベルト空間上の演算子と対応することが分かる．
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第3章 多様体と微分幾何

この章では，後の章で必要となる多様体の基礎と微分幾何について解説する [22–25]．特に，
ファイバー束と接続の概念は Berezin-Toeplitz量子化だけでなく行列による幾何の記述を考え
る上で大変重要となる．3.1節では，必要となる写像と位相空間を導入し多様体を定義する．3.2

節では，多様体上の微分形式を導入しその積分を定義する．3.3節では，物理学にも馴染みの
深いRiemann幾何学を数学的な視点から説明する．3.4節では，ファイバー束の概念を説明し，
ファイバー束上の接続についてU(1)ゲージ理論の例を取り入れながら説明する．3.5節では，2

次元の捻じれ複体に対するAtiyah-Singerの指数定理について解説する．

3.1 多様体の定義

本節では，写像や位相空間などを定義し，これらを用いて多様体を定義する．本論文におけ
る多様体とは，ここで定義する微分多様体を指す．

写像

はじめに，基本的な写像について説明する．写像とは，集合の任意の元がある規則に従って
別の集合の元に対応することである．Xと Y を集合とし，2つの集合の元をそれぞれ x, x′ ∈ X
及び y ∈ Y とする．このとき，写像 f : X → Y は以下の条件を満たすとき単射・全射・全単射
という．

単射: x ̸= x′ならば f(x) ̸= f(x′)であるとき

全射 (上への写像): 任意の yに対して，f(x) = yとなる xが少なくとも 1つ存在するとき

全単射: 単射かつ全射であるとき

単射は，集合Xの任意の元が全て異なる Y の元へ対応する，1対 1写像であることを意味して
いる．全射は，任意の Y の元に対応する集合Xの元が少なくとも 1つは存在することを示して
いる．
集合X と Y に積や和などの代数的演算が与えられているとする．写像 f : X→Y がこれら
の演算を保つとき，f は準同型写像という．準同型写像が全単射であるとき，f を同型写像とい
う．このとき，X と Y は同型であるといい，X ∼ Y で表す．

ベクトル空間と線形写像

体K(= R,C)上のベクトル空間 V (または線形空間)とは，V の元ベクトルに対して和とスカ
ラー倍という 2つの演算が定義されている集合のことである．{vi}(i = 1, · · · , k)を k個のベク
トルからなる集合とする．等式

a1v1 + a2v2 + · · ·+ akvk = 0 (3.1)
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が自明でない解 (xi ̸= 0)を持つとき，{vi}は 1次従属であるといいい，自明な解 (xi = 0)しか
持たないとき，1次独立であるという．ベクトル空間 V 上の任意の元 v ∈ V を，1次独立なベ
クトルの集合 {bi}の 1次結合で一意的に

v = v1b1 + v2b2 + · · ·+ vnbn (3.2)

と表せるとき，{bi}をベクトル空間 V の基底であるという．基底が n個の元からなるとき，ベ
クトル空間 V の次元は nで，dimV = nで表す．K上の n次元ベクトル空間を V (n,K)で表す．
2つのベクトル空間 V とW の間の写像 f : V → W が以下の条件を満たすとき線形写像と
いう．

f(a1v1 + a2v2) = a1f(v1) + a2f(v2)． (3.3)

ただし，a1，a2 ∈ K及び v1，v2 ∈ V である．線形写像 f の像とは f(V ) ∈W のことで Imf で
表す．また，線形写像 f の核とは {v ∈ V |f(v) = 0}のことでKerf で表す．線形写像 f におい
て，W が体K そのものであるとき，f を線形関数という．
さらに，双対ベクトル空間について説明する．まず，f : V → K を n次元ベクトル空間上の
線形関数とする．この空間の基底を {bi}とし，V の任意の元を v = v1b1 + v2b2 + · · · + vnbn

で表す．f の線形性から，f(v) = v1f(b1) + v2f(b2) + · · · + vnf(bn)である．これは，すべて
の iに対する f(bi)の値から，任意のベクトル vに対する作用が分かることを意味している．ま
た，2つの線形関数の 1次結合は再び線形関数となることから，ベクトル空間 V 上の線形関数
全体は再びベクトル空間となる．

(a1f1 + a2f2)(v) = a1f1(v) + a2f2(v)． (3.4)

このような線形空間を V (n,K)の双対ベクトル空間といい，V ∗(a,K)または V ∗で表す．dimV

が有限なら dimV = dimV ∗である．
V ∗ の基底 {b∗i}は線形関数であるので，ベクトル bj への作用を決めると完全に決まる．そ
こで，

b∗i(bj) = δij (3.5)

を満たす双対基底 {b∗i}を定める．この双対基底を用いると任意の関数 (双対ベクトル)は，

f = fib
∗i (3.6)

と展開される．このようにして，関数 (双対ベクトル)のベクトルへの作用は，行ベクトルと列
ベクトルの間の内積 f(v) = fib

∗i(vjbj) = fiv
iとしてかける．内積は ⟨ , ⟩ : V ∗ × V→K を用

いて表すこともある．内積を用いると，ベクトルは双対ベクトルへの作用する線形関数とみる
ことができる．
また，2つのベクトルの間の内積は以下のように定義することができる．V (n,K)を基底 {bi}
をもつベクトル空間，g : V→V ∗をベクトル空間の同型写像とする．ここで gは一般線形変換
群GL(n,K)の任意の元である．任意のベクトル v1と v2の間の内積は，

g(v1,v2) ≡ ⟨gv1,v2⟩ (3.7)

と定義することができる．vのノルムを内積 g(v,v)の平方根で定義するために，行列 (gij)は正
定値であることを要請する．また，g(v1,v2) = g(v2,v1)となるために，gは対称行列 gij = gji

でなければならない．
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これらを用いて誘導写像と引き戻しについて説明する．f : V → W をベクトル空間 V とW

の間の線形写像，g : W → K をW 上の線形関数とする．このとき，合成写像 g ◦ f は V 上の
線形関数である．これを hとおく．つまり，h(v) ≡ g(f(v))である．これは gが与えられると，
写像 f が写像 hを誘導したことになる．したがって，誘導写像 f∗ : g 7→ h = f∗(g)を得ること
になる．写像 hを，f∗による gの引き戻しという．
双対ベクトルはベクトルをスカラーに写す線形関数である．一方，ベクトルは双対ベクトル
をスカラーに写す線形関数である．これらは，いくつかのベクトルと双対ベクトルをスカラー
に写す多重線形関数であるテンソルに一般化することができる．q個の双対ベクトルと r個のベ
クトルを Rへ写す多重線形写像

T :

q⊗
V ∗

r⊗
V → R (3.8)

を (q, r)型テンソル T という．(1, 0)型テンソルは双対ベクトルを実数に写すのでベクトルであ
る．これを，反変ベクトルともいう．また，(0, 1)型テンソルはベクトルを実数に写すので双対
ベクトルである．これを，共変ベクトルともいう．すべての (q, r)型テンソルの集合は，(q, r)

型テンソル空間 T q
r と呼ばれる．このテンソル空間上では，テンソル積と縮約の 2つの演算が定

義できる．

位相空間と同相写像

位相空間の定義は，以下の通りである．

定義 1. X を任意の集合とする．X のある部分集合族 T = {Ui|i ∈ I}が次の 3つの条件を満た
すとき，対 (X, T )を位相空間 (topological space)という．

(i) ∅ ∈ T かつX ∈ T
(ii) J を I の任意の（無限かもしれない）部分集合とする．部分集合族 {Uj |j ∈ J}について，

Uj ∈ T なら
∪

j∈J Uj ∈ T
(iii) K を I の任意の有限部分集合とする．部分集合族 {Uk|k ∈ K}について，Uk ∈ T なら∩

k∈K Uk ∈ T

対 (X, T )を省略して位相空間Xと呼ぶこともある．Xの部分集合U が T に属するとき，Uiを
X の開集合と呼ぶ．位相空間X の簡単な具体例として，Rが挙げられる．T はX に位相を定
めるという．
次に，連続写像の定義を与える．

定義 2. X，Y を位相空間とする．写像 f : X→Y が連続写像であるとは，Y における任意の開
集合の逆像がX の開集合であるときをいう．

(X, T )を位相空間とする．X の部分集合族 {Ai}がX の被覆であるとは，∪
i∈I

Ai = X (3.9)

を満たすときをいう．すべてのAiが位相 T の開集合であるとき，この被覆を開被覆と呼ぶ．
以上を用いて，同相写像は以下のように定義することができる．

定義 3. X1，X2を位相空間とする．写像 f : X1 → X2が同相写像であるとは，f が連続で全
単射かつ逆写像 f−1 : X2 → X1が連続写像であるときをいう．X1とX2の間に同相写像が存在
するとき，X1はX2に同相であるという．
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多様体

これらを用いて多様体を定義する．一般に多様体とは局所的に Rmに同相な位相空間のこと
である．大域的には Rmに同相でなくても良い．局所的に Rmと同相であることから，多様体
の各点に局所座標というm個の数からなる集合を対応させることができる．多様体が大域的に
Rmに同相でないときは，複数の局所座標を導入する必要がある．この場合，2つ以上の局所座
標で表される点が存在し，ある座標から別の座標への変換が滑らかである必要がある．この変
換が滑らかであることは，多様体上での微積分を行う上で必要となる．多様体の定義は，以下
のように与えられる．

定義 4. M が以下の 4つの条件を満たすとき，m次元微分多様体であるという．

(i) M は位相空間である．

(ii) M には対の族 {(Ui, φi)}が与えられている．
(iii) {Ui}はM 開被覆であり，φiは Uiから Rnの開部分集合 U ′

i の上への同相写像である．

(iv) Ui ∩Uj ̸= ∅を満たすUiとUjが与えられたとき，φi ◦φ−1
j は φj(Ui ∩Uj)から φi(Ui ∩Uj)

への無限階微分可能な写像である．

部分集合 Ui を局所パッチまたは座標近傍，φi を座標関数または座標，対 (Ui, φi)をチャート，
族 {(Ui, φi)}をアトラスという．φiはm個の関数 {x1(p), x2(p), · · · , xm(p)}で表され，これら
を座標と呼ぶこともある．条件 (ii)と (iii)から，M は局所的に Euclid空間である．すなわち，
M は Uiにおいて，座標が {xµ} = {x1, x2, · · · , xm}である Rmの開集合と同相である．

3.2 多様体上の微積分

前節では多様体を定義した．本節では，微分可能写像や 1-形式を定義し，多様体上の微積分
を定義する．多様体は局所的に Rnと同相であることから，Rn上の微積分を利用できる．

微分可能写像

f : M→ N をm次元多様体M から n次元多様体N への写像とする．M 上の点を pとする
と，f : p 7→ f(p)であり，p ∈ U 及び f(p) ∈ V となるチャートをそれぞれ (U,φ)と (V, ψ)とと
る．このとき f は

ψ ◦ f ◦ φ−1 : Rm → Rn (3.10)

のような座標表示をとる．それぞれ座標を φ(p) = {xµ}，ψ(p) = {yα}とかくと，ψ ◦ f ◦ φ−1

はm変数ベクトル値関数 y = ψ ◦ f ◦ φ−1(x)である．これを単に y = f(x)と書くこともある．
ψ ◦ f ◦ φ−1(x)が任意の xµに対して無限回微分可能 C∞であるとき，f は x = φ(p)で微分可
能であるという．微分可能写像 f はまた，滑らかであるという．写像 f の微分可能性は座標や
チャートの取り方によらないことに注意する．このとき，微分同相写像は以下のように定義さ
れる．

定義 5. もし ψ ◦ f ◦φ−1に逆写像が存在し，y = ψ ◦ f ◦φ−1(x)と x = φ ◦ f−1 ◦ψ−1(y)がC∞

であるとき，写像 f は微分同相写像であるという．また，このときM とN は互いに微分同相
であるといい，dimM = dimN である．
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特に，微分同相写像 f :M→ M 全体の集合は群をなし，Diff(M)とかく．互いに微分同相であ
る 2つの多様体は同じ多様体とみなす．微分同相写像は明らかに同相写像であるが，この逆に
ついて考える．微分同相ではないが同相である写像をもつことは，1つの位相空間に異なる微
分構造を入れることと同じである．実際にそのようなものを与えるのは難しく，高次元多様体
dimM ≥ 4でなければ存在しないことが知られている．

ベクトルと微分 1-形式

ここでは，多様体上の関数，曲線，ベクトル，1-形式 (1-form)について説明する．m次元多
様体M 上の関数 f とは，M から Rへの滑らかな写像のことである．チャート (Ui, φi)上で f

の座標表示はm変数の実数値関数 f ◦ φ−1
i : Rm → Rで与えられる．M 上の滑らかな関数全体

の集合を F(M)と表す．
m次元多様体M 上の開曲線 cとは，開区間からM への写像 c : (a, b)→M のことである．こ
こでは後の議論のため，(a, b)は a < 0 < bを満たす開区間とし，曲線 cは自分自身と交わりを
持たないとする．チャート (Ui, φi)上で曲線 c(t)の座標表示は x = φi ◦ c : R → Rmで与えられ
る．同様に多様体上の閉曲線は写像 S1→M で与えられる．
m次元多様体M 上のベクトルは，M 上の曲線に対する接ベクトルとして定義される．まず，

M 上の曲線を c(t) : (a, b)→M，M 上の関数を f : M→Rとする．ただし，(a, b)は t = 0を含
む開区間とする．M 上の点 c(0)における接ベクトルを，t = 0における曲線 c(t)に沿った関数
f(c(t))の方向微分として定義する．t = 0での関数 f(c(t))の方向微分は，

df(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

(3.11)

である．チャート (Ui, φi)上で f の座標表示 f ◦ φ−1(x)を行うと，次式のようにも表せる．

∂f

∂xµ
dxµ(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

． (3.12)

ここで，簡単のために ∂(f ◦ φ−1(x))/∂xµを ∂f/∂xµと書いている．微分作用素X を以下のよ
うに導入する．

X = Xµ ∂

∂xµ
　，Xµ =

dxµ(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

． (3.13)

(3.11)式は，関数 f に微分作用素X を作用させて得られる式と思える．すなわち，

X[f ] ≡ Xµ

(
∂f

∂xµ

)
=

df(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

(3.14)

である．このように，M 上の点 p = c(0)における曲線 c(t)によって与えられた方向に沿っての
接ベクトルはX = Xµ(∂/∂xµ)によって定められる．
M 上の点 pにおける接ベクトル全体は，pにおけるM の接空間と呼ばれ，TpM と表す．接
空間はベクトル空間になっている．(3.14)式より， ∂

∂xµ (1 ≤ µ ≤ m)は TpM の基底ベクトルで，
dimTpM = dimM である．TpM の元 V は，接ベクトルまたは単にベクトル，反変ベクトル
と呼ばれる．ベクトル V が V = V µbµ (bµ = ∂

∂xµ )と表されるとき，この基底 {bµ}を座標基底
と呼び，V µを V の bµに関する成分と呼ぶ．(3.14)式より，ベクトルは座標を決めなくても存
在する，すなわち決め方が座標によらない．このことから，ベクトルの成分の座標変換におけ
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る変換性を読み取ることができる．M 上の点 p ∈ Ui ∩ Uj の座標表示をそれぞれ x = φi(p)と
y = φj(p)とする．このとき，ベクトル V ∈ TpM は

V = V µ ∂

∂xµ
= Ṽ µ ∂

∂yµ
(3.15)

のように表せる．したがって，ベクトルの成分の座標変換における変換性は

Ṽ µ = V ν ∂y
µ

∂xν
(3.16)

となる．ベクトルの成分はベクトルが座標によらず不変となるように変換していることに注意
する．
次に，m次元多様体M 上の 1-形式について考える．2.1節におけるベクトル空間についての
議論を思い出す．TpM はベクトル空間なので，TpM の双対ベクトル空間が存在する．この双
対ベクトル空間とは，TpM からRへの線形関数からなるベクトル空間のことである．このよう
な双対ベクトル空間を pにおける余接空間と呼び，T ∗

pM と表す．T
∗
pM の元 ω : T ∗

pM→Rは，
M 上の微分 1-形式である．又は，1次微分形式と呼ぶ．微分形式の定義はこのあとで行う．こ
れを単に 1-形式，双対ベクトル，余接ベクトル，共変ベクトルとも呼ぶ．この双対ベクトル空
間 T ∗

pM を，点 pにおける 1-形式全体からなるベクトル空間という意味で ω1
p(M)と表すことも

ある．
1-形式の例として，関数f ∈ T (M)の微分df ∈ T ∗

pMについて考える．dfのベクトルV ∈ TpM
への作用は

⟨df, V ⟩ ≡ V [f ] (3.17)

で定義される．ここで，V [f ]はベクトル V の関数 f への作用であり (3.14)式で定義されている
ことに注意する．
df は座標 x = φ(p)により

df =
∂f

∂xµ
dxµ (3.18)

と表される．dxµは T ∗
pM の基底であり，双対基底と呼ばれる．双対基底と座標基底は⟨

dxν ,
∂

∂xµ

⟩
=
∂xν

∂xµ
= δνµ (3.19)

の関係を満たす．任意の 1-形式は双対基底を用いて

ω = ωµdx
µ (3.20)

と表される．ωµは 1-形式 ωの成分と呼ばれる．ベクトル V = V µ ∂
∂xµ と 1-形式 ω = ωµdx

µの
内積 ⟨ , ⟩ : T ∗

pM ⊗ TpM→Rは

⟨ω, V ⟩ = ωνV
µ

⟨
dxν ,

∂

∂xµ

⟩
= ωνV

µδνµ = ωµV
µ (3.21)

で定義される．(3.17)式より，1-形式はベクトルと同様に座標を決めなくても存在することが
分かる．このことから，1-形式の成分の座標変換の変換性を読み取ることができる．M 上の点
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p ∈ Ui ∩ Uj の座標表示をそれぞれ x = φi(p)と y = φj(p)とする．このとき，1-形式 ω ∈ T ∗
pM

は

ω = ωµdx
µ = ω̃µdy

µ (3.22)

のように表せる．したがって，1-形式の成分の座標変換における変換性は (3.19)式より

dxν =
∂xν

∂yµ
dyµ (3.23)

となることが分かるので，

ω̃µ = ων
∂xν

∂yµ
(3.24)

となる．
m次元多様体M 上の (q, r)型テンソルは，q個の T ∗

pM の元と r個の TpM の元から Rへの
多重線形写像である．M 上の点 pにおける (q, r)型テンソル全体の集合を T q

r,pと表す．この元
T ∈ T q

r,pは，座標基底と双対基底を用いて

T = T
µ1···µq

ν1···νr
∂

∂xµ1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xµq
dxν1 ⊗ · · · ⊗ dxνr (3.25)

と表される．これは，
⊗q T ∗

pM
⊗r TpM から Rへの線形関数である．テンソル T の，ベクト

ル Vi = V µi
i

∂
∂xµi (1 ≤ i ≤ r)と 1-形式 ωi = ωiµidx

µi(1 ≤ i ≤ q)への作用は，

T (ω1, · · · , ωq;V1, · · · , Vr) = T
µ1···µq

ν1···νrω1µ1 · · ·ωqµqV
ν1
1 · · ·V

νr
r (3.26)

となる．
M 上の各点でベクトル V が滑らかであるとは，ベクトルを成分表示したときに，その各成
分が C∞級微分可能であることを意味する．M 上の各点でベクトル V が滑らかに定められて
いるとき，それをM 上のベクトル場と呼ぶ．つまり，M 上の任意の関数 f ∈ F(M)に対して
V [f ] ∈ F(M)であれば V はベクトル場である．M 上の点 pにおけるベクトル場全体の集合は
接空間 TpM と表すと説明したが，M のベクトル場全体の集合をX(M)と表す．同様にM 上の
各点で (p, q)型テンソル T が滑らかに定められているとき，それを (p, q)型テンソル場と呼ぶ．
M 上の (p, q)型テンソル場全体の集合を T q

r (M)と表す．T 0
1 (M)はM 上の双対ベクトル場全体

の集合である．すなわち T ∗M とも表せる．後で説明するように，双対ベクトル場を微分形式
と考えれば，Ω1(M)と表すこともできる．T 1

0 (M)はM 上のベクトル場全体の集合で，TM と
も表せる．

誘導写像と部分多様体

次章以降の議論において，R3に埋め込まれた 2次元球面 S2を考える．そのために，ここで
は誘導写像について説明し，部分多様体を定義する．M と N を多様体とする．滑らかな写像
f :M→N は微分写像と呼ばれる写像 f∗を誘導する．

f∗ : TpM→Tf(p)N． (3.27)

この写像は，ベクトルからベクトルへの写像であることに注意する．前で説明した曲線に沿った方
向微分としての接ベクトルの定義からf∗の具体的な形が導かれる．g ∈ F(N)なら，g◦f ∈ F(M)
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となる．M 上のベクトル V ∈ TpM はこの関数 g ◦ f に作用すると実数 V [g ◦ f ]を与える．そ
こで，N 上のベクトルである f∗V ∈ Tf(p)N を

(f∗V )[g] ≡ V [g ◦ f ] (3.28)

で定義する．M とN のチャート (Ui, φi)，(Vi, ψi)と座標 x = φ(p)，y = ψ(f(p))を用いれば，

(f∗V )[g ◦ ψ−1(y)] ≡ V [g ◦ f ◦ φ−1(x)] (3.29)

と表せる．
誘導写像を用いて，ここでは多様体の部分多様体を定義する．

定義 6. M と N を多様体とし，dimM ≤ dimN とする．M から N への滑らかな写像を f :

M→N とする．

(i) 写像 f は，その誘導写像 f∗ : TpM→Tf(p)N が単射である，すなわち rankf∗ = dimM のと
き，M からN へのはめ込みであるという．

(ii) 写像 f がはめ込みかつその像 f(M)がM に微分同相であるとき，f を埋め込みであるとい
う．像 f(M)をN の部分多様体と呼ぶ．

Lie括弧積

多様体上の 2つのベクトル場についてのLie括弧積を以下で定義する．以下では，∂µ = ∂/∂xµ

という記法を用いる．

定義 7. X = Xµ∂/∂xµとY = Y µ∂/∂xµを多様体M上のベクトル場とする．任意の f ∈ F(M)

に対して，Lie括弧積を

[X,Y ]f = X
[
Y [f ]

]
− Y

[
X[f ]

]
(3.30)

で定義する．

このとき，[X,Y ]f はベクトル場の関数への作用から

[X,Y ]f = X
[
Y [f ]

]
− Y

[
X[f ]

]
= (Xµ∂µY

ν − Y µ∂µX
ν)

∂f

∂xν
(3.31)

と計算できる．したがって，[X,Y ]は

[X,Y ] = (Xµ∂µY
ν − Y µ∂µX

ν) bν (3.32)

で与えられるベクトル場である．Lie括弧は以下 3つの性質を満たす．

(a) 双線形性：[X, c1Y1 + c2Y2] = c1[X,Y1] + c2[x, Y2]

[c1X1 + c2X2, Y ] = c1[X1, Y ] + c2[x2, Y ]

(b) 歪対称生：[X,Y ] = −[Y,X]

(c) Jacobi恒等式：
[
[X,Y ], Z

]
+
[
[Z,X], Y

]
+
[
[Y,Z], X

]
= 0
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微分形式とその微積分

前の議論で，多様体上の 1次微分形式である 1-形式について説明したが，ここではこれを一
般化した r 次微分形式を定義する．はじめに，多様体M 上の点 pにおける (0, r)型テンソル
ω ∈ T 0

r,p(M)について考える．このテンソルに作用する対称作用素を P とする．

Pω(V1, · · · , Vr) ≡ ω(VP (1), · · · , VP (r))． (3.33)

ここで，Vi ∈ TpM，P は r次対称群 Srの元である．座標基底を {bµ} = { ∂
∂xµ }に選ぶと，ωの

成分は

ω(eµ1 , · · · , eµr) = ωµ1···µr (3.34)

であり，Pωの成分は

Pω(eµ1 , · · · , eµr) = PωµP (1)···µP (r)
(3.35)

である．
ω ∈ T 0

r,p(M)に対する反対称積Aは

Aω =
1

r!

∑
P∈Sr

sgn(P )Pω (3.36)

である．
これをもとに，r次微分形式を以下のように定義できる．

定義 8. (0, r)型の完全反対称テンソルを r次微分形式，または r-形式という．

r個の 1-形式の外積をその完全反対称積で定義する．

dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr =
∑
P∈Sr

sgn(P )dxµP (1) ⊗ dxµP (2) ⊗ · · · ⊗ dxµP (r) (3.37)

である．この式は r = 2のとき，

dxµ ∧ dxν = dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ (3.38)

である．後に定義する接続は 2-形式である．多様体M 上の点 p ∈M における r-形式全体がな
す空間をΩr

p(M)で表す．(3.37)式の r-形式の集合はΩr
p(M)の基底をなす．また，多様体M 上

の r-形式の全体の集合を Ωr(M)と表す．例えば，Ω0(M)はM 上の関数空間 (関数全体がなす
環)F(M)であり，Ω1(M)は 1-形式がなす空間，すなわち T ∗M である．
次に，外微分を以下のように定義する．

定義 9. 外微分 drは写像 Ωr(M) →Ωr+1(M)で，その r-形式

ω =
1

r!
ωµ1µ2···µrdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµr (3.39)

への作用は，

drω =
1

r!

(
∂

∂xν
ωµ1µ2···µr

)
dxµ ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr (3.40)

で定義される．
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最後に，多様体上の微分形式の積分について説明する．いま，多様体として m次元向き付
け可能多様体M を考える．ここでは，向き付け可能多様体の定義は省略する．後の議論の対
象となる球面や，平面，トーラスなどは向き付け可能多様体である．このような多様体上には
いかなる点でもゼロとならないm-形式 ωが存在する．このm-形式は体積要素と呼ばれ，関数
f ∈ F(M)をM 上で積分する際に測度としての役割を果たす．このような ωは，以下のように
構成できる．チャート (Ui, φi)の座標を x = φ(p)とする．h(p)をこのチャート上の正定値関数
とし，m-形式 ωを

ω = h(p)dx1 ∧ · · · ∧ dxm (3.41)

のようにとる．このとき，M が向き付け可能多様体ならば，任意のチャート上のいたるところ
で h(p)が正となるように ωを拡張することができる．こうして，体積要素である ωが構成さ
れる．
M 上の体積要素を ω，関数を f :M →Rとする．チャート (Ui, φi)の座標を xとする．局所
パッチ (座標近傍)Uiにおけるm-形式 fωの積分を∫

Ui

fω ≡
∫
φ(Ui)

f(φ−1
i (x))h(φ−1

i (x))dx1 · · ·dxm (3.42)

で定義する．ここで，右辺はm変数関数の重積分であることに注意する．Ui上の関数の積分が
定義されれば，以下のように 1の分割を用いて多様体M 全体での積分が定義される．

定義 10. M の開被覆 {Ui}でM の各点が有限個の Uiで覆われているものを選ぶ．もし，微分
可能な関数の族 εi(p)が

(i) 0 ≤ εi(p) ≤ 1，

(ii) p /∈ Uiならば εi(p) = 0，

(iii) 任意の点 p ∈M に対して ε1(p) + ε2(p) + · · · = 1，

を満たすとき，族 {εi(p)}は被覆 {Ui}に属する 1の分割と呼ばれる．

M の開被覆 {Ui}でM の各点が有限個の Uiで覆われているものを選ぶとしたが，このことが
いつも可能な多様体はパラコンパクトであるという．本論文で扱う多様体は，パラコンパクト
であることを仮定する．上の条件 (iii)から，

f(p) =
∑
i

f(p)εi(p) =
∑
i

fi(p) (3.43)

が得られる．ここで，fi(p) ≡ f(p)εi(p)は (ii)より，Uiの外側ではゼロである．故に p ∈M が
与えられればM のパラコンパクト性の仮定から (3.43) 式は iについての和が有限であることが
保証される．こうして，各 fi(p)に対して (3.42)式から fiの Ui上の積分を定義することができ
る．f の多様体M 全体での積分は，∫

M
fω ≡

∑
i

∫
Ui

fiω (3.44)

で与えられる．
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3.3 Riemann幾何学

前節では多様体を定義したが，多様体は計量テンソルが与えられるとさらに詳しい構造を持
ち得る．本節では，Riemann多様体における計量テンソルについて説明し，計量テンソルが与
えられている場合の多様体の幾何学について説明する．特に次章以降にスピノル束を考えるた
めに，多脚場とスピン接続を導入する．

計量テンソル

まず，多様体のRiemann計量の定義を与える．

定義 11. Mを微分多様体とする．M上の点 pにおける接空間におけるベクトルをU，V ∈ TpM
とする，このとき，M上のRiemann計量 gとは，各点 p ∈Mで次の 2つの公理を満たす (0, 2)

型テンソルである．
(i) gp(U, V ) = gp(V,U)．
(ii) gp(U,U) ≥ 0 ，ただし等式は U = 0のときのみ成り立つ．

ここで，点 pにおける計量テンソルを gpと表している．この gpは正定値な対称双一次形式であ
る．この様なRiemann計量を持つ多様体をRiemann多様体という．
点 pにおける接空間のベクトル U，V ∈ TpM の内積を計量テンソルによって gp(U, V )で定
義する．このとき gpは写像 TpM ⊗ TpM→Rであることに注意する．
(Ui, φi)をM におけるチャート，x = ϕ(p)を座標とする．g ∈ T 2

0 (M)であるので，gpは双対
基底を用いて

gp = gµν(p)dx
µ ⊗ dxν (3.45)

と展開される．計量テンソルの成分の対称性は座標基底への作用として以下のように見ること
ができる．

gµν(p) = gp

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
= gνµ(p)． (3.46)

gµνにおいて，混乱のない限り pを省略して表す．(µ, ν)成分が gµνであるような行列を (gµν)

で表す．この行列は対称行列であるのは明らかで，最大階数を持つので逆行列が存在する．こ
の逆行列を gµν(p)で表す．すなわち gµνg

νρ = δρµである．
無限小距離の 2乗は，無限小変位 dxµ ∂

∂xµ ∈ TpM に gを作用させることにより，

ds2 = g

(
dxµ

∂

∂xµ
,dxν

∂

∂xν

)
= dxµdxνg

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
= gµνdx

µdxν (3.47)

のように定義される．計量テンソルとは g = gµνdx
µ ⊗ dxν のことであるが，ds2 = gµνdx

µdxν

も計量と呼ぶことにする．Riemann多様体において，(gµν)は対称行列で，その固有値はすべ
て正の実数である．この行列を対角化することで，Euclid計量 δ = diag(1, · · · )が得られる．
また，定義 13の公理 (ii)において，任意の U ∈ TpM に対して gp(U, V ) = 0なら V = 0を満
たす gを擬計量テンソルといい，擬計量テンソルを持つ多様体を擬Riemann多様体という．こ
のとき行列 (gµν)は負の固有値を持ち得る．負の固有値を 1つだけ持つとき，Lorentz計量と呼
ばれる．この行列を対角化することにより，Minkowski計量 η = diag(−1, 1, · · · )が得られる．

32



アフィン接続と共変微分

多様体上で接続を定義することで，ベクトルの平行移動及び共変微分を定義することができ
る．ここで初めに定義するアフィン接続は，一般相対性理論でよく用いられる Levi-Civita接続
よりも一般的な定義であることに注意する．Levi-Civita接続は後で説明する．以下のようにア
フィン接続の定義を与える．

定義 12. M を多様体とする．M 上の関数を f = F(M)，ベクトル場をX，Y，Z ∈ X(M)と
する．アフィン接続∇とは，写像∇ : X(M)× X(M)→X(M)，(X,Y ) 7→ ∇XY で，次の 4つ
の条件を満たすものである．すなわち，2つのベクトル場から 1つのベクトル場を与える写像で
ある．

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ， (3.48a)

∇(X+Y )Z = ∇XZ +∇Y Z， (3.48b)

∇fXY = f∇XY， (3.48c)

∇X(fY ) = X[f ]Y + f∇XY． (3.48d)

m次元多様体M 上で，チャート (Ui, φi)とその座標 x = φi(p)をとる．TpM の座標基底を
{bµ} = { ∂

∂xµ }とする．このとき，m3個の接続係数と呼ばれる関数を

∇µbν ≡ ∇bµbν = bλΓ
λ
µν (3.49)

で定義する．定義より，添え字 µと νの入れ替えは必ずしも対称でないことに注意する．

Γλ
µν = Γλ

νµ (3.50)

となる特別な接続は Levi-Civita接続と呼ばれる．
アフィン接続∇の基底ベクトルへの作用から，∇の任意のベクトルへの作用が計算できる．

M 上の 2つのベクトル場を V = V µbµ，W =Wµbµとする．このときアフィン接続の作用は定
義 12の (3.48c)式，(3.48d)式，(3.49)式より，

∇VW = V µ∇bµ(W
νbν)

= V µ(bµ[W
ν ]bν +W ν∇bµeν)

= V µ

(
∂W λ

∂xµ
+W νΓλ

µν

)
eλ (3.51)

となる．ここで，(3.51)式の両辺はベクトル場である．左辺に注目すると，その λ番目の成分
は V µ∇µW

λである．ここで，(3.51)式の辺々の λ番目の成分は V µを除くと

∇µW
λ ≡ ∂W λ

∂xµ
+ Γλ

µνW
ν (3.52)

であると定義する．ここで，∇µW
λはベクトル場∇µW の λ番目の成分であり，成分W λの共

変微分ではないことに注意する．
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多様体M 上に曲線が与えられると，曲線に沿ってベクトルの平行移動を定義することができ
る．M 上のチャート (Ui, φi)と座標 x = φ(p)をとる．このチャートで被覆されている開曲線を
c(t) : (a, b)→M とし，c(t)に沿って定義されているベクトル場をX とする．

X|c(t) = Xµ(c(t))bµ|c(t)． (3.53)

ここで座標基底 {eµ} = {∂/∂xµ}を用いている．X が任意の t ∈ (a, b)に対して

∇VX = 0 (3.54)

を満たすとき，X は c(t)に沿って平行移動されたという．ただし

V =
d

dt
=

(
dxµ(c(t))

dt

)
bµ

∣∣∣∣
c(t)

(3.55)

は c(t)における接ベクトルであることに注意する．(3.54)式は，成分でかくと

dXµ

dt
+ Γµ

νλ

dxν(c(t))

dt
Xλ = 0 (3.56)

となる．(3.54)式においてX が V 自身であるとき，すなわち

∇V V = 0 (3.57)

のとき，曲線 c(t)を測地線，(3.57)式を測地線方程式という．これを成分でかくと

d2xµ

dt2
+ Γµ

νλ

dxν

dt

dxλ

dt
= 0 (3.58)

となる．

次に多様体上の共変微分を定義する．∇X は微分としての意味をもつので，多様体M 上の関
数 f ∈ F(M)の共変微分を通常の方向微分

∇Xf = X[f ] (3.59)

によって定義する．このとき，式は Leibnitz規則のようになる．

∇X(fY ) = (∇Xf)Y + f∇XY． (3.60)

これを任意のテンソル積にも成り立つことを要請する．T1，T2 を任意の型のテンソル場とす
ると，

∇X(T1 ⊗ T2) = (∇XT1)⊗ T2 + T1 ⊗ (∇XT2) (3.61)

を要請する．これらの要請の下で，1-形式 ω ∈ Ω1(M)の共変微分を計算する．その為に，ωと
ベクトル場 Y の内積 ⟨ω, Y ⟩ ∈ F(M)への∇X の作用を考えると，

∇X [⟨ω, Y ⟩] = ⟨∇Xω, Y ⟩+ ⟨ω,∇XY ⟩ (3.62)
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を得るはずである．この両辺を ν成分について書き直すと

(∇Xω)ν = Xµ∂µων −XµΓλ
µνωλ (3.63)

を得る．特に，X = bµのとき

(∇µω)ν = ∂µων − Γλ
µνωλ (3.64)

を得る．さらに，ω = dxν とすると

∇µdx
ν = −Γν

µνdx
λ (3.65)

を得る．このように関数の共変微分は (3.59)式，∇µの座標基底への作用は (3.49)式，双対基
底への作用は (3.65)式と決まったので，一般のテンソルの成分への作用は

∇µT
ν1···νp

λ1···λq
= ∂µT

ν1···νp
λ1···λq

+ Γν1
µρT

ρ···νp
λ1···λq

+ · · ·+ Γ
νp
µρT

ν1···ρ
λ1···λq

− Γρ
µλ1

T
ν1···νp

ρ···λq
− · · · − Γρ

µλq
T
ν1···νp

λ1···ρ (3.66)

となる．

Riemann曲率と捩率

多様体M上の曲がり具合を表す量として，捩率テンソルT : X(M)⊗X(M)→X(M)とRiemann

曲率テンソR : X(M)⊗ X(M)⊗ X(M)→X(M)をそれぞれ，

T (X,Y ) ≡ ∇XY −∇YX − [X,Y ]， (3.67)

R(X,Y, Z) ≡ ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (3.68)

で定義する．Rを Z に対する作用素とみて，R(X,Y )Z と表すこともある．ここで，[X,Y ]は
2つのベクトル場についての Lie括弧積である．
T とRがテンソルの性質である多重線形性を持つことを以下のように確かめる．まず，Rに
ついては以下のような結果を得る．

R(fX, gY )hZ = ∇fX∇gY hZ −∇gY∇fXhZ −∇[fX,gY ]hZ

= f∇X(gY [h]Z + gh∇Y Z)− g∇Y (fX[h]Z + fh∇XZ)

−∇(fg[X,Y ]−gY [f ]X+fX[g]Y )hZ

= fgh(∇X∇Y Z −∇Y∇XZ∇[X,Y ]Z)

= fghR(X,Y )Z． (3.69)

したがって，RはX，Y，Z について線形で，

R(X,Y )Z = XµY νZλR(bµ, bν)bλ (3.70)

を満たすことが分かる．ここで，(3.48c)式，(3.48d)式，Lie括弧積の性質を用いた．また，詳
細な計算は省くが以下も成り立つ．

R(fX1, gY1)hZ1 +R(fX2, gY2)hZ2 = fghR(X1 +X2, Y1 + Y2)(Z1 + Z2) (3.71)
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以上の性質から，Rは多重線形性を持つことが分かる．Rは 3つのベクトル場を 1つのベクト
ル場に写すので (1, 3)型テンソル場である．次に，T については以下のような結果を得る．

T (fX, gY ) = ∇fXgY −∇gY fX − [fX, gY ]

= f∇XgY − g∇Y fX − g[fX, Y ]− fX[g]Y

= fg(∇XY −∇YX − [X,Y ])

= fgT (X,Y )． (3.72)

また，

T (X,Y ) = XµY νT (bµ, bν) (3.73)

を示すことも容易である．したがって，T はRと同様に多重線形性を持つ．T は 2つのベクト
ル場を 1つのベクトル場に写すので (1, 2)型テンソル場である．
T とRはテンソルであるので，それらの基底ベクトルへの作用が決まれば，任意のベクトル
への作用を計算できる．座標基底 {bµ}と双対基底 {dxµ}におけるこれらの成分は以下のように
与えられる．

T λ
µν = ⟨dxλ, T (bµ, bν)⟩

= Γλ
µν − Γλ

νµ， (3.74)

及び

Rκ
λµν = ⟨dxκ, R(bµ, bν)bλ⟩

= ∂µΓ
κ
νλ − ∂νΓκ

µλ + Γη
νλΓ

κ
µη − Γη

µλΓ
κ
νµ． (3.75)

最後に，多様体の平行化可能性について説明する．m次元多様体M が至るところで 1次独立
なm個のベクトル場を許容するとき，M は平行化可能であると呼ばれる．平行化可能多様体上
では，これらのm個のベクトル場をM 上の各点で接空間の基底とすることができる．このと
き，点 pにおけるベクトル Vp ∈ TpM と，点 qにおけるベクトル Vq ∈ TqM が平行であるとは，
この基底に対する Vpと Vq の成分が全て等しいことであると定義できる．ベクトル場は多様体
上の全体で定義されるので，この平行性は pと qを結ぶ道の取り方に依らない．したがって，こ
のときRiemann曲率テンソルはゼロとなる．ただし，捩率テンソルは一般にはゼロとは限らな
い．実際に，2.2節の例では Riemann曲率テンソルはゼロであるが，捩率テンソルはゼロには
なっていない．

多脚場とスピン接続

ここでは，計量テンソルが与えられた多様体上のスピノルについて考える．スピノルは，Lorentz
変換の既約表現のひとつであり，平らなEuclid空間やMinkowski時空においては大域的に定義
される．そこで，多様体上の接空間である局所 Lorentz系においてスピノルを定義し，接空間
と多様体を結びつける多脚場を導入する．
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まず，m次元多様体M上の被覆 (Ui, φi)における点 pでの座標をx = φ(p)とする．座標xの添
え字をµ，ν，· · · を用いて表す．また，接空間における正規直交基底{θa = θaµ

∂
∂xµ }(a = 1, · · · ,m)

を導入する．すなわち，θaは

gp(θa, θb) = gµνθ
µ
a θ

ν
b = δab (3.76)

を満たす．θ µ
a は，局所 Lorentz変換に対しては共変ベクトルとして変換し，一般座標変換に対

しては反変ベクトルとして変換する．Euclid空間における計量テンソル

δab = diag(1, · · · , 1) (3.77)

の逆行列 (δab)を用いて，

θaµ = δabθ µ
b (3.78)

のように添え字 aを上げることができる．この量は局所 Lorentz変換に対して反変ベクトルと
して変換する．gµν を使うと，eaµを

eaµ = gµνθ
aν (3.79)

で定義することができる．eaµを多脚場と呼ぶ．{ea = eaµ
∂

∂xµ }(a = 1, · · · ,m)は余接空間の正
規直交基底となる．また，Euclid空間における計量を用いて，

eaµ = δabe
b
µ (3.80)

を定義することができる．θ µ
a ，θaµ，eaµ，eaµの間に成り立つ関係は，

eaµeaν = gµν，θ µ
a θ

aν = gµν， (3.81a)

eaµθ
ν
a = δνµ， (3.81b)

eaµθ
µ
b = δab，e

a
µθ

bµ = δab， (3.81c)

eaµθ
µ
b = δab (3.81d)

となる．
次に，局所Lorentz系におけるスピノル場ψについて考える．スピノル場は無限小局所Lorentz

変換において，

ψ→ψ + δψ，δψ =
1

4
εabγabψ (3.82)

のように変換される．γabは，

γab =
1

2
[γa, γb] (3.83)

で定義している．γaはクリフォード代数

{γa, γb} = 2δab (3.84)

を満たす．γabはm次元においては 2m/2 × 2m/2行列として実現される．εabは

εab = −εba (3.85)
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を満たす．Euclid空間におけるベクトル場 Vaもこのパラメーターを用いて

δVa = εabV
b (3.86)

のように変換される．また，スカラー場 ϕは Lorentz変換のもとで，

δϕ = 0 (3.87)

である．これらをスピン行列 Sabを用いて統一的に表すと，

δΦ =
1

2
εabSabΦ， (3.88)

となる．Sabは次の交換関係を満たす．

[Sab, Scd] = −δacSbd + δbcSad + δadSbc − δbdSac (3.89)

ここで，Φはスカラー ϕ，スピノル ψ，ベクトル Vaのいずれかで，

Sabϕ = 0， (3.90a)

Sabψ =
1

2
γabψ， (3.90b)

(SabV )c = (Sab)cdV
d

= (δacδbd − δadδbc)V d (3.90c)

と表される．
次に，∂µΦの変換性について考える．εabが xに依存しなければ，(3.88)式と同様の変換をす
る．ただし，δと ∂µは可換である．しかし，局所 Lorentz変換においては，εabは xに依存す
る．したがって，∂µΦの変換性は

∂µ(δΦ) =
1

2
εabSab∂µΦ+

1

2
(∂µε

ab)SabΦ (3.91)

となる．
∂µΦは Lorentz変換に対して，既約表現としてふるまわないことに注意する．そこで，新し
い接続場を導入し，新しい共変微分を定義することでこの問題を解決する．共変微分を

DµΦ = ∂µΦ+
1

2
Ωab

µSabΦ (3.92)

で定義する．ここで，新しい接続場であるスピン接続を Ωab
µで導入して．これは，

Ωab
µ = −Ωba

µ (3.93)

を満たし，無限小局所 Lorentz変換に対して

Ωab
µ→ Ωab

µ + δΩab
µ，

δΩab
µ = εacΩ

cb
µ + εbcΩ

ac
µ − ∂µεab (3.94)

のように変換するものとする．これにより，(3.92)式の第 2項の変換性は

δ(
1

2
Ωab

µSabΦ) =
1

2

(
(δΩab

µ)SabΦ+ Ωab
µSab(δΦ)

)
=

1

2
(εacΩ

cb
µ + εbcΩ

ac
µ)SabΦ

+
1

4
Ωab

µSabε
cdScdΦ−

1

2
(∂µε

ab)SabΦ (3.95)
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となる．(3.89)式を用いることにより，さらに式を整理することができる．(3.92)式，(3.94)式，
(3.95)式より，DµΦの変換性は

δ(DµΦ) =
1

2
εabSab

(
∂µΦ+

1

2
Ωcd

µScdΦ

)
=

1

2
εabSabDµΦ (3.96)

となり，Φと同様の変換性を示すことが分かった．
ここで導入したDµは局所 Lorentz変換に対する共変微分であり，前で定義した一般座標変換
に対する共変微分∇µとは異なることに注意する．ここで，eaν に対する全共変微分Dµを

Dµeaν = ∂µeaν +Ωabµe
b
ν − Γλ

νµeaλ (3.97)

で定義する．eaν に対しては

Dµe
a
ν = ∂µe

a
ν +Ωa

bµe
b
ν − Γλ

νµe
a
λ (3.98)

となる．
ここで，多脚場仮説

Dρeaν = Dρe
a
ν = 0 (3.99)

を課す．これは，(3.93)式及び (3.94)式と両立する．このとき，計量条件

∇ρgµν = 0 (3.100)

が成り立つ．これは，平行移動のもとでベクトルの内積が保たれるという条件と等価である．ま
た，このとき (3.74)式で与えられる捩率がゼロである条件は

dea +Ωab ∧ eb = 0 (3.101)

となる．ここで，Ωabは

Ωab = Ωab
µdx

µ (3.102)

である．

3.4 ファイバー束と接続

本節では，前節で定義した多様体とその接空間などを用いて，ファイバー束を定義する．本
論文でで扱うファイバー束とは，微分可能なものに限る．その後に，ファイバー束の具体例
としてベクトル束やフレーム束を説明する．フレーム束は，既に 2.2節で扱っている．次章の
Berezin-Toeplitz量子化では，2次元球面上のスピノル束を考えることになる．
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ファイバー束

はじめに，ファイバー束の定義を与える．

定義 13. ファイバー束 (E, π,M,F,G)とは，次のものからなる．ファイバー束をE
π−→M と表

すこともある．

(i) 全空間と呼ばれる微分可能多様体E

(ii) 底空間と呼ばれる微分可能多様体M

(iii) ファイバー又は典型ファイバーと呼ばれる微分可能多様体 F

(iv) 射影と呼ばれる全射 π : E→M．逆像 π−1(p) ≡ Fp ≃ F は点 pにおけるファイバーと呼ば
れる．

(v) 構造群と呼ばれる Lie群G．Gは左から F に作用する．

(vi) M の開被覆 {Ui}，および πϕi(p, f) = pを満たす微分同相写像 ϕi : Ui × F→π−1(Ui)．写
像 ϕiは，ϕ−1

i が π−1(Ui)を直積 Ui × F 上に写すので，局所自明化と呼ばれる．
(vii) ϕi(p, f) = ϕi,p(f)とかくとき，写像は微分同相写像である．上では tij(p) ≡ ϕ−1

i,p ◦ ϕj,p :

F→F がGの元であることを要請する．このとき，ϕiとϕjは滑らかな写像 tij : Ui∩Uj→G
によって

ϕj(p, f) = ϕi(p, tij(p)f) (3.103)

で関係づけられる．{tij}は変換関数と呼ばれる．

E
π−→ M をファイバー束とする．このとき切断とは，滑らかな写像 s : M→Eで，π ◦ s = idM

を満たすものである．s(p) = s|pは Fp = π−1(p)の元である．M 上の切断の集合を Γ(M,E)で
表す．また，チャート (Ui, φi)上の局所切断の集合を Γ(Ui, E)で表す．すべてのファイバー束
が大域的な切断を持つわけではないことに注意する．

ベクトル束・テンソル積束・主束

ベクトル束とは，ファイバーがベクトル空間であるファイバー束である．F を Rk，低空間
M をm次元多様体とする．全空間Eはm+ k次元多様体であり，kをファイバー次元といい，
dimEで表す．変換関数 tij はファイバーであるベクトル空間を同次元の別のベクトル空間に写
すのでGL(k,R)に属する．

底空間Mを共通とする 2つのベクトル束をE
π−→M，E

′ π
′

−→Mとする．テンソル積束E⊗E′

とは，各点 p ∈M に対して，ファイバーのテンソル積Fp⊗F
′
pを対応させることにより得られる

ファイバー束のことである．{bα}と{fβ}をそれぞれファイバーの基底とする．Fp⊗F
′
pは{bα⊗fβ}

によって張られる．すなわち，dim(E ⊗ E′
) = dimE × dimE

′
である．

⊗r E ≡ E ⊗ · · · ⊗ E
を E の r回のテンソル積束とする．{bα}を E のファイバー F の基底とすると，

⊗r E のファ
イバーは {bα1 ⊗ bα2 ⊗ · · · bαr}によって張られる．

主束とは，ファイバーF が構造群Gと同一のファイバー束である．主束P
π−→Mは，P (M,G)

とも表され，M 上のG束と呼ばれることもある．構造群Gはファイバー F へ左から作用する
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ものであるが，主束においては右からの作用も定義できる．u ∈ π−1(Ui)，p = π(u)に対して，
局所自明化 ϕi : Ui×G→π−1(Ui)が ϕ−1

i (u) = (p, gi)で与えられているとする．Gの π−1(Ui)へ
の右作用は，ϕ−1

i (ua) = (p, gia)によって定義される．すなわち，任意の g ∈ Gと u ∈ π−1(p)

に対して，

ua = ϕi(p, gia) (3.104)

である．右作用と左作用は可換であるので，この定義は局所自明化の取り方によらない．実際，
p ∈ Ui ∩ Uj のとき，

ua = ϕj(p, gja) = ϕj(p, tji(p)gia) = ϕi(p, gia) (3.105)

である．したがって，右からの作用は局所自明化を明示せずに定義される．

同伴束

同じ底空間M と変換関数 tij を持ち，異なるファイバー F 及び F
′
をもつ 2つのファイバー

束E
π−→M とE

′ π
′

−→M を互いに同伴するという．
例えば，2.2節では接ベクトル束に同伴する正規直交枠束について考えた．m次元多様体M

上の接ベクトル束 TM は，ファイバーがM 上の点 pにおける接空間 TpM である．接空間の基
底を θi = θ µ

i
∂

∂xµ とすると，変換関数は SO(m)の元となる．一方，この接ベクトル束に同伴す
る正規直交枠束は，ファイバーが正規直交基底の集合 {θi}で，変換関数は再び SO(m)の元と
なる．

主束上の接続

以下では，主束の構造群Gの Lie環を gとする．ここでの接続の定義は，接空間の水平方向
及び垂直方向の部分空間への分解に基づく．接続は，ある公理を満たす g値 1-形式として定義
される．g値 1-形式とは，Lie環 gに値をとる 1-形式のことである．
uを主束 P (M,G)の元とし，点 uにおける接空間を TuP とする．また，Gpを p = π(u)にお
けるファイバーとする．uにおいて，Gpに接する TuP の部分空間を垂直部分空間 VpP と呼ぶ．
VpP について考える．主束への群Gの右作用Rexp(tA)を

Rexp(tA)u = u exp(tA) (3.106)

で定義する．ここで，A ∈ gである．P 上の点 uを通る曲線が，この右作用によって定義され
る．π(u) = π(u exp(tA)) = pであるから，この曲線はGpの内部にある．ベクトルA# ∈ TuP
を

A#f(u) =
d

dt
f
(
u exp(tA)

)∣∣
t=0

(3.107)

で定義する．ここで，f は P 上の滑らかな関数である．ベクトル A#は uにおいてGpに接す
るので，A# ∈ VuP となる．このように，P の各点でベクトル A#が定義され，ベクトル場が
構成される．これを，Aによって生成される基本ベクトル場と呼ぶ．したがって，A 7→ A#で
与えられる写像# : g→VuP 存在する．この写像が同型写像であることを示すことができる．水
平部分空間HuP は TuP における VuP の補空間で，P に接続が定義されれば一意的に決まる．
以下のように，主束上の接続を与える．
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定義 14. P (M,G)を主束とする．P 上の接続とは，接空間 TuP を垂直部分空間 VuP と水平部
分空間HuP へ一意的に分解し，以下の条件を満たすものである．

(i) TuP = HuP ⊕ VuP
(ii) P 上の滑らかなベクトル場 V は滑らかなベクトル場 V H ∈ HuP と V V ∈ VuP に分解され

る．

(iii) 任意の u ∈ P，g ∈ Gに対して，HugP = Rg∗HuP となる．ここで，Rg∗ は右作用である．

初めに説明した通り，このような接続の具体的なものとして，接続 1-形式と呼ばれる Lie環
に値をもつ 1-形式 ω ∈ g⊗ T ∗P を導入する．

定義 15. 接続 1-形式 ω ∈ g⊗ T ∗P とは，TuP の垂直成分 VuP ≃ gの上への射影である．射影
の性質は次の条件によりまとめられる．

(i) ω(A#) = A，　A ∈ g

(ii) R∗
gω = Adg−1ω

すなわち，X ∈ TuP に対して，

R∗
gωu(X) = ωug(Rg∗X) = g−1ωu(X)g

が成り立つ．

ここで，随伴写像Adgについて説明しておく．Gを Lie群とし，g及び hをその元とする．特
に単位元を eとする．gに作用する随伴作用 ad : G→Gは，adgh ≡ ghg−1で定義される．adg

の微分は随伴写像と呼ばれ，Adg : ThG→Tghg−1Gで表される．TeG ≃ gに制限すると，Adgは
それ自身の上への写像Adg : g→gで，A 7→ gAg−1，A ∈ gで与えられる．
水平部分空間HuP を ωの核

HuP ≡ {X ∈ TuP |ω(X) = 0} (3.108)

によって定義する．この水平部分空間は，

Rg∗HuP = HugP (3.109)

を満たすことが示せる．ωは，定義 14と同様に TuP をHuP ⊕ VuP に分解するので，接続その
ものである．
次に，多様体における局所接続について説明する．多様体M 上の開被覆を {Ui}とし，各 Ui

で定義される局所切断を σiとする．Ui上の g値 1-形式の局所表示Aiを

Ai ≡ σ∗i ω ∈ g⊗ Ω1(Ui) (3.110)

で導入する．逆に，g値 1-形式の局所表示 Aiが与えられると，σ∗i による引き戻しがこの g値
1-形式となるような接続 1-形式 ωを再構成できることを示せる．ωが P 上で一意的に定義され
るためには，すなわち TuP = HuP ⊕ VuP の分解が一意的であるためには，Ui ∩ Uj ̸= ∅上で
ωi = ωj とならなければならない．このとき，一意的な 1-形式 ωが ω|Ui = ωiにより P 全体で
定義される．この条件を満たすために，g値 1-形式 ωの局所表示Aiは，共通部分をもつ 2つの
被覆を移り合う際に，特別な変換則を満たさなければならない．これをみるために，以下のよ
うな補題を用いる．
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補題
主束 P (M,G)上の被覆 Uiと Uj における局所切断を σiと σj とする．ただし，Ui ∩ Uj ̸= ∅と
し，pをこの共通部分上の点とする．このとき，X ∈ TpM に対して，σi∗X と σj∗X は

σj∗X = Rtij∗(σi∗X) + (t−1
ij dtij(X))#

を満たす．ただし，tij : Ui ∩ Uj→Gは変換関数である．

これを，接続 1-形式 ωに適用すると以下のような結果を得る．

σ∗jω(X) = ω(σj∗X)

= ω
(
Rtij∗(σi∗X) + (t−1

ij dtij(X))#
)

= R∗
tijω(σi∗X) + t−1

ij dtij(X)

= t−1
ij ω(σi∗X)tij + t−1

ij dtij(X)

= t−1
ij σ

∗
i ω(X)tij + t−1

ij dtij(X)． (3.111)

ここで，定義 15の公理を用いている．上の式は任意のX について成立するので，

Aj = t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij (3.112)

を得る．これが g値 1-形式の局所表示が満たさなければならない条件である．逆に，開被覆 {Ui}
と局所切断 {σi}と (3.112)式を満たす局所表示 {Ai}が与えられると，P 上の接続 1-形式 ωを
再構成することができる．ゲージ理論では，Aiはゲージ・ポテンシャル (Yang-Millsポテンシャ
ル)と同一視される．
主束P (M,G)の同伴束の上の共変微分は，P 上の接続 1-形式を用いて自然に定義される．3.3

節で説明したアフィン接続やスピン接続は，主束上の接続から定義される共変微分に現れるも
のと解釈される．

3.5 Atiyah-Singerの指数定理

本節では，Dirac作用素を導入し，次章以降で必要となる捻じれスピン複体に対するAtiyah-

Singerの指数定理を説明する．

Dirac作用素

向き付け可能な m次元多様体M 上のスピノル束 S を考える．この束の切断全体の集合を
∆(M) = Γ(M,S)と表すことにする．ただし，mは偶数とし，m = 2ℓとおく．スピン群Spin(m)

は，m個のDirac行列 {γa}で生成される．γaは，各成分を複素数とする 2ℓ × 2ℓ行列で表され
る．このDirac行列は，以下の関係式を満たす．

γa† = γa，

{γa, γb} = 2δab． (3.113)

Clifford代数は以下のm+ 1個の行列

1; γa; γa1γa2 ; γa1 · · · γak ; γa1 · · · γam (3.114)
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で生成される．ただし a1 < a2 < · · · < ak · · · < am としている．特に重要な生成元として，
m+ 1番目の行列を

γm+1 ≡ iℓγ1 · · · γm (3.115)

と定義する．ここで，γm+1は次の 2つの関係式を満たす．ただし以下では，単位行列を行列の
サイズに関係なく 1lと表すため，行列のサイズについてはそれぞれの式で注意されたい．

(γm+1)2 = 1l，(γm+1)† = γm+1 (3.116)

を満たす．便利のために γm+1が

γm+1 =

(
1l 0

0 −1l

)
(3.117)

と対角化されるような {γa}の表現行列を選んでおく．ただし，ここでの 1lは 2ℓ−1 × 2ℓ−1単位
行列である．
Dirac スピノル ψ ∈ ∆(M) は，Clifford 代数の既約表現であるが，Spin(2ℓ) の既約表現で
はない．Spin(2ℓ)の既約表現は，γm+1を固有値にしたがって分解することによって得られる．
(γm+1)2 = 1lより，γm+1の固有値は±1で，この固有値はカイラリティと呼ばれる．このとき，
∆(M)は 2つの固有空間

∆(M) = ∆+(M)⊕∆−(M) (3.118)

に分解される．ここで，ψ± ∈ ∆±(M)に対して

γm+1ψ± = ±ψ± (3.119)

である．∆±の上への射影作用素 P±を

P+ ≡ 1

2
(1l + γm+1) =

(
1l 0

0 0

)
，

P− ≡ 1

2
(1l− γm+1) =

(
0 0

0 1l

)
(3.120)

のように定義する．したがって，

ψ+ =

(
ψ̃+

0

)
， ψ− =

(
0

ψ̃−

)
(3.121)

のように表すことができる．
曲がった空間のDirac作用素 i /∇ : ∆(M)→∆(M)は

i /∇ ≡ iγµ(∂µ +Ωµ) (3.122)

で与えられる．ここで，∂µ = ∂
∂xµ であり，xµは局所座標である．Ωµ = 1

4Ω
ab

µγaγbはスピン接
続であり，γµ ≡ γaθ µ

a である．
{γa}は，次のような形をとる．

γa =

(
0 iαa

−iα†
a 0

)
． (3.123)
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Dirac作用素は

i /∇ =

(
0 D†

D 0

)
(3.124)

となる．このとき，

D ≡ ᾱaθ µ
a (∂µ +Ωµ)， D† ≡ −αaθ µ

a (∂µ +Ωµ) (3.125)

と定義している．Dirac作用素は，ψ+，ψ−に対してそれぞれ，

i /∇ψ+ =

(
0 D†

D 0

)(
ψ̃+

0

)
=

(
0

Dψ̃+

)
(3.126)

及び

i /∇ψ− =

(
0 D†

D 0

)(
ψ̃−

0

)
=

(
D†ψ̃−

0

)
(3.127)

のように作用する．したがって，D = i /∇P+ : ∆+(M)→∆−(M)及びD† = i /∇P− : ∆−(M)→∆+(M)

である．こうして 2項複体

∆+(M)

D−−→
D†←−−

∆−(M) (3.128)

が得られる．これをスピン複体と呼ぶ．この複体の指数は，

indD = dimkerD − dimkerD† = ν+ − ν− (3.129)

である．ここで ν+，ν−はそれぞれカイラリティ+，−のゼロ・モードの個数である．

Atiyah-Singerの指数定理

スピノル場はある群Gの表現 ρに属する．Gの表現 ρに属するスピノル場は，テンソル積束
S⊗Eの切断である．このテンソル積束の底空間はM である．Eは ρの表現空間をファイバー
とする P (M,G)の同伴束である．この場合，Dirac作用素DE : Γ+(S ⊗E)→ Γ−(S ⊗ E)は

DE = iγaθ µ
a (∂µ +Ωµ +Aµ)P+ (3.130)

である．ここで，AµはE上のゲージ接続である．このとき，(3.128)式と同様に複体が定義さ
れ，これを捻じれスピン複体と呼ぶ．2次元の捻じれスピン複体に対するAtiyah-Singerの指
数定理は

ν+ − ν− =

∫
M

ch1(E) =
i

2π

∫
M

trF (3.131)

である．ここで，F = dA+A∧Aである．ch1(E)は 1次Chern指標である．j次のChern指
標は，

chj(E) ≡ 1

j!
tr

(
iF
2π

)j

(3.132)

である．

45



第4章 単位球面における行列幾何

本章では，単位球面 S2に対する行列による幾何の記述をレビューする．4.1節では，S2にコ
ヒーレント状態法を適用する [8, 17]．4.2節では，S2に Berezin-Toeplitz量子化を適用し，4.1

節で得られる波動関数が Berezin-Toeplitz量子化で得られる波動関数と一致していることを確
かめる．また，行列サイズが無限大の極限でコヒーレント状態法のエルミート行列とToeplit演
算子が一致することを示す [17, 18]．

4.1 コヒーレント状態法

本節では単位球面 S2におけるコヒーレント状態法をレビューする．本論文では，Diracタイ
プ演算子をベースにした方法を用いる 4．まず，非可換球面を与える行列から，球面が得られる
ことを示す．また，Diracタイプ演算子の波動関数を求める．

　コヒーレント状態法とは，非可換空間を定義する有限のサイズのエルミート行列からその行
列が表す多様体の幾何を取り出す方法である．このエルミート行列から Diracタイプ演算子を
定義する．行列が表す多様体は，この演算子のカーネルを与える座標の集合として記述される．

　R3に埋め込まれた 2次元曲面について考える．まず，N×Nエルミート行列のセット {Xi}(i =
1, 2, 3)を定義する．この行列から幾何を引き出すために，以下ようにDiracタイプ演算子を定
義する．

D̸(y) = σi ⊗ (Xi − yi1lN ) ． (4.1)

ここで，σiはPauli行列である．yiはR3への埋め込み座標であり，行列が表す多様体上の座標
である．このDiracタイプ演算子のゼロモードとなる波動関数を |ϕ(y)⟩とすると，以下の方程
式が得られる．

D̸(y) |ϕ(y)⟩ = σi ⊗ (Xi − yi1lN ) |ϕ(y)⟩ = 0 ． (4.2)

(4.2)式が解をもつときの yiの集合が多様体を定める．

　ここでは，先行研究で扱われている非可換球面をレビューする．非可換球面を与えるエルミー
ト行列Xiを SU(2)生成子の spin-J 既約表現 Liを用いて

Xi = RLi (4.3)

のように表す．ここで，Rは定数とする．また，エルミート行列Xiの行列サイズはN = 2J +1

で与えられている．このエルミート行列Xiは，

(X1)2 + (X2)2 + (X3)2 = R2N
2 − 1

4
1lN (4.4)

4コヒーレント状態法には，ハミルトニアンタイプ演算子 H(y) = 1
2
(Xi − yi1lN )2 をベースとした方法もある．
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の関係式を満たしている．また，エルミート行列Xiは交換関係

[Xi, Xj ] = iεijkRXk (4.5)

も満たしている．以上から，2.3節でも述べたように，行列Xiが非可換球面を表していることが分
かる．非可換球面の半径はR

√
N2−1
2 である．行列のサイズをN →∞としたとき，R ∼ O(1/N)

であれば有限な半径をもつ可換な球面を得る．

　Diracタイプ演算子のゼロモードに対する方程式は，

D̸(y) |ψ(y)⟩ = σi ⊗ (RLi − yi1lN ) |ψ(y)⟩ = 0 (4.6)

である．(4.6)式の解は以下であることが示されている．ここで sは単位球面上の座標である．

|ψJ(s)⟩ = (U2 ⊗ UN )
∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J⟩． (4.7)

いま，J = 1/2の場合の固有状態は簡単のために |12 ,±⟩ := |
1
2 ,±

1
2⟩という記法を用いているこ

とに注意する．|J, J⟩及び |12 ,±⟩は (2.92)式及び (2.93)式で定義されている．

　ここで，ユニタリ行列 U2と UN について言及しておく．はじめに，一般の方向を指す球面上
の単位ベクトル sを北極を指す単位ベクトル n̂へ変換する SO(3)回転の表現行列 Λを

s =

sin θ cosϕ

sin θ sinϕ

cos θ

 = Λ−1

0

0

1

 ， (4.8)

Λ−1 =

cosϕ − sinϕ 0

sinϕ cosϕ 0

0 0 1


 cos θ 0 sin θ

0 1 0

− sin θ 0 cos θ


 cosϕ sinϕ 0

− sinϕ cosϕ 0

0 0 1


(4.9)

のように導入する．ここで，球面上の点を極座標 (θ, ϕ)で表す．いま，SU(2)生成子の既約表
現の表現行列 Liへこの回転がどのように作用するかを考える．Lie代数の生成子の表現行列が
不変テンソルであることから，ベクトルの添字の回転を元に戻すユニタリ変換が存在する．つ
まり，以下のような関係式を満たすユニタリ行列 UN が存在する．

　 U †
NLiUN = (Λ−1)ijLj ． (4.10)

U2については，この式においてN = 2を入れると得られる．すなわち，以下の式を満たす．

　 U †
2

σi
2
U2 = (Λ−1)ij

σj
2
． (4.11)

本論文では，このようなユニタリ行列の具体的な表現として以下を用いることにする．

　 UN = ezL
−
e−L3 log(1+|z|2)e−z̄L+

． (4.12)
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ここで，球面上の立体射影座標 (z, z̄)は極座標 (θ, ϕ)を用いて

z = tan
θ

2
eiϕ ，̄z = tan

θ

2
e−iϕ (4.13)

のように導入している．ユニタリ行列 U(U2または UN )は，以上の性質を満たすものを用いる
ことにする．

　ここからは，波動関数 (4.7)式が実際に方程式 (4.6)の解になっていることを確かめてみる．
まずは，この方程式に左から (U †

2 ⊗ U
†
N )をかけてみる．これは，以下の計算からもわかるよう

に座標 sを北極 n̂に持っていく操作に対応している．

(U †
2⊗U

†
N ) σi ⊗ (RLi − si1lN ) |ψ(s)⟩

= (U †
2 ⊗ U

†
N ) σi ⊗ (RLi − si1lN )(U2 ⊗ UN )

∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J⟩

= σi ⊗ (RLi − (Λ−1) i
j s

j1lN )
∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J⟩

=
(R
2
(σ+ ⊗ L− + σ− ⊗ L+) +Rσ3 ⊗ L3 − σ3 ⊗ 1lN

)∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J⟩

= (RJ − 1)
∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J⟩ ． (4.14)

途中計算で (4.8)式及び (4.10)式，(4.11)式を用いた．この結果から，R = 1/J ならばこの波動
関数は解となることが分かる．したがって，非可換球面を与える行列が単位球面全体を記述す
ることが分かった．

4.2 Berezin-Toeplitz 量子化

本節では単位球面 S2に対する Berezin-Toeplitz量子化をレビューする．まず，Dirac演算子
を定義し，カーネルの基底となる波動関数を求める．このような基底は有限個存在している．S2

上の滑らかな関数から，カーネルの次元をサイズとする行列への写像が得られる．このように
して得られる行列を Toeplit演算子と呼ぶ．ここでは，S2から R3への埋め込み座標 xiに対す
る Toeplitz演算子 Tp(x

i)が，非可換球面を与える行列に一致することを確かめる．また，2.1

節で得られた波動関数が Berezin-Toeplitz量子化で得られる波動関数と一致していることを確
認する．最後に，コヒーレント状態法で得られた波動関数から Berry接続を計算する．

　球面に対する Berezin-Toeplitz量子化を行うために，幾何的構造を定義する．S2上のスピノ
ル束を S とする．S におけるファイバーはスピノル空間で，切断はスピノル場となる．次に，
ゲージ接続Aと曲率 2-形式 F をもつ S2上の主U(1)束をP とする．ここでの F は，(3.131)式
に現れるF と F = iF の関係にある．この束のファイバーは U(1)である．群 U(1)の既約表現
として，ρp : U(1)→ GL(1,C)を ρp(e

iθ) = eipθで定義する．ここで，θ ∈ R及び p ∈ Nである．
この ρpを用いて，P に同伴する複素直線束をLpで定義する．以上から，S2上のツイストされ
たスピノル束 S ⊗Lp ≃ S ⊗L1

⊗pについて考える．この束の底空間は S2で，ファイバーはス
ピノル空間とCのテンソル積で与えらる．S2上の切断であるスピノル場の内積を以下で定義す
る．ここで 2つのスピノル場を ψ,ψ′ ∈ Γ(S ⊗Lp)とし，ωを S2の体積形式とする．ωの具体
的な形は (4.22)式で導入する．

(ψ,ψ′) =

∫
S2

ω ψ†ψ′． (4.15)
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Γ(S ⊗Lp)上のDirac演算子を定義するために以下を準備する．R3に埋め込まれた S2を考え，
その埋め込み座標を直交座標 xiとする．i = 1，2，3である．xiは以下の式を満たす．

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 1 ． (4.16)

立体射影座標 (z, z̄)で球面上の点を表すために，南極から x1-x2平面へ射影する座標を

z =
x1 + ix2

1 + x3
(4.17)

で定義する．ただし，南極点は除いている．この座標のみでは球面全体を定義できないため，
北極から x1-x2平面へ射影するもう 1つの開被覆を用意し，座標を wとする．これらの座標は
z = 1/wのように関係している．立体射影座標 (z, z̄)より，S2の計量テンソルは

gzz̄ = gz̄z =
2

(1 + |z|2)2
(4.18)

のように表される．ここで，|z|2 = zz̄としている．底空間である球面上の局所 Lorentz計量は
Euclid計量 δabを用いる．この局所座標に対する添え字を a，b，· · · で表す．ただし，a = 1，2で
ある．計量 (4.18)式を与える最も簡単な 2脚場を

e1 =
dz + dz̄

1 + |z|2
，

e2 =
1

i

dz − dz̄
1 + |z|2

(4.19)

ととる．この 2脚場に双対な正規直交フレームは以下の通りである．

θ1 =
1

2
(1 + |z|2)(∂z + ∂z̄) ，

θ2 =
i

2
(1 + |z|2)(∂z − ∂z̄) ． (4.20)

捩率がゼロとなる条件により，局所 Lorentz変換のスピン接続 Ω1
2が得られる．

Ω1
2 = −i

z̄dz − zdz̄
1 + |z|2

． (4.21)

ここで，体積形式を以下のように定義する．

ω = i
√
|det g|dz ∧ dz̄ ． (4.22)

球面全体で ωを積分すると球の表面積 ∫
S2

ω = 4π (4.23)

を得る．いま，F = dA = 2πω/4πとなるゲージ接続Aについて考える．ここで，1次のChern

指標の積分値は

1

2π

∫
S2

F = 1 (4.24)
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となっていることに注意しよう．U(1)ゲージ接続AとしてWu-Yangモノポール配位を選ぶ．

A = − i

2

z̄dz − zz̄
1 + |z|2

． (4.25)

これらより Γ(S ⊗Lp)上のDirac演算子が以下のように定義できる．

D = iγaθ µ
a

(
∂µ +

1

4
Ωbc

µγbγc − ipAµ

)
． (4.26)

ここで，µ = z, z̄及び a = 1, 2で和をとっている．γa = σaで，σaは Pauli行列である．この
Dirac演算子は以下のように分解することができる．

D =

(
0 D−

D+ 0

)
． (4.27)

ここで，D+とD−は以下である．

D− = i
{
(1 + |z|2)∂z −

p+ 1

2
z̄
}
，　 (4.28)

D+ = i
{
(1 + |z|2)∂z̄ +

p− 1

2
z
}
． (4.29)

Dirac演算子のゼロモードに対する方程式D±ψ
± = 0を解く．その解は反正則関数，正則関数

をそれぞれ h−(z̄)，h+(z)で導入すると

ψ− = (1 + |z|2)
p+1
2 h− ， (4.30)

ψ+ = (1 + |z|2)−
p−1
2 h+ (4.31)

のように得られる．積分
∫
S2 ω|ψ−|2は，p ≥ 1の範囲で h− = 0であるときのみ収束することか

ら，D−に対するカーネルは無いことが分かる．一方で ψ+の積分では，h+の次数が pよりも
小さいとき収束している．そのような h+は zのべき乗で展開し (p− 1)次の正則な多項式で表
すことができる．したがって，Dirac演算子のカーネルはD+から与えられ，その次元はN = p

である．これは確かに，指数定理から得られる結果と一致する．Dirac演算子のゼロモードは以
上の条件以外は任意であるので，ここでは SU(2)生成子の (2J + 1)次元既約表現の基底 (2.92)

式と Blochコヒーレント状態を用いて次の式のように書くことにする．

ψn(z, z̄) =

√
p

4π

(
⟨J, J − n|z⟩

0

)
， (4.32)

|z⟩ = 1

(1 + |z|2)J
2J∑

m=0

zm
(
2J

m

) 1
2

|J, J −m⟩ ． (4.33)

ここで，J = (p− 1)/2である．波動関数 ψn(z, z̄)は内積 (4.15)式のもとで，規格化された正規
直交基底をなしている．
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　このようにして得られるBerezin-Toeplitz量子化における波動関数と 4.1節のコヒーレント状
態法から得られる波動関数 (4.7)式を比較してみよう．4.1節での波動関数に対して，以下のよ
うな局所 Lorentz変換を作用させる．

　 |ψJ(s)⟩′ = U †
2 ⊗ 1lN |ψJ(s)⟩ =

(
UN |J, J⟩

0

)
． (4.34)

UN は (4.12)式で与えているので，|J, J⟩に作用させるとコヒーレント状態 (4.33)が得られ，2

つの波動関数は一致していることが分かる．

　上記の波動関数と内積より，Toeplitz演算子を定義することができる．

f̂mn = (ψn, fψm) =
p

4π

∫
S2

ω ⟨J, J −m|z⟩ f(z, z̄) ⟨z|J, J − n⟩， (4.35)

式からもわかるように，これは関数空間から有限次元行列への写像になっている．いま，具体
例として S2から R3への埋め込み座標 xiについての Toeplitz演算子を計算する．簡単のため
に以下を利用する．

x+ =
2z

1 + |z|2
，

x− =
2z̄

1 + |z|2
， (4.36)

x3 =
1− |z|2

1 + |z|2
．

その結果はこのように得られる．

Tp(x
+)mn =

2

p+ 1

√
n(p− n) δm,n−1 ，

Tp(x
−)mn =

2

p+ 1

√
(n+ 1)(p− n− 1) δm,n+1 ， (4.37)

Tp(x
3)mn =

2(p−1
2 − n)
p+ 1

δm,n ．

一方，SU(2)生成子の (2J + 1)次元既約表現の基底について成り立つ (2.93)式を用いて得られ
る結果を以下に示しておく．

⟨J, J −m|L+|J, J − n⟩ =
√
n(2J − n+ 1) ，

⟨J, J −m|L−|J, J − n⟩ =
√
(n+ 1)(2J − n) ，

⟨J, J −m|L3|J, J − n⟩ = J − n ．

これらの結果から，S2からR3への埋め込み座標に対するToeplitz演算子 (4.37)式はコヒーレ
ント状態法において球面を与える行列 (4.3)式に一致している．

Tp(x
i) =

Li

J + 1
． (4.38)

2.1節ではXi = Li/J であったが，J → ∞すなわち行列サイズがN → ∞で Tp(x
i) = Xiに

なっていることが分かる．このとき，この行列が表す非可換球面は，可換な単位球面に対応し
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ている．

　次に，4.1節で得られた波動関数を用いてBerry接続を計算する．まず，dUN (y) |J, J⟩を計算
すると，

　 dUN (y) |J, J⟩ = J
z̄dz − zdz̄
1 + |z|2

UN (y) |J, J⟩

+
√
2J

dz

1 + |z|2
UN (y) |J, J − 1⟩ (4.39)

を得る．これより，Berry接続は

　A =− i ⟨ψJ |d|ψJ⟩

=− i
N

2

z̄dz − zdz̄
1 + |z|2

(4.40)

となる．これは，球面の Berezin-Toeplitz量子化におけるゲージ接続 (チャージ pも含めた)と
なっていることが分かる．
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第5章 回転楕円面における行列幾何

前章では球面 S2についてのコヒーレント状態法と Berezin-Toeplitz量子化をレビューした．
本章では，S2に行ったことを回転楕円面E(ellipsoid)に発展させる．回転楕円面の例として単
位球面が 3軸方向に引き伸ばされた曲面を考える．5.1節では E にコヒーレント状態法を適用
する．波動関数を求め，行列がどのような多様体を表すかを調べる．5.2節では，EにBerezin-

Toeplitz量子化を適用する．3軸方向への引き伸ばしが十分小さい場合の摂動論を考え，波動関
数と Toeplit演算子を計算する．さらに，回転楕円面の場合でもこれら 2つの方法から得られ
る波動関数が一致していることを示す．また，コヒーレント状態法の行列と Toeplitz演算子が
J →∞の極限で一致することを示す．本章は [20]に基づく．

5.1 コヒーレント状態法

本節では回転楕円面EにDiracタイプ演算子をベースにしたコヒーレント状態法を適用する．
まず，非可換回転楕円面を定義する行列から，回転楕円面が得られることを示す．次に，Dirac

タイプ演算子のカーネルの基底となる波動関数を求める．回転楕円面に対するコヒーレント状
態法は [10]でも研究された．

非可換回転楕円面に対してコヒーレント状態法を適用する．簡単のため，非可換回転楕円面とし
て球面が 3軸方向にのみ引き伸ばされたものを考える．まず，非可換回転楕円面を表すN ×N
エルミート行列のセット {Xi}(i = 1, 2, 3)を SU(2)生成子の spin-J 既約表現 Liを用いて，

X1 = RL1 , X2 = RL2 , X3 = λRL3 (5.1)

のように定義する．行列サイズはN = 2J + 1のように関係している．このように与えたエル
ミート行列Xiは，以下の関係式を満たしている．

(X1)2 + (X2)2 +
(X3

λ

)2
= R2N

2 − 1

4
． (5.2)

N →∞のときR ∼ O(1/N)であれば，有限なサイズをもつ可換な回転楕円面を得ることが分
かる．

以下では 3軸方向への引き伸ばしが十分小さい場合について考える．すなわち，λ2 − 1 = µと
おくと，µ ≪ 1, λ ≃ 1である．以降は µについての摂動論を展開する．Diracタイプ演算子は
以下のように与えられる．

D̸(y) = σi ⊗ (RLi − yi1lN ) +
1

2
µσ3 ⊗RL3 ． (5.3)

この演算子は非可換球面の場合と比べ，O(µ)だけ異なる．そこで，このDiracタイプ演算子の
ゼロモードを与える波動関数を非可換球面で得られる波動関数にO(µ)のずれが加わった形で定
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義してみる．ゼロモードの集合が表す多様体上の座標を yi = si + µαiとする．したがって波動
関数は，

|ψJ(s+ µα)⟩ = (U2 ⊗ UN )
∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J⟩+ µ(U2 ⊗ UN ) |χ⟩ (5.4)

である．この波動関数にDiracタイプ演算子を作用させると，以下のような方程式を得る．

0 =− µσi ⊗ αi
(
(U2 ⊗ UN )

∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J⟩

)
+

1

2
µσ3 ⊗RL3(U2 ⊗ UN )

∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J⟩

+ µσi ⊗RLi(U2 ⊗ UN ) |χ⟩ − µσi ⊗ si(U2 ⊗ UN ) |χ⟩ ． (5.5)

以下では，この方程式を解くことで，球面上の座標 siからのずれ µαiと波動関数のずれ µ(U2⊗
UN ) |χ⟩を求める．

　まず，(5.5)式の各項に (U †
2 ⊗ U

†
N )を左からかけると，

0 =− σi ⊗ α̃i
∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J⟩+ 1

2
(Λ1)3j(Λ

1)3kσ
j ⊗RLk

∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J⟩

+ σi ⊗RLi |χ⟩ − σ3 ⊗ 1l |χ⟩ (5.6)

を得る．ここで，α̃iは

α̃i = Λijα
j (5.7)

のように導入した．Λは (4.9)式で定義した行列である．スピン 1/2表現とスピン J 表現のテン
ソル表現の積を考える．この表現での生成子は

J i =
1

2
σi ⊗ 1lN + 1l2 ⊗ Li (5.8)

となる．|χ⟩をこのテンソル表現の既約成分における標準的な基底で表すと，

|χ⟩ =
2J+1∑
n=0

an

∣∣∣J +
1

2
, J +

1

2
− n

⟩
+

2J−1∑
n=0

bn

∣∣∣J − 1

2
, J − 1

2
− n

⟩
． (5.9)

この基底はさらに σi/2と Liの基底のテンソル積で表すと∣∣∣J +
1

2
, J +

1

2
− n

⟩
=

√
2J − n+ 1

2J + 1

∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J − n⟩+

√
n

2J + 1

∣∣∣1
2
,−
⟩
⊗ |J, J − n+ 1⟩，∣∣∣J − 1

2
, J − 1

2
− n

⟩
=

√
n+ 1

2J + 1

∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J − n− 1⟩ −

√
2J − n
2J + 1

∣∣∣1
2
,−
⟩
⊗ |J, J − n⟩

(5.10)

のように表される．これに σi ⊗ Liを作用させると，以下のような結果を得ることに注意する．

(σi ⊗ Li) |χ⟩ = J
2J+1∑
n=0

an

∣∣∣J +
1

2
, J +

1

2
− n

⟩
− (J + 1)

2J−1∑
n=0

bn

∣∣∣J − 1

2
, J − 1

2
− n

⟩
． (5.11)
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これらを用いて，(5.6)式で σiと Liを作用させた後の結果を得る．

　次に，anと bnを求める．anと bnの漸化式を得るために，(5.6)式に ⟨J, J − n|を左からかけ
る．|12 ,+⟩及び |

1
2 ,−⟩に比例する項から，それぞれ以下のような式が得られる．

−α̃3δn,0 +
RJ

2
(Λ−1)33(Λ

−1)33δ
n,0 +

R
√
2J

4
(Λ−1)33((Λ

−1)31 + i(Λ−1)32)δ
n−1,0

+RJan

√
2J − n+ 1

2J + 1
−R(J + 1)bn−1

√
n

2J + 1
− an

√
2J − n+ 1

2J + 1
− bn−1

√
n

2J + 1
= 0

(5.12)

及び，

−(α̃1 + iα̃2)δn,0 +
RJ

2
(Λ−1)33((Λ

−1)31 + i(Λ−1)32)δ
n,0 +

R
√
2J

4
((Λ−1)31 + i(Λ−1)32))

2δn−1,0

+RJan+1

√
n+ 1

2J + 1
+R(J + 1)bn

√
2J − n
2J + 1

+ an+1

√
n+ 1

2J + 1
− bn

√
2J − n
2J + 1

= 0 ．

(5.13)

ここで，R = 1/J をこの漸化式に適用すると，以下のように簡単化される．

−α̃3δn,0 +
1

2
(Λ−1)33(Λ

−1)33δ
n,0 +

1

4

√
2

J
(Λ−1)33

(
(Λ−1)31 + i(Λ−1)32

)
δn−1,0

−2J + 1

J
bn−1

√
n

2J + 1
= 0 ， (5.14)

−(α̃1 + iα̃2)δn,0 +
1

2
(Λ−1)33((Λ

−1)31 + i(Λ−1)32)δ
n,0 +

1

4

√
2

J

(
(Λ−1)31 + i(Λ−1)32)

)2
δn−1,0

+2an+1

√
n+ 1

2J + 1
+

1

J
bn

√
2J − n
2J + 1

= 0 ．

(5.15)

この漸化式を解くと以下の結果を得る．ここで，行列Λ−1の成分の具体的な形は，(4.9)式を参
照した． {

b0 = −1
2

J
2J+1

√
2J+1
2J sin θ cos θeiϕ

bn = 0 (1 ≤ n ≤ 2J)
(5.16)


a0 : (z, z̄)の任意関数

a1 = −
√
2J+1
2 (α̃1 + iα̃2)− 1

2
J+1
2J+1

√
2J + 1 sin θ cos θeiϕ

a2 = −1
8

√
2J+1
J sin2 θei2ϕ

an = 0 (3 ≤ n ≤ 2J + 1)

(5.17)

{
α̃1, α̃2 : (z, z̄)の任意関数
α̃3 = 1

2 cos
2 θ

(5.18)
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ここでは，α̃1とα̃2の自由度について言及しておく．これは，波動関数 |ψJ(y)⟩に含まれる自由
度である．α̃iは (5.7)式より分かるように，S2上の座標 siからのずれを表す αiが行列 Λで回
転した後の量である．この α̃iから，αiを計算する．こうして得られた αiは，以下の関係式を
O(µ)まで満たしている．

(s1 + µα1)2 + (s2 + µα2)2 +
(s3 + µα3)2

λ2
= 1 (5.19)

すなわち，エルミート行列Xiが表す多様体上の座標 yiは回転楕円面上の点の集合を表している
ことが分かる．いま，a1 = 0+O(1/

√
N)となるように，α̃1と α̃2の値を α̃1 = −1

2 sin θ cos θ cosϕ

と α̃2 = −1
2 sin θ cos θ sinϕととる．このとき，α

1 = α2 = 0及び α3 = 1
2 cos θとなり，ちょう

ど y3だけが球面上の座標からずれた形となる．これは，球面上の点から回転楕円面上の点へ垂
直に射影するという座標 yiの 1つの決め方に対応している．コヒーレント状態法の波動関数に
は，このような座標 yiの決め方の自由度が含まれていることに注意する．以下では，このよう
な垂直に射影した場合の波動関数を求める．

　ここまでの議論から，|χ⟩は以下のように決まっている．

|χ⟩ =a0
∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J⟩

+ a1

(√ 2J

2J + 1

∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J − 1⟩+

√
1

2J + 1

∣∣∣1
2
,−
⟩
⊗ |J, J⟩

)
+ a2

(√2J − 1

2J + 1

∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J − 2⟩+

√
2

2J + 1

∣∣∣1
2
,−
⟩
⊗ |J, J − 1⟩

)
+ b0

(√ 1

2J + 1

∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J − 1⟩ −

√
2J

2J + 1

∣∣∣1
2
,−
⟩
⊗ |J, J⟩

)
．

(5.20)

便利のために |χ⟩ = |12 ,−⟩ ⊗ |φ⟩+ |
1
2 ,+⟩ ⊗ |ρ⟩と表しておく．|ψJ(y)⟩のノルムがO(µ)までで

1であるためには，⟨J, J |ρ⟩ = 0でなければならない．ゆえに，a0 = 0である．(4.12)式を用い
て UN の具体的な形を使って，UN |ρ⟩を計算すると，以下のような結果を得る．

UN |ρ⟩ =
1

(1 + |z|2)J
2J∑
n=0

znDn

(
2J

n

) 1
2

|J, J − n⟩ ，

Dn = − 1

4J
n(n− 1) +

(2J − 1

2J
+

1

4J + 2

)
n−

( J

2J + 1
+

2J − 1

2

)
− (1 + |z|2)−1

(( 1

2J + 1
+

2J − 1

2J

)
n−

( 3J

2J + 1
+ 2J − 1

))
− (1 + |z|2)−2

( 2J

2J + 1
+

2J − 1

2

)
． (5.21)

したがって，回転楕円面に対する波動関数 |ψJ(y)⟩は以下のように求めることができた．

|ψJ(y)⟩ = |ψJ(s)⟩+ µ(U2 ⊗ 1lN )
∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ UN |ρ⟩+ µ(U2 ⊗ UN )

∣∣∣1
2
,−
⟩
⊗ |φ⟩ ． (5.22)
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5.2 Berezin-Toeplitz量子化

本節では Berezin-Toeplitz量子化を回転楕円面 E に適用する．Dirac演算子のカーネルの基
底に対する波動関数を求め，これを用いて Toeplitz演算子を定義する．E から R3への埋め込
み座標 xiに対するToeplitz演算子を計算し，行列のサイズが無限大の極限で非可換回転楕円面
を与える行列と一致することを示す．また，回転楕円面においても，コヒーレント状態法で得
られる波動関数が Berezin-Toeplitz量子化で得られる波動関数と一致することを示す．

回転楕円面Eに対してBerezin-Toeplitz量子化を適用する．E上のスピノル束をEとする．さ
らに，ゲージ接続Aと曲率 2-形式 F をもつE上の主 U(1)束をPE とする．この主束のファイ
バーはU(1)である．再び表現 ρpを用いて，PEに同伴する複素直線束をLpで定義する．以上
から，E上のツイストされたスピノル束E ⊗ Lp ≃ E ⊗ L1

⊗pについて考える．この束の切断
はE上のスピノル場で，スピノル場の内積は (4.15)式と同様な定義とする．Dirac演算子を定
義するために以下を準備する．R3に埋め込まれた E を考え，その埋め込み座標を直交座標 xi

で表す．ただし，i = 1，2，3である．xiは，

(x1)2 + (x2)2 +
(x3)2

λ2
= 1 (5.23)

を満たす．x3/λ = x̃3とおく．回転楕円面において，南極から x1-x2平面へ射影する立体射影座
標 (z, z̄)を以下で定義する．

z =
x1 + ix2

1 + x̃3
． (5.24)

ただし，ここでも楕円面全体を定義するために 2つの被覆を用意する．
(z, z̄)を直交座標 xiについて解き直すと，

x1 =
z + z̄

1 + |z|2
，

x2 =− i
z − z̄
1 + |z|2

， (5.25)

x̃3 =
x3

λ
=

1− |z|2

1 + |z|2

を得る．
これらの座標を用いて計量テンソル gµν を求めると，

gzz =
4(λ2 − 1)z̄2

(1 + |z|2)4
=

4µz̄2

(1 + |z|2)4
， (5.26)

gz̄z̄ =
4(λ2 − 1)z2

(1 + |z|2)4
=

4µz2

(1 + |z|2)4
， (5.27)

gzz̄ =
2

(1 + |z|2)2
+

4(λ2 − 1)|z|2

(1 + |z|2)4
=

2

(1 + |z|2)2
+

4µ|z|2

(1 + |z|2)4
(5.28)

を得る．ここで，λ2 − 1 = µで定義している．以下では，µ≪ 1すなわち λ ≃ 1であるような
回転楕円面を考え，µについての摂動論を展開する．
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　まず，計量テンソル (5.28)式を与える 2脚場を球面の値とO(µ)のずれという形で，

e1 =
dz + dz̄

1 + |z|2
+

µ

(1 + |z|2)3
(αdz + βdz̄) ， (5.29)

e2 =
1

i

dz − dz̄
1 + |z|2

+
1

i

µ

(1 + |z|2)3
(σdz + ρdz̄) (5.30)

のように表す．ここで，(α, β, σ, ρ)は (z, z̄)の関数である．局所座標の計量テンソルは Euclid

計量 δabにとる．局所座標における添え字を a，b，· · · を用いて表す．ただし a = 1，2である．
これらの gµν = eaµe

a
ν より，(β, σ, ρ)は以下のように決まっている．

β = (z + z̄)2 − α ，
σ = α− 2z̄2 ， (5.31)

ρ = z2 − z̄2 − 2|z|2 + α ．

2脚場の成分は実数であるべきなので，ea = ēaから αの実部はRe(α) = (z+ z̄)2/2に決まって
いる．したがって，αは

α =
(z + z̄)2

2
+ iτ (5.32)

である．ここで，局所 Lorentz変換の自由度について言及しておく．gµν = eaµe
a
ν は 2脚場 eaµ

についての以下のような無限小 Lorentz変換に対して不変である．η ≪ 1である．

e′a = Ra
be

b ， R =

(
cos η sin η

− sin η cos η

)
． (5.33)

これは，η = −µτ/(1 + |z|2)2 としておくと，ここで導入した 2脚場が実際にこの変換を満た
していることが分かる．したがって，α = Re(α) + iτ(τ ∈ R)とみたときの τ の自由度が局所
Lorentz変換のゲージの自由度に対応している．

　次に，これらの 2脚場に双対な正規直交フレームを再び球面の値と O(µ)のずれという形で
以下のように表す．(a, b, c, d)も (z, z̄)の関数である．

θ1 =
1

2
(1 + |z|2)(∂z + ∂z̄) +

1

2

µ

1 + |z|2
(a∂z + b∂z̄) ，

θ2 = (1 + |z|2)(∂z − ∂z̄) +
i

2

µ

1 + |z|2
(c∂z + d∂z) ． (5.34)

(a, b, c, d)は (α, β, σ, ρ)を用いると以下の通りである．

a = −1

2
(α+ β + σ + ρ) ， b = −1

2
(α+ β − σ − ρ) ，

c = −1

2
(α− β + σ − ρ) ， d = −1

2
(α− β − σ + ρ) ．

　また，局所 Lorentz変換のスピン接続 Ω1
2は捩率がゼロである条件から

Ω1
2 = −i

z̄dz − zdz̄
1 + |z|2

+ i
µ

(1 + |z|2)3
(tdz + sdz̄) ，

s = 2(αz − |z|2z̄ − 2|z|2z) + (1 + |z|2)(−∂z̄α+ 2z + 2z̄) ，

t = 2(α− z̄2)z̄ + (1 + |z|2)(−∂zα) (5.35)
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のように求まる．ここで，再びスピン接続の局所 Lorentz変換の自由度について言及しておく．
2脚場が (5.33)式のような Lorentz変換をする場合について考える．このとき，スピン接続は
以下のような変換をする．

Ω′a
b = −dRa

c(R
−1)cb +Ra

cΩ
c
d(R

−1)db． (5.36)

いま，無限小Lorentz変換について考える．このときのスピン接続の変換性は以下のようになる．

Ω′a
b = Ωa

b − εabdη (5.37)

ここで，回転楕円面のスピン接続 Ω1
2には局所 Lorentz変換の自由度である τ 依存性がどのよ

うに組み込まれているか調べると，以下のように抜き出すことができる．

− µ

(1 + |z|2)3
(
(2zτ − (1 + |z|2)∂z̄τ)dz̄ + (2τ + (1 + |z|2)∂zτ)dz

)
．

一方 η = −µτ/(1+ |z|2)2より，この τ 依存性は−dηとかけていることが分かるので，Ω1
2の局

所 Lorentz変換のスピン接続の自由度はゲージ変換の形になっている．
　
　さらに，回転楕円面における体積形式を以下のように定義する．

ω =i
√
|det g|dz ∧ dz̄

=2i

√
(1 + |z|2)2 + 4µ|z|2

(1 + |z|2)3
dz ∧ dz̄ ． (5.38)

ωは回転楕円面上で積分すると，回転楕円面の表面積を得る．∫
S2

ω = 4π +
4

3
πµ ． (5.39)

ここでは，F = dAの関係を満たすU(1)ゲージ接続Aとして，S2の場合と同様にWu-Yangモ
ノポール配位 (4.25)式を選ぶ．これはまだ

∫
E F/2π = 1を満たしている．

　これらより Γ(S ⊗Lp)上のDirac演算子が定義できる．2章で得られた S2に対するDirac演
算子 (4.27)式をD(0)とする．回転楕円面におけるDirac演算子も以下のように 2成分となって
いる．

D =

(
0 D−

D+ 0

)
=

(
0 D

(0)
− + µD

(1)
−

D
(0)
+ + µD

(1)
+ 0

)
．

(5.40)

Dirac演算子のカーネルの基底はD+得られる．ここで，D
(1)
+ は

D
(1)
+ =

iµ

(1 + |z|2)2

(
−s
2
− z2

(
(1 + |z|2)∂z +

z̄

2
(1− p)

)
+ (α− z̄2 − 2|z|2)

(
(1 + |z|2)∂z̄ −

z

2
(1− p)

))
(5.41)
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である．α及び∂z̄αの中に局所Lorentz変換の自由度 τが入っていることに注意する．D+ψ
+ = 0

を満たす波動関数を以下のようにおく．

ψ+
n = (1 + |z|2)−

p−1
2 h+n,0(1 + µh+n,1)(1 + µCn) ． (5.42)

ここで，h+n,0は

h+n,0 =

√
p

4π

(
2J

n

) 1
2

zn (5.43)

とする．(5.42)式におけるO(1)の寄与は，S2の場合のカーネルの正規直交基底となっている．
また，(1 + µCn)は規格化定数である．D+ψ

+
n = 0において，O(µ)の項をひろうと，h+n,1に対

する以下の方程式を得る．

∂z̄h
+
n,1 +

[(1
2
(−s+ pw)− z2z̄(1− p)

)
(1 + |z|2)−3h+n,0 − z

2(1 + |z|2)−2∂zh
+
n,0

]
= 0． (5.44)

ここで，ψ+
n がO(µ)までで正規直交基底をなすためには，局所 Lorentz対称性に対するゲージ

を τ = i
2(z

2 − z̄2)で固定すればよいことが分かる．すると，h+n,1と Cnがそれぞれ

h+n,1 = −(
1

2
− p+ n)(1 + |z|2)−1 − p

2
(1 + |z|2)−2 ， (5.45)

Cn = −(n+ 1)(p− n)
(p+ 2)(p+ 1)

+
(1
2
− p+ n

)p− n
p+ 1

+
1

2

(p− n+ 1)(p− n)
(p+ 2)(p+ 1)

(5.46)

のように求まる．ここで，Cnを求める際にベータ関数の定義 (B.2)式を用いた．

このようにして得られる Berezin-Toeplitz量子化における波動関数 (5.42)式と 3.1節のコヒー
レント状態法から得られる波動関数 (5.22)式を比較してみよう．(5.22)式に左から ⟨J, J − n|を
かけて，|12 ,+⟩成分のO(µ)の項を取り出すと，(

2J

n

) 1
2

zn(1 + |z|2)−
p−1
2

[(
− 1

4J
n(n− 1) +

1

2J
(2J − 1)n− (2J − 1)

2
+

n

2p
− 1

2

)
+ (1 + |z|2)−1

(
− 1

2J
(2J − 1)n+

2(2J − 1)

2
− n

p
+

3

2

)
+ (1 + |z|2)−2

(
−(2J − 1)

2
− 1
)]

(5.47)

となっている．2J +1 = pのように関係していることに注意する．(5.47)式は，Diracタイプ演
算子が作用するベクトル空間における標準的な内積においては規格化されているが，スピノル
場の内積 (4.15)式 (S2 → E とする場合)においては規格化されていない．このもとで，pや n

に依る規格化因子まで含めると，O(1/√p)を除いて (5.42)式に一致している．ただし，n/pは
O(1)の量としている．

上記の波動関数 (5.42)式より，Toeplitz演算子を定義することができる．いま，具体例として
(5.26)式で与えたR3への埋め込み座標についてのToeplitz演算子を計算する．その結果は，付
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録 (B.3)式となる．この結果を見ると，Tp(x+)及び Tp(x
−)のO(µ)の項は，p→∞で 1/p→ 0

となることが分かる．Tp(x3)は以下のように S2の結果とのずれを観測することができる．

Tp(x
3)mn =

(2(p−1
2 − n)
p+ 1

+
1

2
µ
2(p−1

2 − n)
p+ 1

)
δm,n (5.48)

すなわち，R3への埋め込み座標に対するToeplitz演算子は，非可換回転楕円面を与える行列と
以下のような関係を満たしている．

Tp(x
±) =

L±

J + 1
+ µ O

(
1

p

)
Tp(x

3) =λ
L3

J + 1
(5.49)

したがって，回転楕円面の場合でも，J →∞すなわち行列サイズがN →∞で Tp(x
i) = Xiに

なっている．
　次に，5.1節で得られた波動関数を用いてBerry接続を求める．O(1)の項は，S2で得られた
Berry接続に一致する．O(µ)の項は打ち消し合って，最終的にゼロとなっている．したがって，
回転楕円面におけるBerry接続はO(µ)までで S2の場合のBerry接続に一致する．これは，本
節で用いたゲージ接続 (チャージ pも含む)に一致している．
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第6章 結論と展望

本研究は，超弦理論の非摂動論的な定式化としての行列模型を完成させるために，有限のサ
イズの行列による幾何の記述と曲がった時空の創発を明らかにすることを目指したものである．
そこで，本論文においては，有限のサイズの行列から幾何を得る手法であるコヒーレント状態
法と，与えられた幾何に対して有限のサイズの行列を構成する手法である Berezin-Toeplitz量
子化に着目した．先行研究では，2次元球面に対してこの 2つの手法が適用された．本論文で
は，一般の多様体に対する行列による幾何の記述を確立するための第一歩として，球面よりも
対称性が低い回転楕円面にこの 2つの手法を適用した．簡単のため，球面を 3軸方向にのみ引
き伸ばした回転楕円面を考え，球面からのずれを表すパラメーターに対する摂動論を展開した．

結論

第 5章の各節で得られた結果についてまとめる．5.1節では，回転楕円面にコヒーレント状態
法を適用した．非可換回転惰円面を与えるN ×N エルミート行列から，O(µ)までで回転楕円
面が得られることを示した 5．また，Diracタイプ演算子のカーネルの基底となる波動関数を球
面に対する波動関数にO(µ)のずれが加わった形として求めた．回転楕円面に対する波動関数に
は，球面に対する波動関数には存在しなかった 2つの自由度が含まれている．この自由度は球
面上の点から回転楕円面上の点へ射影するときの自由度に対応している．本論文では，この射
影が最も単純となる垂直な射影となる場合の波動関数を求めた．
5.2節では，R3に埋め込まれた回転楕円面に，Berezin-Toeplitz量子化を適用した．まず，Dirac

演算子のカーネルの基底となる波動関数を求めた．この波動関数には局所 Lorentz変換に対す
る自由度が 1つと，Chern指標の積分値を変えないゲージ接続の取り方の自由度が含まれてい
る．本論文では，得られる波動関数が直交するように局所 Lorentz対称性に対するゲージを固
定し，ゲージ接続の配位は球面の場合と同様のWu-Yangモノポール配位とした．次に，R3へ
の埋め込み座標に対するToeplit演算子を求め，行列サイズが無限大の極限で，コヒーレント状
態法で用いた行列に一致することを示した．さらに，これらの 2つの手法から得られる波動関
数はO(1/√p)の項を除いて一致することを示した 6．

考察

本論文で得られた結果について考察する．まず，回転楕円面にコヒーレント状態法とBerezin-

Toeplitz量子化を適用したときに得られる波動関数について考察する．コヒーレント状態法に
おける波動関数には，球面に対する波動関数にはない 2つの自由度が含まれている．これは，先
ほども述べた通り，球面の波動関数にずれが加わった形として回転楕円面に対する波動関数を

5µは，µ = λ2 − 1で µ ≪ 1である．すなわち，非可換回転楕円面を N ×N エルミート行列で，
(X1)2 + (X2)2 +

(
X3

λ

)2
= R2 N2−1

4
1lN と表したときの λを用いて表されている．

6pは，p = 2J + 1である．2J + 1は，波動関数の次元である．
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求めたためで，球面上の点から回転楕円面上の点の上への全単射の取り方の自由度に対応して
いる．すなわち，回転楕円面上の一般座標変換の自由度とも解釈できる．このように，波動関
数は回転楕円面上の一般座標変換のもとでの対称性に対するゲージの取り方の自由度をもつ．
また，Berezin-Toeplitz量子化における波動関数には，局所 Lorentz変換に対する自由度が

1つと，Chern指標の積分値を変えないゲージ接続の取り方の自由度が含まれている．ここで，
ゲージ接続の取り方の自由度には，ゲージ変換に対する自由度も含まれていることに注意する．
これらの自由度は，一般に波動関数を変える．ただし，局所 Lorentz変換及びゲージ変換に対
する自由度は波動関数の位相のみを変えるので，埋め込み座標に対する Toeplit演算子の形は
変えない．すなわち，埋め込み座標に対するToeplit演算子は局所 Lorentz対称性及びゲージ対
称性に対するゲージの取り方によらない．こうして，波動関数にはChern指標の積分値を変え
ず，かつゲージ変換では表せないゲージ接続の取り方の自由度が残る．この自由度が何に対応
するのかを明らかにすることは，球面の場合も含めて今後の課題である．
次に，2つの手法の間の関係について考察する．回転楕円面では，球面と同様にコヒーレン
ト状態法と Berezin-Toeplitz量子化が逆の関係にあることを明らかにした．すなわち，回転楕
円面に対してもコヒーレント状態法を適用することで非可換回転楕円面を定義する有限のサイ
ズの行列から，回転楕円面が得られた．逆に，Berezin-Toeplitz量子化を回転楕円面に適用する
と，回転楕円面から非可換回転楕円面を表す有限のサイズの行列を構成することができた．波
動関数の考察で示したように，これら 2つの手法で得られる波動関数はそれぞれ異なる起源を
もつ自由度を含む．第 5章で示したように，これらの波動関数を一致させるような自由度の固
定の仕方が存在する．このとき，コヒーレント状態法における波動関数が与えるBerry接続は，
Berezin-Toeplitz量子化で用いたゲージ接続に一致する．これは球面の場合にも当てはまる．

今後の展望

最後に，超弦理論の非摂動論的な定式化としての行列模型における今後の展望について述べ
る．一般の多様体について，上で述べた意味でコヒーレント状態法と Berezin-Toeplitz量子化
が逆の関係になるかを解明することは今後の課題である．その際，波動関数の自由度やゲージ
接続の取り方や Berry接続がどのような役割を果たすかを明らかにすることが必要になる．こ
れが達成できれば，平坦な空間に埋め込まれた多様体の幾何と行列の対応が明らかになり，超
弦理論の非摂動論的な定式化としての行列模型の完成に向けて大きな前進となるであろう．
さらに，行列と幾何の関係は以下のように深化させなければならない．本論文で用いた 2つ
の手法では，多様体の埋め込み座標と行列が対応した．行列による幾何の記述をより一般的に
行うためには，多様体の埋め込みによらないように多様体を行列に対応させる必要がある．2.2

節でレビューした行列の微分演算子解釈に基づく時空の創発の例では，幾何を反映した微分演
算子が行列に対応していた．このとき，この微分演算子は多様体の埋め込みに関係なく定義さ
れていた．しかし，この行列は微分演算子に対応するため，行列のサイズが無限大となってい
る．多様体の埋め込みに関係なく，かつ有限の行列による幾何の記述を実現することが将来的
な課題である．この実現により，超弦理論の非摂動論的な定式化としての行列模型が完成する
と期待される．
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付 録A 単位球面に対するDiracタイプ演算子
のゼロモード

単位球面 S2に対するDiracタイプ演算子のゼロモードに対する方程式は，以下である．

D̸(y) |ψ(y)⟩ = σi ⊗ (RLi − yi1lN ) |ψ(y)⟩ = 0 (A.1)

Diracタイプ演算子はエルミート行列であることから，実固有値を持つ．固有状態と固有値は以
下のように得らる．ただし，ここではm = −J,−J + 1, · · · , J − 1と定義している．

|ψ(±)
m ⟩ = (U2 ⊗ UN )

(
a(±)
m

∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J,m⟩+ b(±)

m

∣∣∣1
2
,−
⟩
⊗ |J,m+ 1⟩

)
，

|ψJ ⟩ = (U2 ⊗ UN )
∣∣∣1
2
,+
⟩
⊗ |J, J⟩， (A.2)

|ψJ+⟩ = (U2 ⊗ UN )
∣∣∣1
2
,−
⟩
⊗ |J,−J⟩，

λ(±)
m (y) =− R

2
± 1

2

√
R2 + 4{|y|2 −R(2m+ 1)|y|+R2J(J + 1)}，

λJ =RJ − |y|，
λJ+ =RJ + |y|． (A.3)

いま，J = 1/2の場合の固有状態は簡単のために |12 ,±⟩ := |
1
2 ,±

1
2⟩という記法を用いているこ

とに注意する．ここで，上記の固有値に注目する．λJ+ は正の値しか取りえない．また，λ
±
mも

定義されたmの範囲ではゼロを取りえない．つまり，Dirac演算子のゼロモードになり得るの
は |ψJ⟩のみである．
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付 録B 回転楕円面の埋め込み座標に対する
Toeplitz演算子

付録 Bでは，5.2節で求めた回転楕円面の R3への埋め込み座標 xiに対する Toeplitz演算子
の詳細な結果を示す．

　 xiに対する Toeplitz演算子 Tp(x
i)は，波動関数 (5.42)式及び体積形式 (5.38)式より以下で

与えられる.

Tp(x
i)mn =

p

2π

∫
E
ω

1

(1 + |z|2)2

(
2J

m

) 1
2
(
2J

n

) 1
2
(
1 +

2µ|z|2

(1 + |z|2)2

)
(1 + µCm)(1 + µCn)

×(1 + |z|2)−(p−1)zmz̄n
[
1 + µ

(
−1

2
+ p− n)(1 + |z|2)−1 − p

2
(1 + |z|2)−2

)]
×
[
1 + µ

(
−1

2
+ p−m)(1 + |z|2)−1 − p

2
(1 + |z|2)−2

)]
xi(z, z̄) ．(B.1)

ここで，ベータ関数の定義

β(u.v) =

∫ ∞

0
dt

tu−1

(1 + t)u+v
=

Γ(u)Γ(v)

Γ(u+ v)
(B.2)

を用いて計算する．ただし，Re(u) > 0，Re(v) > 0である．その結果を以下のように示す．

Tp(x
+)mn =

2

p+ 1

√
n(p− n) δm,n−1(1 + µAn) ，

Tp(x
−)mn = Tp(x

+)∗nm ， (B.3)

Tp(x
3)mn =

p− 1− 2n

p+ 1
δm,n (1 + µBn) ．

ここで，

An =
2(n+ 1)(p− n+ 1)

(p+ 3)(p+ 2)

− (n+ 1)(p− n)
(p+ 2)(p+ 1)

+

(
1

2
− p+ n

)
p− n
p+ 1

+
p(p− n+ 1)(p− n)
2(p+ 2)(p+ 1)

− n(p− n+ 1)

(p+ 2)(P + 1)
+

(
−1

2
− p+ n

)
p− n+ 1

p+ 1
+
p(p− n+ 2)(p− n+ 1)

2(p+ 2)(p+ 1)

−
(
1

2
− p+ n

)
p− n+ 1

p+ 2
+
p(p− n+ 2)(p− n+ 1)

2(p+ 3)(p+ 2)

−
(
−1

2
− p+ n

)
p− n+ 2

p+ 2
+
p(p− n+ 3)(p− n+ 2)

2(p+ 3)(p+ 2)
，
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Bn =
2(n+ 1)(p− n)
(p+ 3)(p+ 2)

+ 2

[
−(n+ 1)(p− n)
(p+ 2)(p+ 1)

+

(
1

2
− p+ n

)
p− n
p+ 1

+
(p− n+ 1)(p− n)
2(p+ 2)(p+ 1)

]
− (1− 2p+ 2n)(p− n)(p− 2n)

(p+ 2)(p− 1− 2n)
− p(p− n+ 1)(p− n)(p− 2n+ 1)

(p+ 3)(p+ 2)(p− 1− 2n)
+

1

2

である．
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