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1.はじめに

数学 Iの単元「図形と計量」では,三角比の応用として,三角形の 3つの辺の長さa,b,c

と 1つの内角θの間に成り立つ次の1関係式,すなわち「余弦定理」について学習する。

a2=b2+c2-2abcos θ

この式で, θ=9ぴ とおくとしcos θ=0から

r ′圭ν+こ2   .′  _  .
が得られる。この関係式は,中学 3年で学習する「三平方の定理」である。このことから,余

弦定理は,三平方の定理を拡張したものとみることができるも      .｀
この両者の内容について,中学と1高校でそれぞれどのように指導してかを調べるために,現

在使用している同じ出版社 (東京書籍)の教科書を比較してみた。

まず,中学3年での「三平方の定理」については,次のよ:う な課題で導入してぃる。

下の図率は:直角三角形の外側に各辺を 1辺 とする上方形を

かし,ヽたもあです。これらの意うの正方形の面積め間にはどん

な関係があるか調べてみましよう。また,直角三角形の形を

変えて同じことを調べてみましょ:う 。          i
※図は;:右に移動した。_

このあと,3うの正方形の面積の関係を予想した結果が記述され,次に三平方の定理とその

証明が記述されている。その後に::余弦定理合の橋渡しになるような記述はなし、他の出版社

の教科書も,指導の流れは概ね同じである。

一方,高等学校数学 Iの 「余弦定理」については,いきなり次の記述から導入されるも

AABCの 1つの角と3辺の長さの間に次の余弦定理が成 り立つ。      ~
続いて;余弦定理とその証明が記述されている。その後に「三平方の定理との関係に触れた

記述はなし,)。 他の出版社の教科書も:指導の流れは概ね同じであり,三平方の定理との関係に

ついて明確に記述してあったのは,■ :社 (実教出版)だけであつた。

中学と高校の指導の接続という観点からみたとき,上記の教科書の比較から,次の点を指摘

することができる。      ■・
:

ア.中学で学ぶ「三平方の定理]「 と,高校で学ぶ「余弦定理」の関係について,1必ずしも十

4・9
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分に指導されていないのではないか。

イ.中学では,定理の予想・発見→定理→証明→定理の利用という流れであるのに対して,

高校では,定理→証明→定理の利用という流れになっていて,生徒は定理に関して確かな理解

がなされているか疑わしい。

上の例のように,高校の指導,特に幾何の指導について,中学と高校の間で指導がうまく接

続されていない部分が多いのではないか,このような疑間が,本研究を始める発端である。

2.研究のねらい

現行の高等学校における幾何教育について,その指導上の問題点を分析し,中学との接続部

分を重視するという視点から,高等学校における望ましい幾何教育のあり方を追究することが,

本研究のねらいである。

現行の学習指導要領に基づく高校の幾何に関する主な内容として,次のものがあげられる。

(1)数学 I・ 図形と計量

(2)数学 A・ 平面幾何

(3)数学Ⅱ・図形と方程式

(の 数学 B・ ベクトル

⑤ 数学 C・ いろいろな曲線

これまでに筆者は,_(1),0に ついて研究を進めた。本稿では,0図形と方程式に焦点をあ

てるものとする。

3.図形と方程式の指導の変遷

高校での図形と方程式の指導の変遷は表 1の通りである。

表 1 図形と方程式の指導の変遷

指導年度 科 目 必・選 タイトリレ 主な特徴

I

1956(S31)～ 数学Ⅱ 選択 図形とその方程式

2次曲線とその方程式も扱

う一方で,不等式の表す領

域は扱わない。

Ⅱ

1963(S30～
数学 I 必修 平面図形と式

図形の問題が多い。

Ⅲ

1973(S40～
数学 I 必修 平面図形と式

簡単な 2次曲線も扱う。

図形の移動の扱いが丁寧。

Ⅳ

1982(S50～
数学 I 必修

図形

イ。平面図形と式

ア.三角比とあわせて,図

形として扱う。

V
1994011)～

数学Ⅱ 選択 図形と方程式
Ⅳと比べて大きな変化はな

い 。

Ⅵ

2003(H15)～
数学Ⅱ 選択 図形と方程式

Ⅳ,Vと比べて大きな変化

はない。

各段階における指導内容の主な特徴は,次の通りである。
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Iの段階では,現行の数学 Cで扱っている2次曲線について,あわせて扱っている。一方で,

不等式の表す領域については扱っていないのが特徴である。

図形とその方程式に関連して,学習指導要領の中心概念の1つに,晴晰 的方法と図形的方法

との関連」をあげている。

Πの段階では,必修科日として位置づけられた。2次曲線に関する内容は,数学ⅡBに移行

し,新たに不等式の領域が加わったのが特徴である。

平面図形と式に関連して,学習指導要領の「指導計画作成および指導上の留意事項」に,「平

面図形については,初等幾何学的な扱いを加えて指導してもよい」と記述されている。      1
関連する内容としては,同 じ数 Iで 「空間図形 イ空間座標」があり,球の方程式を扱らて

いる。
′ Ⅲの段階では,新たに,簡単な2次曲線として,楕円とvttkで表される直角双曲線に関す~ 
る内容が加わった。また,図形の移動について,現行に比べて丁寧に扱つているのが特徴であ

る。                             ,
関連する内容として,同 じ数 Iで 「ベクトル」があり,その中でも図形の性質について扱つ

ている。           ―

Ⅳの段階では,図形という項目の中に,三角比と並べて位置づけられた。2次曲線の内容は,

代数・幾何に移行した。また,図形の移動に関する扱いも軽減された。

Vの段階では,選択科目の中に位置づけられることとなつた。内容的には,IVの段階と比ベ

て大きな変化はない。

Ⅵの段階では,内容的にⅣ,Vの段階と比べて大きな変化はない。

なお,高校で扱う図形と方程式の学習の準備として,現行では,中学 2年の 1次関数の学習

の中で,2元 1次方程式と1次関数との関連に触れ,2元 1次方程式のグラフが直線になるこ

とを学習している。この内容は, Iの段階では扱わなかつたが,Ⅱ の段階では中3で,Ⅲ以降

の段階では,中 2で扱つている。

4.図形と方程式を学ぶ意義

高校生が図形と方程式を学ぶ意義は何であろう力、_これについて,筆者は次のように考える

(熊倉,2005b)l

e■
~~~… ………………………………………………………………………………………―――“‐――――――――――――――――――――――――……………――――――

■     
｀

|い くつかある図形探究の方法の中で,これまで学んだ初等幾何とは異なり,座標平面上で :      ‐

1代数的に処理する方法として,図形と方程式を学凡       .         |

現行の学習指導要領には,図形と方程式に関して次の記述がある (文部科学省:1999)。

「座標や式を用いて直線や円などの基本的な平面図形の性質や関係を
―
数学的に考察し処理       =

するとともに,その有用性を認識し,いろいろな図形の考察に活用できるようにする。」

過去の学習指導要領の記述もほぼ同様である。上述の「いろいろな図形の考察に活用」する

ことを生徒に多く経験させることを通して,学ぶ意義を実感させることが重要といえるであろ

う。      .
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図形と方程式の学習内容は,解析幾何の一部である。この解析幾何は,17世紀にデカル トと

フェルマが発見したといわれている (グ レイゼル,1997他 )。 遠山 (1965)は ,このデカルト

の言葉として,「 (解析幾何という方法により)分析的解法および代数学のあらゆる長所を借り

て,一方の欠点はすべて他方によつて補正しようと考えた」を紹介し,このような着想によつ

て創り出されたすばらしい方法が解析幾何であるとしている。また,栗田 (1981)は,解析幾

何の特徴を,「 (解析幾何による方法は)旅行するのに航空機を利用するのと似ている。飛行の

間は,ひたすら計器に頼ればよいわけで,雲上飛行でもよく,今どの辺を飛んでいるかという

ことを下界を見て確かめる必要はないのである」としている。

このように,解析幾何は,幾何の問題を座標平面上で考えて代数的に処理することができる

ことに,そのよさがあるといえる。このことを図に表すと,図 1の通りである。

燿 解 姥 留

図 1 解析幾何のよさ

しかし,解析幾何が初等幾何よりも一方的に優れている,と いうわけではない。実際,解析

幾何による方法よりも初等幾何による方法の方が優れていると考えられる問題は,少なくない。

たとえば,「円周角の定理」の証明は,座標を用いて解析幾何で解決しようとすると,次の

ようにかなり面倒である。

<円周角の定理の証明>

組”燎鰍帥

円の中心QO,0,半径rと し,A(一a,0,BO,D,
P(rcos θ,rsin θ+∂とおくと,メ+a2=メ … ①

r sin θ+`r sln θ+ε
BPの傾きm2=r COSθ

 tt α
APの傾きml ,cOsθ

+α '

よって,tan∠APB=締

r sin θ+` r sln θ+`
rcos0-a rcos?+a 2a(rsin? + c)

(rsin 0 + c)2 ,' cos2 0 - a2 +(rsin 0 + c)2

(r cos 0 + a)(r cos? - a)
1+

2α(rSin θ+`) Za(rsin? + c) α OB

r2_α2+`2+2`r sin θ 2c2+2(7 sin θ ` OQ

ゆえに,∠APB=:∠AQⅨ=-OJ

０
　［‐‐］ギ［一一））０

０日４．．じ
ロ

=tan∠ BQO(∵①)
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一般に,直交座標を用いる場合 ,・ 角に関連する性質を数式化するのは面倒になることが多い。

一方で,初等幾何は,適切な補助線が引ければ簡単に結論を導くことができるが,補助線が引

けないと先へ進まなくなつてしまう。このような,それぞれの解法の特徴をよく理解すること

によつて,図形と方程式を学ぶ意義はより実感できるはずである。

5.図形と方程式に関する指導内容の分析

図形と方程式の指導については,これまでに先行研究がほとんどない。日本数学教育学会の

発行する学会誌 (数学教育,数学教育学論究)には,図形と方程式に焦点を当てた先行研究は

見当たらなかつた。

そこで,現在使用されている教科書も含めて,過去の日本の教科書や海外の教科書等につい

て,それらの指導内容を調査・分析した。

(1)現在の教科書から

教科書は,数Ⅱの教科書を出しているすべての会社のうち,内容の程度の一番高いと考えら

れる 1冊ずつを選択した。調査 0分析した教科書は,次の 9冊である。

啓林館値 15検0,第一学習社⊂ 15検0,学校図書(H15検0,旺 文社値 15検0,

実教出版饂 15検0,東京書籍値 15検0,数研出版(H15検0,桐原出版m15検0,
知研出版値 15検0

これらの教科書について,教科書の本文,例 (題),問,章末問題等に掲載されている次のよ

うな図形に関する問題や記述をリス トアップした。

A 図形の性質を導く問題 (証明問題)

B 軌跡に関する問題

Aについてはさらに,指導内容との関連から,方程式を利用しないもの,直線の方程式を利

用するもの,円の方程式を利用するものに分類した。また,中学で半数以上の教科書が扱 うも

のには 〔中学〕を,高校の数学 A・ 平面図形で複数の教科書が扱 うものには,〔数 A〕 をマー

クした。結果は表 2の通りである。なお,図形についている記号は,教科書の記号と必ずしも

一致しない。また,軌跡の問題では,A,B,Cは 定点である。

表2 図形に関する問題・記述

、|:野髪:塾l[:ITξ囮憲ピ女Al

元の三角形の重心と一致する (中

点→m:nの内分点)

A   I ・長方形ABCDと 1点 Pに対して,PA2+Pc2=PB2+PD2が 成 り立つ

図形の性質を | ・中線定理

導く問題  |・ 四角形の対辺の中′点を結ぶ 2本の線分は,互いに他を 2等分する

(証明問題) |<直 線の芳程式を利用するもの>

・三角形の各頂点から対辺への 3本の垂線は 1点で交わる (垂心の存在)〔数 Al

・三角形の各辺の垂直 2等分線は 1点で交わる (外心の存在)〔数 Al

<円 の方程式を利用するもの>

・直径ABの 円周上の点 Cか らABへの垂線 CDに対して,CD2二 ADeDBが成り立つ
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教科書によって,扱っている問題にばらつきはあるが,ほとんどの教科書が扱っていた問題

としては,次のものをあげることができる。

・中線定理の証明

・三角形の各頂点から対辺への 3本の垂線は,1点で交わることの証明
・Qが円周上にあるときのAQの中点 (内分点)Pの軌跡
OAP:BP=一定である点Pの軌跡

一方で,円の方程式を利用する次の問題を扱っているのは,1社だけであった。
・直径ABの円周上の点 Cか らABへの垂線 CDに対して,CD2=AD ODBである証明

{2)過去の教科書から

3.で述べた指導の変遷におけるI～Vの各段階において,使用された教科書を可能な範囲

で調査し,それぞれの段階での指導の特徴を分析した。分析した教科書は,表 3の通りである。

B

軌跡に関する

問題

・AP=BPであるPの軌跡 〔中学〕

OAP:BP=‐定であるPの軌跡 (アポロニウスの円)

・AP2_BP2=一定であるPの軌跡    ｀

O AP2+BP2=^定 であるPの軌跡

・Qが円周上にあるときのAQの中点 (内分点)Pの軌跡

・Qが放物線上にあるときのAQの中点 (内分点)Pの軌跡

・Qが直線上にあるときのAQの中点 (内分点)Pの軌跡

・Qが円周上にあるときのAABQの重心Pの軌跡
。oP2=AP2+BP2を満たす Pの軌跡

・AP2+BP2=2CP2を満たす Pの軌跡

・直線外の 1点 Aを通り,直線に接する円の中心 Pの軌跡

・Aから直線への垂線をAHとするときのAP=AHとなる Pの軌跡

表 3 分析した教科書

段階 分析した教科書

I

1956(S31)～

昇龍堂出版G31発行),好学社G31発行),数研出版G32発行)

Ⅱ

1963S30～

啓林館G37検0,清水書院G37検0,実教出版G37検定),

三省堂出版G37検定),学研G37検定),日本文教出版G37検0,
昇龍堂出版S37検定),修文館出版(S38検0,東京書籍G41検定),

旺文社641検定),数研出版641検0,帝国書院G41検0,
好学社641検定),大日本図書G37検0,中央図書S42検定)

Ⅲ

1973040～

学校図書(S47検定),帝国書院(S47検定),東京書籍647検定),

大阪教育図書647検定),旺文社G47検定),池田書店(S50検定),

三省堂651検定),清水書院653検定),学研653検0,数研出版653検定),

実教出版653検定),教育出版G53検0,秀文出版653検定),

啓林館653検0,大 日本図書653検定)
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Ⅳ

198265つん
学研値劉脚0,啓林館値2検0,大 日本図書値2検0,
第一学習社値2検e,帝国書院但2検0,学校図書m2検o,
旺文社m2検0,教育出版値2検0,東京書籍02検0,
数研出版m2検定)・

VF

1994011)～

啓林館06検0,
旺文社⊂6検0,
数研出版値6検0

第二
学習社値6検e,学校図書m6検0,

実教出版値6検0,東京書籍値6検0,

教科書の分析の観点としては,現行の教科書の場合と同様に,扱つている図形に関する問題
の種類やその扱ぃ方等に着日した

`調
査 ,分析した結果は次の通りである。

Iの段階について  :
現行と同じように:中線定理の証明などを扱つている一方で,次のように,中学で学習する

内容の証明問題を扱つていたことは,注目に値する。
Iア.長方形の対角線は等しいことを証明せよ。(好軸
Iイ 。平行四辺形の対角線は,互いに他を2等分することを証明せよ:(好学社)

二九 LABCら2山 ,Acの軋点をM,Nとすると 興 =:BCであることを証明せ

よ。<中点連結定理>(好学櫛
I工.台形ABCDにおいて,平行でない2辺 AB,CDの 中点をそれぞれM`Nとするとき,

次の戦 が雌 することを訓 せよ。MN=:CAD+Bo僻 学的| :
Iオ.」ABCDにおし`て:AB2+BC2■ cD2+L聟=AC2+BD2でぁることを証明せよ: _

_  (日本文教出版 )

ま:た,軌跡に関する問題では,次のような面白い問題も扱うていた。
I力 .定長の線分ABが,直交する二定直線上に両端を章きながら動くとき,線分ABの中

ホMの軌跡を求めよ。傷湖i出版)

この問題を,生徒に予想させると,図のように,直線図形,・あ
｀
るいは凹みのある由線図形と

判断する場合は少なくない。

他にも,数学Aで学習する次のような問題を扱っている。
ニキ.2定点A,Bに対して,燿上BPである点Pの軌跡を求めよ。

Ⅱの段階について

(修文館出版,学研ほか)

全般的に,この段階で扱うている図形の問題は,他の段階に比べて多ぃ。,すでに紹介した問
題以外で,た とえば「 中学校で学習する内容について:次のような問題が扱われている。

55
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Ⅱア.」ABCDにおいて,AC=BDな らば長方形であることを証明せよ。 (東京書籍)

Ⅱイ.四角形ABCDの辺AB,BC,CD,DAの 中点をそれぞれE,F,G,Hと するとき,

四角形 EFGHが平行四辺形であることを証明せよ。<誘導あり>(東京書籍)

Ⅱウ。4点0,0,し1,aD,Ql+bl,a2+b),lbl,b分 を頂点とする四角形は平行四辺形で

あることを証明せよ。 (清水書院)

また,数学Aで学習する内容として,次のような問題も扱つている。

Ⅱ工.直角二等辺三角形の斜辺の中点から,3頂点への距離は等しいことを証明せよ。

(帝国書院, 日本文教出版)

Ⅱオ.三角形の 2辺の和はほかの 1辺 より大きいことを,座標を用いて証明せよ。

(中央図書)

Ⅱ力.定点Mを通る任意の直線が定円0と交わる点をP,Qと すれば,MP・MQはつねに

一定であることを証明せよ。<方ベキの定理>(帝国書院,数研出版)

Ⅱ力については,さ らに研究として,次のような初等幾何

による別解を扱っていたのは,注目すべき点である。

Ⅱ力'.円周角の定理を用いて,△MBP∽△MB'Qである

ことを証明し,これからMPMQ=MBOMB'(一 定)

であることを導いてみよ。 (帝国書院)

軌跡に関する問題では,次のようなものを扱つている。

Ⅱキ。x軸,y軸への垂線の長さの和が一定である点 Pの軌跡を求めよ。

(修文館出版,旺文社ほか)

さらには,解析幾何による方法を行う上で重要な指摘の 1つである「座標軸の設定の仕方」

について,次のような扱いがあつたことも,特筆すべき点である。

Ⅱク。例で,AABCについての中線定理の証明を,AKb,0,B(一 a,0,C(a,0と して証

明した後に,間で,Aは1,0,B(L,y),Cは 3,y)と して証明させる。さらに,その

後 「注意」として,次のように記述している。

「例と問からわかるように,座標軸をどのようにとつても図形の性質を調べることがで

きる。なるべく計算が簡単になるように座標軸をとるとよい。」 (日 本文教出版)

Ⅲの段階について

Ⅱの段階に比べると,2次曲線や移動に関する内容が多くなつた分,図形に関する問題は少

ない。したがって,特に取り上げる問題はないが,解析幾何の特徴について,本文の中で,次

のような記述があつたことは注目すべき点である。Ⅲイについては,Ⅳの段階でも扱っていた。

Ⅲア。「デカル トは,フ ランスの哲学者,数学者,自 然科学者で,近世哲学の祖といわれる。

(中略)彼はその著「方法序説」の中で,自 然科学の研究の方法を述べ,その応用と

しての「幾何学」の中で,座標の考えをもとに幾何の問題を代数的に解き,また,式

の関係を図形的に解釈するいわゆる「解析幾何学」の方法を示した。」 (池田書店)

Ⅲイl「座標を用いて図形を研究するのを解

析幾何といい,これに対して図の点線

のように,直接的な方法で図形を研究

するのを,初等幾何という。中学で学

んだのは初等幾何である」 (啓林館)

数や式の関係

図 形 の性 質

(結論)
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現在のいくつかの教科書にも同様の記述があるが,それらはすべて,章扉 (あ るいはそれと

同等)のページに記載してある。

Ⅳ～Vの段階について

Ⅲの段階に比べて,2次曲線の内容が別の科目に移行し,移動に関する内容が軽減されたこ

ともあり,図形に関する問題は若干増加している。Ⅳ,Vの 2つの段階では,扱っている図形

の問題はほぼ同じである。その中でも,初等幾何,ベクトルと関連の深い次のような問題が扱

われている。

Ⅳア.邸 Cの重心,外心,垂心を O,G,Hと するとき,0,G,Hは 一直線上にあり,

OG:GH=1:2で あることを証明せよ。 (学校図書)

(3)海外の教科書から

'次の 4冊の教科書について調査・分析した。

A,GEOMEW Ⅵ TH C00RDINATE PARTⅡ  SMSGSTUDENTSIEXT48
Bo MatheIIlatics For ElelnentttF Teachers Stt EDITION

C.SMPI〕颯ERACT for GCSE IIATHEMATICS Higher

D.Dり肛EMATICSATE刈B00K FOR CLASS X

Aは,アメリカの現代化の頃(1962奪⇒に,SMSGに よつて作られた教科書である。

Bは,アメリカの小学校教師を目指す大学生向けの数学教科書である。

Cは,イ ギリスの一般教育証明書 (GCE)のための試験細目に即した教科書である。

Dは,イ ンドの第 10学年 (15歳)用の教科書である。

A GEOMETEY WITH C00RDINATE PARTⅡ  から

図形に関する問題として,た とえば次のようなものを扱つている。

Aア.AABCで,辺 AC,BCの中点́をP,Eとするとき,DEノAB,DE=:ABを
訴

明せ

よ。 (中点連結定理)

ここでは,詮ぶBCにおいて,

Aイ 。□SCDで ,XO,0,BO,0,DO,∂ のとき,CQttb,0であることを証明せよ。

Aウ .」ABCDで,2本の対角線は互いに中点で交わることを証明せよ。

A工.己ヽ CDで,対角線が直交するならば,ひ し形になることを証明せよ。

Aオ.台形ABCDで,対角線の長さが等しいならば,等脚台形であることを証明せよ。

A力 .正方形ABCDの辺 BC,CDの中点をR,Sと し,ARと BSの交点をTとするとき,

次のことを証明せよ。

O BS=AR  O BS⊥ AR  C)TD=AB       ｀

上記の問題のいずれもダ日本の教育課程においては,中学で学習する内容である。

Aアについては,2通 りの座標軸の設定の仕方で証明している。

1)AO,0,B6,0,Ct,0
2)AKxA,ガ ,BttB,yBb,Cttc,ych          i

そして,1)の座標軸の設定の仕方は一般性があることについて補足説明している。

他にも,図形に関する問題として,次のようなものを扱つている。

Aキ。LABCにおいて,辺 ABの中点をMとするとき,AC2+Bc2=型■ +2MC2を証明
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せよ。 (中線定理)

Aク .△饉℃ の 3辺の垂直 2等分線の交′点は 1′点で交わることを証明せよ。

Aケ.AABCの各頂点からの 3本の垂線は 1点で交わることを証明せよ。

Aコ .AABCにおいて,CからABへの垂線をCRと するとき,次の等式を証明せよ。

Bc2=AC2+AB2_2AB・ AR
Aク については,初等幾何による証明を示した上で,間で解析幾何による方法で証明させて

いる。また,Aケについては,初等幾何による証明と解析幾何による証明の2つを示している。

Aコ は,余弦定理と本質的に同じである。

さらに,解析幾何による証明のまとめとして,次のような記述がある。
「この章で,私達は平面上に座標を定義し,それを幾何の道具として活用した。私達は,座標

を用いたいくつかの巧みな証明を見てきた。一方では,座標を用いないで証明したものもあ

つた。座標による証明を構成する上では,普通,座標による表現ができるだけ簡単になるよ

うに,座標軸を設定するのがよい。 (以下略)」

円の方程式については,単元を別にして扱っているが,座標を用いて図形の性質を導くよう

な問題は扱っていない。

B Mathematics For Elemeitrv Teachers SIX口H EDI■ON から

GeOmetw Using Coordinatesと いう章の中で,多くの図形に関する問題を扱っている。た

とえば,次のような問題である。

Bア.三角形の 2本の中線の長さが等しいとき,この三角形は二等辺三角形であることを証

明せよ。

Bイ 。三角形の 3本の中線は 1点で交わることを証明せよ。 (重心の存在)

Bウ.三角形の各頂点からの 3本の垂線は 1点で交わることを証明せよ。 (垂心の存在)

B工.三角形の各辺の垂直 2等分線は 1点で交わることを証明せよ。 (外心の存在)

Bオ.長方形の対角線の長さが等しいことを証明せよ。

B力。平行四辺形の対角線は,互いに中点で交わることを証明せよ。

Bキ.直角三角形の斜辺の中点は,3頂点から等距離にあることを証明せよ。

Bク .ひ し形の対角線は,直交することを証明せよ。

Bケ。四角形ABCDの対角線AC,BDの 中点をM,Nとするとき,

AB2+Bc2+cD2+DA2=BD2+AC2+4(M● 2を証明せよ。

高校生に対する指導内容については,手元に教科書がないので詳細は不明であるが,2001
年 に全米 数学教師協議会NCTMbが 公表 した Princゎ lse and standardS fOr Sё hOol

Mathematicsに よると,第 9学年から 12学年のためのスタンダー ドの幾何に関する中に,次
のような記述がある。 (筑波大学数学教育学研究室,2001)

「座標幾何や他の表現システムを使つて,位置を特定し,空間的関係を記述する。」

そして,具体的な問題として,三角形の中線が 1点で交わることの証明を例示した上で,「 こ

の種の証明は高校生には困難であり得るけれども,それと取り組むことは,生徒の幾何,代数

の変数と一般性の理解の成長を刺激するかもしれない。」と述べている。

C SMP INTERACT fOr GCSE MATHEMAHCS Higher から

直線や円の方程式に関する記述はあるが,座標を用いた図形に関する問題は見つからなかっ

た。長崎 (2002)によると,一般教育証明書の試験の上級段階の内容のうち,解析幾何に関す
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るものとして,次のものがあげられている。

<x―y座標での解析幾何>
a.y一 yl=m伝―xD,ax+by+c=0の 形の直線の方程式。2直線が平行,垂直の条件。

b.円の座標幾何。は一D2+け一D2=r2の形の円の方程式。

c.円のデカルト方程式と媒介変数方程式,これらの2つの形式の変換。
これらの項目を見ただけでは確かなことは不明であるが,座標を用いて図形の性質を導くよ

うな問題はあまり重視していないように考えられる。

一方,「Combining tr血sfOrma伍 Ons」 という単元で,図形の変換を座標平面上で行ってい

たのは,座標の図形への利用の 1つ といえる。

D MATEMATICS A ¶DttB00K FOR CLASS X から

教科書には,「C06rdinate Geometw」 という単元を設けてあるが,その中には,図形に関

する問題は見つからなかった。最後に,内分点の式を利用すると,「三角形の各頂点が与えら

れたときに,三角形の重心の座標を求めることができる。」という記述があったに過ぎない。

6。 図形と方程式の指導上の問題点

5.での調査・分析した結果から,現行の図形と方程式の指導上の問題点として,次の 4点

を挙げることができる。

{1)図形と方程式を用いて図形の性質を導くような問題が少ない。

いずれの教科書も,図形に関する問題を比較的多く扱っているが,図形の性質を導くような

問題 (証明問題)は必ずしも多くはない。中でも,方程式を利用する問題は少なく,特に円の

方程式を利用する問題は次の 1間で,扱っていたのは 1社だけであった。

「線分 ABを直径とする円上の点 Cか らABへ下ろした垂線をCDとするとき,

CD2=AD・ DB
であることを,座標を用いて証明せよ。」 (啓林館)

全体を通して,ベクトルにおける図形の問題数よりも少ないといえる。

一方で,図形の問題でも,たとえば次のように,点の座標を求めたり,方程式を求めたりす

る問題は多い。

「仏,B,Cの座標が与えられているとき)AABCの重心の座標を求めよ。」

「は,Bの座標が与えられているとき)線分ABの垂直 2等分線の方程式を求めよ。」

しかし,これらの問題は,図形の性質を用いた代数的処理の問題といえる。座標を用いて,

図形の問題を解決したことにはならない。すなわち,このような問題は,図形と方程式を学ぶ

意義を実感できるとはいえないであろう。

(2)初等幾何による方法との比較が明確に記述されてない。

初等幾何による方法と比較することを通して,図形と方程式による方法の特徴をより深く理

解し,図形と方程式を学ぶ意義がより強く実感できるといえる。しかし,どの教科書にもそれ

に関する記述は見当たらなかった。

たとえば,垂心の存在証明について,ほとんどの教科書が扱っていたが,数学Aで扱ってい

る初等幾何による方法との関連については,具体的に記述されていなかった。また,こ こで始

めて学習する中線定理についても,ほとんどの教科書で扱っていたが,座標を用いない証明に

は触れていなかった。さらに,中学で学んでいる図形の問題を扱っている教科書はなかった。
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また,過去の教科書に見られたような,初等幾何と異なる解析幾何の特徴を示す説明文や記述

もなかった。

これらの結果から,初等幾何による方法との関連については,教師の指導に任されているこ

とになるが,実際に指導が十分になされているかどうか疑わしいといえる。  ~
(3) 「関数のグラフ」と「方程式が表す図形」の違いを明確に記述していない。

いくつかの教科書では,1次関数のグラフとの関連から,方程式が表す図形について説明し

てある。しかし,その説明はあつさりとしたもので,1次関数のグラフと,1次方程式が表す

図形との違いは,明確に記述されていない。この場合生徒は,両者の違いを正しく理解しない

まま,図形と方程式を,関数のグラフの延長線でとらえてしまう可能性がある。実際,中学で

の指導にも問題があり,両者を混同してしまうことが指摘されている (熊倉,2003)。 両者を混

同することは,図形と方程式を学ぶ意義を実感することにっながらないであろう。

(41 軌跡の問題は,始めから座標が設定されている。

軌跡の問題については,解析幾何で扱 う方が容易に考えやすい問題が多い。 したがって,図

形と方程式を学ぶ意義を実感させる指導が容易であるはずである。しかし,たとえば次のよう

に,教科書の問題は,始めから座標が与えられている。

「2定点 A(-6,0),B(2,0に 対して,AP:BP=3:1で あるような点 Pの軌跡を求めよ。」 (東

京書籍)

これでは,自 ら座標を設定することにより図形の問題が容易に解決できる,と いう解析幾何

のよさが実感できないであろう。

フ.図形と方程式の指導の改善点

これまで述べてきたことから,図形と方程式の指導の改善点について,次の 4点を挙げるこ

とができる。

(1)初等幾何による方法と比較することを通して,図形と方程式による方法の理解を深める。

同じ図形の問題を,初等幾何による方法でも扱い,図形と方程式による方法と比較すること

が重要であると考える。初等幾何による方法は思いつけば比較的容易に証明できるのに対して,

図形と方程式による方法は,代数的に処理する点に特徴がある。計算は大変になることが多い

が,ある程度形式的に処理できるといえる。

それぞれの特徴について触れることは,図形と方程式の理解を深めるだけではなく,初等幾

何も含めて,幾何全般について理解を深めることになる。さらには,図形と方程式を学ぶ意義

を実感させることができるであろう。

たとえば,現行のほとんどの教科書で扱っている中線定理について,次のように座標を用い

ない方法についても角虫れてよいであろう。

<中線定理の座標を用いない証明>      |
´ AH⊥ BCとすると,

AC2=P+cH2 .… 1)

AB2=h2+BH2 .… 2
‐
    m2=h2+HM2 .:.D               B

l)～うとBM=CMよ り,AB2+AC2=2h?十 BH2+CH2
H M

=2h2+oM_HMb2+(cM+HMp2
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=2h2+BM2+cM2+2HM2
=202+HM2b+2BM2
=2CAM2+BM2p  J

,他にも,現行のほとんどの教科書で扱っている「垂心の存在定理の証明」やその他の問題に

ついて,可能な範囲で,座標を用いない方法に触れるとよいであろう。

また,軌跡に関する問題は,二般的に座標を用いる方法が初等幾何よりも容易に解決できる

問題が多い。そのことを理解させる意味でも,たとえば,アポロニウスの円の問題について,

次のように初等幾何による方法に触れてもよいであろう。

<初等幾何による解決>
2定点をA,B,動点を Pと し,ABを PA:PBに内分,外分する

点をM,Nと すると,

PA:PB=AM:‐MB=AN:NB                A
よって,PM,PNは ∠APBの内角,外角をそれぞれ 2等分する。

ゆえに,∠MPN=90°

よって,Pは MNを直径とする円周上を動く。∠

さらには,解析幾何の特徴について,過去の教科書にある次のような記述に基づく説明を行

うことも重要である。

Ⅲウ。「座標を用いて図形を研究するのを解

析幾何といい,これに対して図の点線

のように,直接的な方法で図形を研究

するのを,初等幾何という。中学で学

んだのは初等幾何である」 (啓林館)

鬱)初等幾何ですでに解決したことのある,あるいは解決できる図形の性質について,座標を

用いて解決することを通して,図形と方程式を学ぶよさを実感させる。

1つは,中学ですでに学習した内容をもう一度取り上げて,解析幾何による方法で解決する

ことが重要である。例えば次のような問題がよいであろう。 (「現行」は,現在の教科書で扱っ

ている問題である。)

Iイ .平行四辺形の対角線は,互いに他を 2等分することを証明せよ。

A力 .正方形ABCDの辺 BC,CDの 中点をR,Sと し,ARと BSの交点をTとするとき,

次のことを証明せよ。C)BS=AR  O BSttAR  O m=AB
Bア.三角形の 2本の中線の長さが等しいとき,この三角形は二等辺三角形であることを証

明せよ。

現行.線分 ABを直径とする円上の点 Cか らABへ下ろした垂線をCDとするとき,

CD2=AD・ DBであることを,座標を用いて証明せよ。

Bアは,初等幾何で証明しようとすると,次のように結構面倒である。

<初等幾何による証明>
AABCの辺AB,ACの中点をM,N,BNと CMの交点

をPとすると,仮定からBN=CM … ①

中点連結定理から,MNノBC,MN:BC=1:2
よって,△PMN∽△PCBとなり,PM:PC=PN:PB   B
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(結論)



62 熊 倉 啓 之

）

これと①より,PB=PC,PM=PN
よって,∠PBC=∠ PCB … ② ,∠PMN=∠ PNM ・… ③

△BMNと △CNMにおいて,MN=NM(共 通)と①,③から,

△BMN≡△CNM よって,∠MBN=∠NCM … ④

③,④から,∠ABC〒 ∠ACB より,AB=AC J
また,数学Aで学習する次のような問題も扱うとよいであろう。

Ⅱ工.直角二等辺三角形の斜辺の中点から,3頂点への距離は等しいことを証明せよ。

Ⅱ力。定点Mを通る任意の直線が定円0と交わる点をP,Qとすれば,MP・MQはつねに

一定であることを証明せよ。

Ⅱ力の問題の座標を用いた証明は,たとえば次のようにする。

<解析幾何による証明>

円の方程式を,は一分7+y2=メ とし,Mを原点とする。

さらにAQ一r,0,BQ+r,0,P伝 1,mxl),

Q鰻,配0とすると,

伝―D2+m2=r2 ,
すなわち,伍2+1)メ _2ax+a2_r2=o

の解がxl,x2である。

MP2× MQ2=Ix12+cmXDttlx22+cmXDり    ｀

=(1+mう蹴12聰2=(1+mう 2×

(年 )2

=Q_D26+D2=Mh2。 MB2(一定)

よって,MP・MQは一定  J
(3) 「関数のグラフ」と「方程式が表す図形」の違いを丁寧に説明する。

_「関数のグラフ」と「方程式が表す図形」の違いについて,たとえば,次のような対応表を

作成して,理解を深めることが重要であろう。

表 4 関数のグラフと方程式の表す図形

関数 方程式

式 y=【0 應,り=0
座標 関数の対応する1,y 方程式の解 x,y
グラフ 関数のグラフ 方程式が表す図形

このとき,関数の場合は,グラフをかく場合に

x軸 とy軸の 1目 盛りの大きさを必ずしも同じに

する必要はないが,方程式が表す図形をかく場合

は,1日盛りを同じにする必要があることなどに

も触れるとよい。関数の場合は,x軸,y軸に異

なる種類の量 (例えば,時間と距離)を とるので,

1目 盛りを同じにする意味はないからである。

1(秒)

<関数y=xのグラフ> <方 程式 x― y=0が
‐  表す直線>
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(4)軌跡に関する問題は,最初から座標を与えない形で提示する。

6。 で指摘したように,現行の教科書の軌跡に関する問題は,すべて最初から座標が設定さ

れている。たとえば,次のように座標を与えない形で問題を提示するのがよいであろう。
「2定点A,Bからの距離の比が3:1であるような点Pの軌跡を求めよ。」

他にも,現行の教科書にはないが,たとえば過去の教科書にあつた次のような問題は,扱つ

てもよいであろう。

I力 .定長の線分ABが ,直交する二定直線上に両端を置きながら動くとき,線分ABの中      タ

点Mの軌跡を求めよ。

Iキ.2定点A,Bに対して,AP⊥ BPである点 Pの軌跡を求めよ。

I力 は,前述したように予想と結果が異なりやすい興味

套珍軍TI[〔≒量亀番鰻'‐

次のように現実場面の問題に
   ↓

I力 '壁に立てかけた棒を,すべるように動かすとき,     I、
棒の中点の軌跡を求めよ。

Iキは,円周角の定理の逆の特別な場合である。数学A
での学習と関連させながら扱 うとよいであろう。

8。 今後の課題

今後の課題として,次の点が挙げられる。

(1)本稿で述べた図形と方程式の指導め改善点に基づいた授業実践を,筆者は前任校で実践

し,一定の評価を得ている。今後も,できればさらに他の学校で授業を実践し,その妥当性や

指導の効果を評価したい。

(2)本稿では,図形と方程式の指導に焦点を当てたが,他にも,数学 I・ 三角比 (図形と計

量)や数学 A・ 平面図形,数学 C`2次曲線などがある。これらについても,指導上の問題点

と改善点を明ら力ヽ こし,高校における幾何教育の改善を図りたい。
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