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研究成果の概要（和文）：本研究課題では、自己相似性を持たない一般の半線形熱方程式に対する可解性および
その解挙動についての研究を行った。半線形熱方程式の可解性には方程式特有の性質である自己相似性が鍵とな
り、方程式の解の存在・非存在が論じられる。しかし非線形項が特別な型の場合を除き、その性質は期待できな
い。研究代表者は、冪乗型方程式に対する自己相似変換を一般化した準自己相似変換およびそそこから生じる性
質を用いて、既存の結果を包括する形で一般の半線形熱方程式に対する可解性を特徴付けすることに成功した。

研究成果の概要（英文）：This research project is devoted to the solvability and the behavior of 
solutions for general semilinear heat equation which does not possess the self-similarity. Although 
the solvability for a semilinear heat equation in previous studies is based on the scale invariant 
property for the equation, this property is not expected for a wide class of semilinear heat 
equations except for a power and an exponential type nonlinearity. Principal investigator focused on
 a generalization of the self-similar transformation for power type semilinear heat equation, and 
characterized the solvability for a general semilinear heat equation by using a quasi self-similar 
transformation.

研究分野：非線形偏微分方程式論

キーワード： 半線形熱方程式　準自己相似性　可解性　初期値の特異性　初期値の空間減衰　藤田指数
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究課題では、冪乗型や指数型半線形熱方程式に対して知られている自己相似変換を一般化した準自己相似変
換に着目し、半線形熱方程式の研究を行った。特に準自己相似性が半線形熱方程式の可解性に応用可能であり、
方程式の解の存在および非存在に対して精緻な結果が得られることを示した。これは準自己相似性の有用性を表
すものであり、これまでの自己相似性に基づく解析手法を、一般の半線形熱方程式に対して拡張可能であること
を示唆するものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
（１）半線形熱方程式は拡散項と非線形項の相互作用により解は様々な挙動を呈する。従って、
解の性質を調べるためには拡散効果により生じる解の均一化作用と、非線形効果により生じる
解の増幅作用のバランスが重要である。そのバランスを定量的に表す指標が、方程式固有の性質
である「自己相似性」であると考えられる。しかし、自己相似性は冪乗型や指数型といった特殊
な型の半線形熱方程式にのみ期待されるものであり、一般の半線形熱方程式に対しては成立し
ない。 
 
（２）一方、研究代表者は一般の半線形熱方程式に対して、冪乗型半線形熱方程式に対して知ら
れている自己相似変換を一般化した、「準自己相似変換」を提唱し、これまでにその応用として
爆発集合の特徴付けを行っている。この準自己相似変換は冪乗型および指数型半線形熱方程式
に対する自己相似変換を一般化するに留まらず、方程式が自己相似性を持つための条件までも
導出するものである。それは方程式の自己相似性、すなわち、拡散と非線形のバランスを特徴付
けする要因の特定にも繋がった。 
 
（３）上記の考察に基づき、準自己相似性に着目することで、自己相似性を持たない一般の半線
形熱方程式に対して解の存在・非存在を特徴付けすることができるのではないか？との発想に
至り、研究を開始した。 
 
 
 
２．研究の目的 
（１）本研究の目的は一般の非線形性を持つ半線形熱方程式に対する可解性理論を構築するこ
とである。特に時間局所解および時間大域解が存在するための初期値の条件を導く。 
 
（２）時間局所可解性については、初期時刻における関数の特異性が解消されるか？という問題
を考察する。特異性を解消させる拡散の効果と特異性を強める非線形の効果のせめぎ合いを数
学的に表現することが目的である。 
 
（３）時間大域可解性については、初期値関数の空間無限遠での減衰の効果が非線形に対して優
位に働くか？という問題を考察する。そのためには解の時間減衰の要因となる減衰の効果と非
線形項による増大の効果のバランスを規定することが必要となる。 
 
 
 
３．研究の方法 
（１）上記の研究の目的を達成するため、研究代表者により提唱された「準自己相似変換」に着
目する。 
 
（２）はじめに時間局所可解性について論じる。冪乗型半線形熱方程式に対しては解が存在する
ための初期値の特異性が、関数の可積分性を用いて表現されている。（Weissler 1980 年）これ
は初期時刻における特異性の解消のための拡散と非線形の効果のバランスを数学的に表現した
ものであるが、その特徴付けは方程式の自己相似性に帰着する。従って、一般の半線形熱方程式
に対しては準自己相似性がその特徴付けを与えるかを考察する。 
 
（３）次に時間大域可解性について論じる。冪乗型半線形熱方程式に対して、時間大域可解性を
分ける「藤田指数」と呼ばれる臨界指数の存在がよく知られている。この臨界指数を境に時間大
域解の存在・非存在に分ける状況が大きく様変わりする。時間大域解について論じるためには
「藤田指数」の一般化を行うことから始め、その後、初期値の空間減衰との関係について調べる。
特に、藤田指数については自己相似性に基づく特徴付けが可能であるため、準自己相似性を用い
ることで一般の半線形熱方程式に対する臨界指数の導出を行う。 
 
 
 
４．研究成果 
（１）一般の半線形熱方程式に対する時間局所可解性の特徴付けに成功した。 
研究代表者らの既存の研究（Fujishima—Ioku 2018 年）によって、時間局所可解性を特徴付ける
初期値の可積分性は得られていた。その可積分性は準自己相似変換のもとで不変な積分量によ
って特徴付けられる。特に臨界現象に着目すると、そこで現れる積分から、初期値の特異点付近



での発散度が推察される。本研究では、ある状況下では、積分から推察される発散度が実際に時
間局所可解性を分ける臨界の特異性を与えることを示した。可積分性に基づく可解性の特徴付
けでは、具体的な発散度を求めることができないが、弱ルベーグ空間と呼ばれる広い空間での可
解性を考察したことにより、上記の特徴付けを行うことができた。 
 
（２）一般の半線形熱方程式の時間大域解の存在・非存在を分ける臨界指数の導出に成功した。
同時に、大域解が存在するための初期値の空間減衰について、可積分性に基づく特徴付けを行っ
た。 
準自己相似変換に基づく可解性の議論により、拡散と非線形の効果のバランスを規定する関数
が導き出される。その関数の極限に着目することにより、時間大域解の存在・非存在を分ける臨
界指数を、非線形項を表す関数により特徴付けた。これは冪乗型半線形熱方程式に対する藤田指
数の一般化に相当するため、自然な拡張となっている。 
一般化された藤田指数が大域可解性を分ける臨界指数であることを示すために、実際に大域解
の構成および解の有限時間爆発を示した。有限時間爆発を示すためには、解が満たすべき必要条
件を導出した。時間大域解の存在を示す方法は、準自己相似変換に基づく。本研究を通して重要
となる性質は、準自己相似変換を介して、 
「冪乗型または指数型半線形熱方程式の可解性が一般の方程式の可解性を与える」 

ことである。これは時間局所解の存在を示すためにも用いられた性質である。時間大域解の存在
を示すためには、非線形項の無限大およびゼロ付近での挙動が重要となるため、単一の非線形項
のみによる上記性質の利用では不十分で、議論の改良が必要となる。そこで、本研究では無限大
付近とゼロ付近での挙動が異なる非線形項を利用し、一般の半線形熱方程式に対する時間大域
解の存在を示すことに成功した。 
ここで得られた、時間大域解が存在するための初期値の減衰条件（可積分性）については、冪乗
型半線形熱方程式に対する初期値の条件（Weissler 1981 年）に一致するものであり、さらにそ
れは準自己相似変換のもとで不変な積分にも一致する、自然な条件である。 
 
（３）単独の半線形熱方程式に留まらず、半線形熱方程式の連立系についても時間局所可解性を
特徴付ける初期値の特異性（発散度）を求めることにも成功した。 
単独の半線形熱方程式に対しては、自己相似性を持つ冪乗型半線形熱方程式に対しては詳細な
可解性の特徴付けがなされている。一方、複数の半線形熱方程式を組み合わせた連立系について
は、拡散と非線形の相互作用に加え、方程式間の相互作用までも考慮する必要があり、状況はよ
り複雑になる。特に弱連立系と呼ばれる比較的単純な連立系の場合でも可解性の特徴付けは未
知であるため、研究を開始した。 
連立系に対して、単独の方程式の結果を含む形で時間局所解の存在・非存在のための初期値の特
異性（発散度）を特徴付けすることに成功した。得られた結果を俯瞰すると、弱連立系のような
単純な連立系でも、単独の方程式の場合に比べて状況が複雑であることが明らかになった。そこ
には単独の方程式の場合では現れない、連立系特有の状況も含まれており、方程式間の相互作用
を加味することで数学的に非常に興味深い問題が生じることが判明した。 
 
（４）上記の可解性の研究に加え、拡散項が解の挙動に与える影響を詳細に調べるために、 
① 非線形拡散項に関連して、Quasi parabolic minimizer の研究 
② 退化する拡散係数を持つ半線形熱方程式の解挙動の研究 
を行った。特にこれらの研究は海外の研究者との共同研究に昇華し、国際共同研究となった。こ
れらの研究を通して、拡散効果の違いが解の挙動に与える影響について詳細な結果を得ること
ができた。特に、Quasi parabolic minimizer については、一般の距離空間上での解析に拡張さ
れるため、ユークリッド空間上の拡散現象に限らない一般の拡散現象の解析が可能となる。 
 
（５）本研究を通して、一般の半線形熱方程式に対して時間局所可解性および時間大域可解性を
特徴付ける初期値の条件を導出することができた。しかし、すべての状況が明らかになったわけ
ではなく、 
① 時間局所解の存在・非存在を分ける臨界の発散度は一部の状況下でのみ得られている。 
② 時間大域解を特徴付ける初期値の空間減衰度は明らかではない。 
③ 連立系の取り扱いは一部に限られる。 
上記のような課題が新たに生じたため、今後研究を進展させ、半線形熱方程式および連立系に対
する可解性理論を完成させることを目指す。 
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