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概要
AdS/CFT 対応において，境界からいかにバルクを構築するかは未解明である．バ
ルクを構築する上で，近年テンソルネットワーク手法が注目されている．本論文では，
AdS/CFT対応が備えるべき性質を満たすようなテンソルネットワークを構築すべく，テ
ンソル繰り込み群による数値的アプローチによる研究と，厳密繰り込み群を用いた解析的
アプローチによる研究とを行う．具体的にはまず，ゲージ場の経路積分をテンソルネット
ワークとして表す定式化を提案する．テンソルネットワークを用いる手法の一種であるテ
ンソル繰り込み群により，3次元 SU(2)ゲージ理論を解析する．数値解析結果が，強結合
展開の結果と弱結合展開の結果双方と整合することを見る．次に，厳密繰り込み群によっ
て波動汎関数のスケール依存性を記述する汎関数微分方程式を導く．これは連続幾何を直
接扱うための連続テンソルネットワークを，AdS/CFT対応において不可欠である繰り込
み群から直接得るための枠組みを構築したことを意味する．一方で，AdS/CFT対応は量
子誤り訂正と関係することが知られている．そこで量子誤り訂正と繰り込み群双方の性質
をもつテンソルネットワーク構築に向けて，繰り込み群と量子誤り訂正との関係につい
て，この汎関数微分方程式の摂動解をもとに議論する．
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第 1章

序論

1.1 背景
人類が到達した中で，高エネルギーで最も成功を収めた理論は標準模型である．電磁気
力，弱い力，強い力の量子論を統一的に記述し，実験結果と非常によく整合している．し
かしながら，宇宙の起源を解明する上で，ブラックホールや初期宇宙といった対象を記述
するのに必要な重力の量子論は未だ構築されていない．量子重力理論の構築こそ，素粒子
論分野に残された最大の問題の一つである．
量子重力理論を構築する上で注目されているのが，Anti de-Sitter space/Conformal

field theory correspondence (反 de-Sitter空間/共形場理論対応, AdS/CFT対応) [1]で
ある．この対応は，負の定曲率をもつ空間における重力理論と，その境界に定義された共
形場理論が等価であることを主張する．具体例としては，古典重力理論と large N 強結合
ゲージ理論が対応する．AdS/CFT対応は，共形場理論のエンタングルメント構造を始め
とする数多くの例で正当性が検証されている．しかしながら，AdS/CFT対応は提唱から
20年以上経った今日においても厳密な証明がされておらず，基本的なメカニズムが理解
されていない．
基本的な問題点の一つは，境界のゲージ理論からいかに時空内部 (バルク)の重力理論
を構成するかということである．AdS/CFT対応が満たすべき性質のうち，次の三点に着
目する．

• 笠-高柳公式 (ホログラフィックエンタングルメントエントロピー公式)

• 繰り込み群の構造
• 量子誤り訂正符号
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以下で各項目について説明する．

笠-高柳公式
笠-高柳公式 [2] では，AdS/CFT 対応において境界上に定義された量子多体系の量子
もつれを測る量であるエンタングルメントエントロピーが，時空内部の幾何で記述され
る．より具体的には，AdS空間の境界上の部分系 Aのエンタングルメントエントロピー
が，Aの極小曲面 γA の面積で与えられる．これを始めとした研究により，幾何がエンタ
ングルメントから創発するとみなすことができることが示唆された．つまり適切なエン
タングルメント構造があれば，極小曲面を通じて，対応する時空の計量が決まるという
描像である．実際に，ある種のテンソルネットワークである Multi-scale entanglement

renormalization ansatz(MERA) [3] はそのような描像を具現化する．MERA とは，変
分法によって量子多体系の基底状態を数値的に求める数値手法である．MERAのネット
ワークは系をスケール方向に多層化したテンソルネットワークで与えられ，変分法でテン
ソルの成分を最適化することで，系の基底状態の波動関数を近似する．後に議論するよ
うに，MERAは笠-高柳公式と同様のエンタングルメント構造をもつことから，離散的な
AdS空間の計量と対応すると示せる [4]．

繰り込み群の構造
AdS/CFT対応において時空内部の方向は繰り込み群のスケールと対応することが知ら
れている．そのため，境界から時空内部のバルク重力を記述するためには何らかの繰り込
み群の構造が必要である．先述したMERAはスケール方向に多層化されているため，量
子多体系に対してブロックスピン変換を繰り返しているものと類似している．しかしあく
まで変分法であるため，繰り込み群ではない．繰り込み群に基づく連続テンソルネット
ワークへのアプローチがいくつか行われているが，いずれも一般の非摂動論を扱っていな
い．AdS/CFT対応において古典重力と対応するのは重力を含まない強結合理論であるた
め，直接非摂動論的に繰り込み群を扱うことが必要である．

量子誤り訂正符号
近年では AdS/CFT 対応において，バルクの自明理論を避けるためには，量子情報で
知られる量子誤り訂正の性質を持たなければならないことが示された [5]．量子誤り訂正
はもともと量子コンピュータにおいて，データをエラー (誤り)から守るために構築され
た理論である．典型的には，量子的なスピン系を送る際に，ノイズによってスピンの向き
が反転したり，スピンが消去されるといったエラーを受けることがある．基本的なアイデ
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アは，元々の状態を冗長化することでエラーに耐性をつけることである．このように量子
誤り訂正はもともと実用的な文脈で考えられたが，AdS/CFT対応において理論構成上，
バルクの自明理論を避けるためにも必要である．つまり少なくとも古典重力においては，
境界からバルクの重力を記述するために量子誤り訂正の性質を持つ必要がある．

テンソルネットワークによるアプローチ
AdS/CFT対応の基礎を解明するには，AdS/CFT対応を顕に仮定せずして，境界上の
理論からこれらの条件を満たすようなバルクの連続幾何を構築することが必要である．そ
こで，テンソルネットワークによるアプローチが有力視されている．先述したMERAを
始めとして，HaPPY code [6]，Random tensor network [7]などにより，離散的な時空
の創発の記述が提唱され，それぞれ AdS/CFT 対応のエンタングルメント構造や量子誤
り訂正の性質を満たすことが示され，量子情報と幾何の関係など，重要な性質を捉えてい
る．実際に時空の創発を記述するには，連続的な幾何を導出するという困難と，境界とし
てゲージ理論を扱うという困難とを克服する必要がある．

本研究では，テンソルネットワークによる時空の創発の記述による，AdS/CFT対応の
基礎解明を主眼におく．最終的に境界上のゲージ理論のテンソルネットワークから連続的
な幾何を構築すべく，テンソルネットワークと量子エンタングルメント，繰り込み群，量
子誤り訂正の関係を明らかにすることを目指す．本論文では，その一環として我々が行っ
たいくつかの研究について述べる．なお，量子重力を直接扱うことは困難であるため，本
論文では一貫して背景時空が古典的である場合を対象とする．

1.2 構成
本論文の構成を以下に示す．
2章では，AdS/CFT対応と繰り込み群，量子誤り訂正との関係と，関連するテンソル
ネットワークについてレビューする．まず AdS/CFT対応 (ホログラフィー原理)を概観
する．テンソルネットワークの一種である MERAを導入し，離散的 AdS時空との対応
について議論する．次に，ある種の実空間繰り込み群であるテンソル繰り込み群を導入す
る．MERAが波動関数を変分法により求める手法である一方，テンソル繰り込み群は分
配関数を特異値分解による情報圧縮によって求める手法である．さらに，AdS/CFT対応
と量子誤り訂正との関係についてレビューする．まず量子誤り訂正の基礎について述べ
る．バルク局所性を単純に課すとバルクの自明理論を導くというパラドックスが生じる
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が，量子誤り訂正の言語を用いることにより，パラドックスが解消されることを議論する．
3章では，一般のゲージ理論に対してテンソルネットワーク表示を行う定式化を提案し，
さらに具体的にテンソル繰り込み群によって 3次元 SU(2)ゲージ理論を解析した我々の
研究 [8, 9]について述べる．テンソル繰り込み群を用いて高次元非可換ゲージ理論を解析
したのはこの研究が初である．この研究は AdS/CFT 対応において重要なゲージ理論を
数値的に直接扱うという点において意義がある．さらには，符号問題が生じるため従来の
モンテカルロ法が適用できない有限密度 QCDを解析する上でも，我々の研究が有用にな
ると考えられる．
4 章では，厳密繰り込み群から連続テンソルネットワークを構築するという我々の研
究 [10] について述べる．具体的には，一般の相互作用を持つ任意次元のスカラー場理論
において，波動汎関数のスケール依存性を表す厳密繰り込み群方程式を導いた．この方程
式は，連続テンソルネットワークを定義していると解釈できる．前節で述べた AdS/CFT

対応が備えるべき繰り込み群の構造を，厳密繰り込み群を考えることで直接導入したこと
を意味する．同時に，テンソルネットワークと繰り込み群とを直接関係づけていることも
意味する．
5章では，繰り込み群と量子誤り訂正との関係についての我々の研究 [11]について述べ
る．4章で導いた厳密繰り込み群方程式の摂動解を用いて，スカラー場において，繰り込
み群のフローにより量子誤り訂正符号を構築する具体例を示す．
6章では，本論文のまとめと展望を述べる．
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第 2章

AdS/CFT対応と繰り込み群，テン
ソルネットワーク，量子誤り訂正

本章では，我々の研究の基礎となる AdS/CFT対応と，繰り込み群との関係，また，関
連するテンソルネットワーク，量子誤り訂正についてレビューする．

2.1 AdS/CFT対応
2.1.1 ホログラフィー原理と AdS/CFT対応
一般相対論が予言する典型的な対象はブラックホールである．ブラックホールはマク
ロな熱力学の対象としても扱える．例えば，ブラックホールのエントロピー SBH につ
いて，ブラックホールの表面積 Area(ΣBH) に比例するという Bekenstein-Hawking 公
式 [12, 13]が知られている:

SBH =
Area(ΣBH)

4GN
. (2.1.1)

ここで，GN はニュートン定数であり，ΣBH はブラックホールの事象の地平面である．注
目すべきは，エントロピーが系の体積ではなく表面積に比例するという点である．通常，
熱力学的エントロピーは系の自由度を表すことから，系の体積に比例すると考えられる
が，Bekenstein-Hawking 公式 (2.1.1) は直感に一見反している．この結果から，重力理
論の自由度は 1 次元低い境界に存在することを原理として Susskind と’t Hooft は 1995

年に主張した．これがホログラフィー原理である．
1997 年にホログラフィー原理の具体例として，Maldacena は AdS/CFT(anti de-

Sitter space/conformal field theory) 対応を提唱した [1]．d + 2 次元の反ドジ
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ッター空間 (anti de-Sitter space)AdSd+2 上の重力理論は d + 1 次元の共形場理論
(conformal field theory, CFT) と等価であるという主張である．言い換えると，重力理
論は，その境界上に定義された重力を含まない理論と等価ということである．
反ドジッター空間とは，負の曲率をもつ時空の中で最も対称性の高い時空である．d+2

次元の AdS(AdSd+2)は，時間が二つある d+ 3次元Minkowski空間

ds2 = −dX2
0 − dX2

d+2 + dX2
1 + · · ·+ dX2

d+1 (2.1.2)

内の超曲面
X2

0 +X2
d+2 = X2

1 +X2
2 + · · ·+X2

d+1 +R2 (2.1.3)

として得られる．Rは AdSの半径である．
Poincare座標

X0 =
z

2

(
1 +

R2 + x⃗2 − x20
z2

)
(x⃗ = (x1, x2, . . . , xd+1))

Xi =
Rxi
z

(i = 1, 2, . . . , d)

Xd+1 =
z

2

(
1− R2 − x⃗2 + x20

z2

)
Xd+2 =

Rx0
z

(2.1.4)

を導入すると，AdSの計量は

ds2 = R2

(
dz2 − dx20 +

∑d
i=1 dx

2
i

z2

)
(µ = 0, 1, . . . , d) (2.1.5)

と与えられる．z は CFTにおいて繰り込み群の長さスケールを表す．境界は z → 0の極
限で与えられ，境界の内側はバルク (bulk)と呼ばれる．
一方共形場理論 (Conformal field theory, CFT)とは，局所的に角度を保つ共形変換の
もとで不変な理論である．共形変換群は

• 並進
• 回転
• スケール変換
• 特殊共形変換（反転と並進の積）

から構成される．臨界点上の理論は一般に CFTで記述されると知られている．
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2.2 テンソルネットワーク 第 2 章 AdS/CFT対応

AdSd+2 と CFTd+1 は共に SO(2,d + 1)対称性をもつ．AdS/CFT対応の基本原理は，
両者の分配関数が一致するという GKP-Witten関係式

Zgravity(ϕi) =
〈
ei

∫
dd+1xOi(x)Ji(x)

〉
CFT

(2.1.6)

である．ここで，Zgravity は重力理論の分配関数であり，ϕi は重力理論すべての場を
表す．なお，右辺は境界条件 ϕi ∝ Ji を課して経路積分する．Ji は CFTの演算子 Oi と
結合する外場である．
AdS/CFT対応の帰結として，笠-高柳公式 (ホログラフィックエンタングルメントエン
トロピー公式) [2]

SA =
Area(γA)

4GN
(2.1.7)

が知られている (図 2.1参照)．ここで，SA は領域 Aにおけるエンタングルメントエント

（バルク）

(境界) 

図 2.1 笠-高柳公式．d + 1次元の CFTの部分系 Aのエンタングルメントエントロ
ピー SA は，d+ 2次元の AdS空間上の Aの極小曲面 γA の面積に比例する．

ロピーであり，GN はニュートン定数，Area(γA)は Aの極小曲面 γA の面積である．こ
の公式は，AdS/CFT 対応において境界上の量子多体系のエンタングルメントエントロ
ピーが，時空内部 (バルク)の幾何で記述されることを意味する．AdS/CFT対応を具現
化するようなモデルを構築する上では，このエンタングルメント構造を満たすことが必要
となる．

2.2 テンソルネットワーク
本節では，テンソルネットワークの基礎を簡単に述べる．テンソルネットワークは，波
動関数や分配関数などの目的関数をテンソル積として表したものである．ここではまず波
動関数を扱い，後に 2.3節では分配関数を扱うテンソル繰り込み群を導入する．n自由度
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2.2 テンソルネットワーク 第 2 章 AdS/CFT対応

図 2.2 MPSのテンソルネットワーク図．一番左の行列は一番右の行列と周期的境界
条件によりつながっている．

をもつ系の波動関数は，一般に

|ψ⟩ =
∑
{si}

T s1s2...sn |s1s2 . . . sn⟩ (2.2.1)

と表せる．一般に，量子多体系における Hilbert空間のサイズは粒子数 (自由度)とともに
指数関数的に増大するため，波動関数の直接的な計算は難しい．そこで，対称性やエンタ
ングルメント構造など，うまく系の性質を取り入れつつ，計算コストをおさえることを考
える．以下では簡単のために，系に周期的境界条件を課す．波動関数の係数 T s1s2...sn の
表現方法の一種が，テンソルネットワークである．波動関数を計算する上では，式 (2.2.1)

をうまく表現 (近似)するような係数 T s1s2...sn の ansatzを設け，数値変分によって最適
化することが基本的なアプローチである．
もっとも簡単なテンソルネットワーク表現の例は，図 2.2で表される行列積状態 (matrix

product state, MPS)

|ψMPS⟩ =
∑
{si}

Tr(As1
1 A

s2
2 . . . Asn

n ) |s1s2 . . . sn⟩ (2.2.2)

である．ここで，{Asi
i }は自由度 si に対応した行列である．元々の波動関数 (2.2.1)を，

行列積状態 (2.2.2)の ansatzのもとで数値変分をとる手法は密度行列繰り込み群 (density

matrix renormalization group, DMRG) [14]と呼ばれ，1次元量子系や 2次元古典系で
成功を収めた．
波動関数を表現するような，より一般のテンソルネットワークはテンソル積状態 (tensor

product state, TPS)

|ψTPS⟩ =
∑

m1,m2,...

(As1
1 )m1m2...(A

s2
2 )n1n2... . . . |s1s2 . . . sn⟩ (2.2.3)
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T i

j

k

l

A i

j

l

B m

n

o

k 

図 2.3 テンソルネットワーク図の記法．格子点がテンソルを表し，ボンドがそれぞれ
テンソルの添字を表す．右図のように複数のテンソルに共有されている添字は足し上
げる．

である．以降ではこのようなテンソルネットワークの構造を見やすくするため，行列積の
図 2.2を一般化し，図 2.3のように表す．格子点がテンソルを表し，ボンドはテンソルの
縮約が取られていることを意味する．

2.2.1 MERA

前節で導入した行列積状態やテンソル積状態は，エンタングルメントエントロピーを見
積もると，一般には臨界系のエンタングルメント構造を満たさないことが知られている．
そのため，臨界系で効率のよい ansatzではない．さらに後に議論するように AdS/CFT

対応の離散模型として適切なエンタングルメント構造を備えていない．
そこで臨界系を効率よく扱うテンソルネットワーク手法が，実空間繰り込み群の思
想を取り入れた multi-scale entanglement renormalization ansatz(MERA) [3] である．
MERA は図 2.4 に示すように，系の粗視化を表す等長演算子であるアイソメトリーと，
エンタングルメントを適切に除去するユニタリー演算子であるディスエンタングラーとか
ら構成される．この波動関数の ansatzのもとで変分法をとり，アイソメトリーとディス
エンタングラーのテンソルの成分を最適化することで，基底状態を求めるのがMERAの
基本的な手順である．
次に，MERAのエンタングルメントエントロピーを評価する．各テンソルのボンド次
元を D とする．つまり，テンソルの添字がとりうる範囲が 0から D − 1とする．このと
き，ボンドあたりのエンタングルメントエントロピーは，各ボンドが最大限もつれている
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scale

IR
scale

UV
scale

図 2.4 1 次元 MERA のテンソルネットワーク図．ネットワークの最下層が紫外
(UV)スケールで定義された元々のスピン系を表し，三角が粗視化の役割を果たすアイ
ソメトリー，四角がエンタングルメントを適切に除去するディスエンタングラーを表
す．粗視化に伴い，系の自由度は減少し，赤外 (IR) スケールに向かうと解釈される．
このネットワークがMERAにおける波動関数の ansatzである．

とき，すなわちボンドに定義された (縮約された)密度行列 ρが

ρ =
1

D
I (2.2.4)

となるとき最大となる．ここで，I は単位行列である．このとき，ボンドあたりのエンタ
ングルメントエントロピーは

S = −Tr ρ log ρ = logD (2.2.5)

となる．図 2.5 に示すように，部分系 A のエンタングルメントエントロピーは，ボンド
を横切る数が最も少ない最小カット γA によって決まる．MERAの場合，最小カットは
log2 Lと振る舞う．よって，部分系 Aのエンタングルメントエントロピー SA は

SA ≤ min [#Bonds(γA)] logD

= logL · logD
(2.2.6)

と評価できる．よって，MERAは 1次元臨界系のエンタングルメントエントロピーの振
る舞い S ∝ logLを不等式の形で満たす．このエンタングルメント構造は，ディスエンタ
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図 2.5 MERAネットワークと，長さ Lをもつ部分領域 Aの最小カット γA．部分領
域の最小カットの長さは log2 L（=層の数）と振る舞う．

ングラーなしには成り立たない．このように，臨界系のエンタングルメント則を満たすよ
うなテンソルネットワークを構成するには，エンタングルメントを適切に扱うデザインが
必要である．

2.2.2 MERAと離散 AdS時空との対応
MERAは臨界系において基底状態の波動関数を求めるために導入された計算手法であ
る．しかし，実は MERAのテンソルネットワークが離散 AdS時空と対応することが示
唆された [4]．
AdS/CFT対応において，領域 Aのエンタングルメントエントロピー SA は，笠-高柳
公式 (2.1.7)によって，極小曲面の面積 Area(γA)に比例する．一方，MERAの場合，SA

は最小カットの長さ logLに比例する．
よって，図 2.6 に示すように，両者のエンタングルメント構造に相関*1が見られる．

MERAの最小カット γA と笠-高柳公式の極小曲面 γA を同一視すると，ネットワークの
ボンドが最大限エンタングルしているという仮定のもとで

#Bonds ≃ Area(γA)

GN
(2.2.7)

の関係が予測できる．ここで ≃は O(1)の定数の範囲で等しいことを表す．

*1 MERA のエンタングルメント構造 (2.2.6) はあくまで不等式の関係であるため，完全な対応関係ではな
い．
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CFT

AdS/CFT

AdS

A A

scale MERA

IR

UV

図 2.6 MERA と AdS/CFT の対応図．MERA の層は紫外スケールから順に u =

0,−1, . . . ,−∞ とラベルされている．エンタングルメントエントロピーにおいて，
MERAの最小カットと AdSの極小曲面が対応する．

次に，MERA の層の離散的ラベル u と AdS のバルク方向の座標が対応を見るため，
d+ 2次元の AdS計量を

ds2AdS = du2 +
e2u

ϵ2
(dx⃗2 − dt2)(=

dz2 − dt2 + dx⃗2

z2
) (2.2.8)

と導入する．ここで，AdS時空の半径 z を z = ϵ · e−u と書き直した．x⃗は Rd の座標で
あり，ϵは格子間隔を指す．AdSのバルク方向 uは臨界系 (共形不変系) の基底状態を記
述するMERAのラベル uと同一視される．このとき，スケール不変であることを反映し
て，スケール方向の計量 guu は定数である．つまり，MERAの構造は層に依らず一定で
ある．
一般に共形対称性をもたない系のエンタングルメントエントロピーを考える．ネット
ワークの構造が層によって異なることから，層ごとのボンド密度 n(u)を導入する．非共
形なMERAは計量

ds2 = guudu
2 +

e2u

ϵ2
dx⃗2 + gttdt

2 (2.2.9)

の離散版の時空と双対と考えられる．ここで粗視化の手順は同一であることから，x⃗の計
量は固定されている．また，繰り込むごとに（層の離散的ラベル uが 1減るごとに）格子
点の数が空間の各方向について半分になることから，リスケーリングにより格子間隔は 2

倍になる．よって x⃗の計量は 22u/ϵ2 と考えられる．u log 2を新たに uと定義し直すこと
で，式 (2.2.9)において x⃗の計量に因子 e2u がつく．スケール方向の計量 guu はボンド密
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度 n(u) と関係する．時間方向の計量 gtt はエンタングルメントエントロピー SA の情報
からは決定できない．部分系 Aが時間一定面の Lorentzブーストで定義されるように SA

の定義を拡張すれば，原理的には gtt を決定できると考えられる．
より具体的にMERAと離散的 AdS時空の関係を見るために，部分系 Aが空間の半分
で与えられる場合に SA を計算する．ボンド密度 n(u)を用いると，繰り込むたびに格子
点の数が半分になることから，MERAのエンタングルメントエントロピーは

SA ∝ min [#Bonds(γA)]

= Ld−1
0∑

u=−∞
n(u) · 2(d−1)u

(2.2.10)

と見積もれる．Ld−1 は A の境界の格子点の数である．一方，AdS/CFT 対応の笠-高柳
公式 (2.1.7)は

SA =
Area(γA)

4GN

=
1

4GN
· Vd−1

ϵd−1

∫ u=0

u=−∞
du

√
guue

(d−1)u

(2.2.11)

となる．Vd−1 は A の境界の面積である．連続極限 ϵ → 0 をとると，式 (2.2.10) と
式 (2.2.11) は似た構造をもつ式と分かる．両者を比較すると，それぞれのラベル u は
uAdS/CFT = log 2 · uMERA の関係をもち，ボンド密度は

n(u) ∝
√
guu

GN
(2.2.12)

という関係をもつと考えられる．
以上のように，MERAネットワークはそのエンタングルメント構造から，離散的 AdS

時空と対応すると考えられる．これより，適切な構造を備えたテンソルネットワークが
AdS/CFT対応において創発する時空を記述することが期待される．

2.3 テンソル繰り込み群
本節では，3 章で 3 次元 SU(2) ゲージ理論の数値解析を行う際に用いるテンソル繰り
込み群 (tensor renormalization group, TRG) [15]の基礎を述べる．2.2節や 2.2.1節で
導入したMPSやMERAは波動関数を変分法によって求めるテンソルネットワーク手法
であったのに対し，TRGは分配関数を情報圧縮による近似で求める手法である．ここで
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は簡単に TRGの手順と実空間繰り込み群との関係を述べ，詳細のアルゴリズムは 3章で
扱う．
まず，分配関数 Z をテンソル積で表す:

Z = Tr
⊗

T . (2.3.1)

ここで，T はテンソルであり，Trはテンソル空間でのトレースを意味する．今，系に並
進対称性が課されているものとする．つまり，テンソルネットワークが同一のテンソルの
積で与えられている．原理的にはテンソルの縮約を繰り返せば分配関数を求められるが，
現実には困難である．
そこで，テンソルの情報を特異値分解により圧縮する繰り込みを繰り返す．繰り込みに
よって，テンソルは

T → T (1) → T (2) → · · · → T (i) → . . . (2.3.2)

とフローする．T (i) は i回目の繰り込み後のテンソルであり，一般に繰り込みによってテ
ンソルのボンド次元は減少し，テンソルの数は指数的に減少する．例えば，Levin-Nave

TRGの場合は繰り込むごとにテンソルの数 (=系の体積)が半分となるため，体積 V = 2n

の系の分配関数は，

Z = Tr
⊗
V

T (2.3.3)

∼ Tr
⊗
V/2

T (1) (2.3.4)

. . . ∼ Tr
⊗
V/2i

T (i) (2.3.5)

. . . ∼ TrT (n) (2.3.6)

と評価される．n回繰り込んで残ったただひとつのテンソルのトレースを取ることで，近
似的に分配関数を求めるのが TRGの基本的な手順である．
この手続きは，ある種の実空間繰り込み群とみなすことができる [16–21]．実空間繰り
込み群のフローがハミルトニアンの結合定数の変化であるのに対し，TRGのフローはテ
ンソルのフローである．一般に，TRGのテンソルは理論の結合定数の関数であることか
ら，両者は対応すると考えられる．実際に Ising模型や XY模型などにおいて，TRGの
フローに対して不変な固定点テンソルを用いて，臨界点の臨界指数や CFTの演算子積展
開係数の計算が行われている．
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TRG の一種である tensor network renormalization [22] により，前節で導入した
MERAが記述できることが議論されている [23]．よって，TRGから AdS/CFT対応を
具現化する模型を構築することも将来的には可能と考えられる．

2.4 バルク局所性と量子誤り訂正
5章で扱う繰り込み群と量子誤り訂正に関する我々の研究の背景となる，AdS/CFT対
応と量子誤り訂正の関係 [5]についてレビューする．

2.4.1 バルク再構成
大域的 d + 2次元 AdSを考える．計量は漸近的に

ds2 ∼ −(r2 + 1)dt2 +
dr2

r2 + 1
+ r2dΩ2

d (2.4.1)

と与えられる．
境界上の演算子 O からバルク上の演算子 ϕを構成することを考える．ここで，バルク
演算子はバルクの運動方程式に従い，さらに境界条件として GKP-Witten関係式 (2.1.6)

と等価な “外挿関係” [24]
lim
r→∞

r∆ϕ(r, x) = O(x) (2.4.2)

を満たすとする．この外挿関係は，バルク演算子が十分境界に近い極限で境界演算子に一
致することを意味する．
このような対応関係は

ϕ(x) =

∫
Sd×R

dY K(x;Y )O(Y ) (2.4.3)

となる．xはバルクの座標，Y は境界の座標である．K(x;Y )は “smearing関数”と呼ば
れる．x座標についてバルクの波動方程式に従い，境界で条件 (2.4.2)を満たす．さらに，
xと Y が空間的な隔たりをもつ (spacelike separated)場合のみ積分するとする．
バルク演算子が境界に近づくにつれ，(2.4.3) の積分範囲が狭まるような構成として，

AdS-Rindler 再構成 [25] を導入する．CFT の時間一定面上の部分領域 A を考える．A
における依存境界領域 (boundary domain of dependence)D[A]とは，これ以上延長不可
能な因果曲線の集合である．因果曲線は，接ベクトルが空間的 (spacelike)でなく，Aと
交叉するようなより大きな曲線の一部でないものを指す．

17



2.4 バルク局所性と量子誤り訂正 第 2 章 AdS/CFT対応

x

A B

C

A ∪ B

WC[A ∪ B]

WC[A]

図 2.7 三つの領域 A,B,C に分割された時間一定面 Σと，その causal wedge WC．
バルク上の点 x は A の causal wedge WC [A] 内部に入っていないため，A 単体から
は再構成できない．一方で，A ∪B の causal wedge WC [A ∪B]内部に入っているた
め，A ∪B からは再構成できる．

バルクの因果未来／過去 J±[A] とは，領域 A から発展してバルクの因果曲線に到達
できるバルク点の集合として定義される．これを用いて，CFT の部分領域 A の causal

wedgeは
WC [A] ≡ J +[D[A]] ∩ J−[D[A]] (2.4.4)

と定義される．後に時間一定面の場合の causal wedgeを図 2.7に示す．
バルク場の境界演算子による表現 (2.4.3)は，causal wedgeを使って表せる．つまり任
意の点 x ∈ WC [A]における場 ϕ(x)は式 (2.4.3)を通して再構成される．ただし積分範囲
は D[A]上のみである．causal wedge内部の場は再構成可能だが，causal wedge外部に
ある場は再構成不可能ということを意味する．
このようなバルク場 ϕ の AdS-Rindler 再構成は，バルク点 x が境界に近づくほど再
構成に必要な境界の領域が小さくなるという性質をもつ．さらに，(2.4.3) 右辺の演算子
を Heisenberg表示で時間発展させることで，時間一定面 Σに落とし込むことができる．
すると (2.4.3) はこの特定の時間一定面 Σ 内の A のみに作用する，一般に非局所的な
Heisenberg演算子で書ける．
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2.4.2 バルク局所性のパラドックス
時間一定面 Σ を考え，図 2.7 のように A,B,C の重なりをもたない三つの部分領域に
分割する．前節の議論により，ハミルトニアンで時間一定面に演算子を落とし込むこと
で，バルク上の点を Σ上の境界演算子からバルク演算子を再構成できる．中央の点 xは
A,B,C 単体からは構成できないが，A ∪B，B ∪ C，C ∪Aからは構成可能である．
つまり，それぞれの部分領域に対応して ϕAB，ϕBC，ϕCA という三つの ϕ(x)の表現が
存在する．causal wedge は因果関係から定義されているため，局所性より ϕAB は C 上
の任意の境界演算子と交換する．同様に，ϕBC は A上の演算子と交換し，ϕCA は B 上
の演算子と交換する．よって，これら三つの演算子が同一であるとすると，構成されたバ
ルク場は境界全体の任意の演算子と可換となる．Schurの補題より，バルクの演算子が単
位演算子に比例するという自明理論が導かれてしまうというパラドックスが生じる．よっ
てこれらは同じ演算子ではありえない．この問題は，量子誤り訂正を用いることで解消さ
れる．準備として，まず量子誤り訂正の基本を述べる．

2.4.3 量子誤り訂正
もともと，量子誤り訂正は量子コンピュータにおいて量子状態をエラーから復元するた
めに発展した手法である．ここでは，三準位スピン (qutrit)の情報

|ψ⟩ =
2∑

i=0

ai |i⟩ (2.4.5)

を Alice から Bob に送るという例を考える．一般に，送信の過程で量子状態にエラーが
生じる．ここではデータの一部のスピンが消去され，かつどのスピンが消去されたか Bob

が知っているとする “消去 (erasure)”と呼ばれる種類のエラーに注目する．
誤り訂正の基本は，元々の状態を冗長化 (符号化) することである．今の場合，元々の
状態の代わりに

|ψ̃⟩ =
2∑

i=0

ai |̃i⟩ (2.4.6)
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を送ればよい．ここで

|0̃⟩ = 1√
3
(|000⟩+ |111⟩+ |222⟩)

|1̃⟩ = 1√
3
(|012⟩+ |120⟩+ |201⟩)

|2̃⟩ = 1√
3
(|021⟩+ |102⟩+ |210⟩)

(2.4.7)

である．この冗長化された状態は，任意の状態 |ψ̃⟩に対して任意の一つの qutritの縮約さ
れた密度行列が最大限に混合している．つまり最大限もつれて (エンタングルして)いる．
|ψ̃⟩の三つの qutritのうち，任意の二つの qutritから Bobは元々の状態を復元できる．
例えば，三つ目の qutritが消去され，Bobが最初の二つの qutritのみ読み取れたとする．
最初の二つの qutritのみに作用するユニタリー変換 U12:

(U12 ⊗ I3) |ψ̃⟩ = |ψ⟩ ⊗ 1√
3
(|00⟩+ |11⟩+ |22⟩) (2.4.8)

が与えられると，Bobは状態 |ψ⟩を再現できる．U12 は具体的に

|00⟩ → |00⟩ |11⟩ → |01⟩ |22⟩ → |02⟩
|01⟩ → |12⟩ |12⟩ → |10⟩ |20⟩ → |11⟩
|02⟩ → |21⟩ |10⟩ → |22⟩ |21⟩ → |20⟩

(2.4.9)

という置換として働く．|̃i⟩ (2.4.7)の巡回置換対称性より，三つの qutritのうちどの一つ
が消去されても，Bobは |ψ⟩を復元できる．したがって任意の一つの qutrit の消去に対
して Bobは誤りを訂正できる．|̃i⟩で張られる符号化（冗長化）された部分空間は符号部
分空間 (code subspace)と呼ばれる．
これを演算子の作用に着目して書き直そう．Oを一つの qutritからなるHilbert空間に

O |i⟩ =
∑
j

(O)ji |j⟩ (2.4.10)

と作用する演算子とする．(O)ji は Oの行列要素である．任意のこのような Oについて，
符号部分空間上で同様に働く（一般に非一意の）三つの qutritに作用する演算子 Õ：

Õ |̃i⟩ =
∑
j

(O)ji |j̃⟩ (2.4.11)

が存在する．
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一般の符号部分空間では，Õ は三つの qutritに非自明に作用する．しかし O を最初の
qutritにのみ作用する演算子とすると，ユニタリー演算子 U12 で変換した

O12 ≡ U †
12OU12 (2.4.12)

は
O12 |̃i⟩ =

∑
j

(O)ji |j̃⟩ (2.4.13)

と働く．したがって O12 は最初の二つの qutritのみに非自明に作用する Õ である．同様
にして O23，O31 も構成できるため，異なる qutritに作用する非自明な演算子は，符号部
分空間上で同じ行列要素をもつ．すなわち O12, O23, O31 は同一の演算子ではないが，符
号部分空間上では同様に作用する．

2.5 AdS/CFT対応と量子誤り訂正
AdS-Rindler再構成におけるバルク演算子の表現 ϕAB，ϕBC，ϕCAは，同一の演算子と
するとパラドックスが生じるが，これらは同じ点の演算子 ϕ(x)の表現であるため，同様
の作用を持たなければならない．量子誤り訂正の qutritの例で導入した O12，O23，O31

は異なる演算子であるが，それぞれの符号部分空間上で同じ行列要素をもつことから，望
ましい性質を有している．
つまり，局所性を空間全体に課すのではなく，符号部分空間上にのみ課すことでパラ
ドックスが解消される．AdS/CFT対応の符号部分空間を，

|Ψ0⟩ , ϕi(x) |Ψ0⟩ , ϕi(x1)ϕj(x2) |Ψ0⟩ , . . . (2.5.1)

の線形結合が張る空間と定義する．ここで，i がとりうる値の範囲は ϕ(x) の表現の数と
対応し，点 xの数はある有限定数で制限されている．|Ψ0⟩は系の基底状態である．表現
ϕi(x)の選択により符号部分空間が異なることには注意を要する．以上のように，場の理
論の局所性を尊重するには，背景が古典重力である場合は一般に AdS/CFT 対応は量子
誤り訂正と関係付かなくてはならない．

2.6 量子誤り訂正条件
2.4.3節では具体的な量子誤り訂正の例を導入した．ここでは，一般の量子誤り訂正条
件について述べる．まず，符号部分空間が定義されたとする．つまり，もともとの状態 |i⟩
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を，より広い Hilbert空間である符号部分空間 span(|{̃i}⟩)に写すような符号化写像W が

W |i⟩ = |̃i⟩ (2.6.1)

と与えられたとする．それぞれの基底に対して直交条件

⟨i|j⟩ = δij , ⟨̃i|j̃⟩ = δij (2.6.2)

を仮定する．
エラーの集合 {Ea; a = 1, 2, . . . } と，符号部分空間への射影演算子 P が量子誤り訂正
条件 (Knill-Laflamme条件) [26]

PE†
aEbP = αabP (2.6.3)

を満たすとき，符号部分空間は誤り {Ea}に対して耐性がある．つまり誤り訂正可能であ
る．ここで，αab は Hermite行列である．これを符号部分空間の元で挟むことで，誤り訂
正条件は

⟨̃i|E†
aEb|j̃⟩ = αabδij (2.6.4)

と書き換えられる．符号部分空間の直交基底 {|̃i⟩}が，エラーが作用したあとも識別可能
であることを意味する．2.4.3節の例はこの誤り訂正条件を満たす．これまでは厳密な誤
り訂正を議論してきたが，AdS/CFT対応のバルク再構成においては，近似的に誤り訂正
ができればよい [5]．近似的な誤り訂正条件は小さい補正定数 ϵを加えて，

⟨̃i|E†
aEb|j̃⟩ = αabδij + ϵ (2.6.5)

と与えられる．5章で繰り込み群と量子誤り訂正との関係を議論する際には，この近似的
な誤り訂正条件を用いる．
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第 3章

3次元 SU(2)ゲージ理論へのテンソ
ル繰り込み群の適用

3.1 テンソル繰り込み群の場の理論への適用
格子場の理論を解析する手法として，近年テンソル繰り込み群 [15]が注目されている．
従来は，モンテカルロ法による数値計算が成功を収めてきた．しかし，モンテカルロ法は
ボルツマン因子を確率とみなすため，複素作用系では計算が困難という悪名高い符号問題
が生じる．この符号問題は，典型的な複素作用系である有限密度 QCDを始めとする多く
の系の解析を阻んできた．近年では，符号問題を解決する手法として，テンソル繰り込み
群や複素 Langevin 法 [27, 28]，Lefschetz thimble 法 [29] などが提案されている．テン
ソル繰り込み群 (Tensor renormalization group, TRG)は，確率解釈を一切しないため，
符号問題が原理的に生じないことが最も顕著な特徴である．また，複素 Langevin法とは
異なり，パラメータ範囲に原理的には制限がない．加えて，計算コストが体積に対して対
数的にしか効かないため，大体積極限をとることが容易という長所もある．
モンテカルロ法と比べ，テンソル繰り込み群の計算コストは高次元で大きくなるという
短所がある．しかし効率の良いアルゴリズムの開発が進み，近年では 4 次元スカラー場
やフェルミオン場を始め，場の理論においてもテンソル繰り込み群が盛んに適用されてい
る [30–56]．場の理論における TRGの適用で非自明な点は，いかに連続的なボゾン自由
度の積分をテンソルの離散的自由度で表現するかということである．スカラー場におい
ては，ガウス求積法が 2次元 [38, 39]と 4次元 [40, 41]でうまく機能している．ゲージ場
の関連研究として，キャラクター展開が 2 次元で U(1) ゲージ場 [32–34, 50, 55]，SU(2)

ゲージ場 [42,43]，SU(N), U(N)ゲージ場 [45]で成功し，一方で 3.4.2節で導入する一様
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サンプリング法が 2次元 SU(2)と SU(3)ゲージ場 [44]に適用されている．他にも 2次元
SU(2) プリンシパルカイラル模型 [56]，3 次元有限温度 Z2 ゲージ理論 [46]，4 次元 Z2,

Z3 ゲージヒッグス模型 [47, 48]が解析されている．しかし 3次元以上の非可換ゲージ理
論は TRGにより解析されていなかった．本章では高次元非可換ゲージ理論に TRGを適
用する初の研究である，3次元 SU(2)ゲージ理論の TRGによる我々の数値解析 [8]につ
いて述べる．
キャラクター展開はテンソルの添字が既約表現のラベルと対応するため，3次元以上で
は多くの既約表現を取り込むことが難しい．3.5節で議論するように，3次元 SU(2)ゲー
ジ理論において強結合領域では一様サンプリング法が有効であることがわかる．しかし，
他の領域では現実的にとりうるボンド次元の範囲では計算結果が収束しない．したがっ
て，ゲージ場の経路積分をテンソルネットワークに表す，より効率的な手法が必要であ
る．このような手法の候補として，文献 [8]で我々が提案した手法を 3.4.3節で導入する．
まず，3.2節で，オリジナルの TRGである Levin-Nave TRGのアルゴリズムを導入す
る．3.3節で，Levin-Nave TRGよりも低コストな手法である Anisotropic TRGを導入
する．3.4節で，ゲージ場のテンソルネットワーク表示を導入し，3.5節で，Anisotropic

TRGによる数値計算結果を述べる．

3.2 Levin-Nave TRG

本節では，オリジナルの TRGである Levin-Nave TRG(LNTRG) [15]のアルゴリズム
を導入する．LNTRGは 2次元格子系に対するアルゴリズムである．特別な場合として，
ここでは正方格子を考え，系には並進対称性が課されているものとする．以降では全て，
系の体積は格子の数 (=テンソルの数)で測る．
テンソル繰り込み群のアルゴリズム概略を図 3.1に示す．元来のテンソル繰り込み群で

1.分配関数Zを 
テンソルネットワーク表示

Z = ∑
s

exp(β ∑
<i,j>

sisj)

テンソル繰り込み群による分配関数Zの計算 
(2次元イジング模型での例)

== ∑
…i,j,k,l…

…TijklTmnio…

格子点がテンソルT、 
ボンドが添字i,j,k,l…を表す

2.テンソルの粗視化

≈ ≈ ⋯ ≈

特異値分解による 
テンソルの情報圧縮 

∑
i,j

T(n)
ijij=

回くりこみ後のテンソル を 
用いて分配関数 を評価

n T (n)

Z

i
j

k

l
m

n

o
T T T T

TTTT

T T T T

TTTT T(1)

T(1)T(1)

T(1)
T(n)

図 3.1 2次元イジング模型の例におけるテンソル繰り込み群のアルゴリズム概略図．
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ある LNTRGも，それに連なる改良されたテンソル繰り込み群スキームも，基本的には
この概略図に従う．
まず分配関数 Z をテンソル積に分解するというテンソルネットワーク表示を導入する:

Z = Tr
⊗

T

=
∑

...,i,j,k,l,...

. . . TijklTmnio . . .
(3.2.1)

ここで，Trはテンソル空間におけるトレースを意味する．イジング模型の場合，テンソル
ネットワーク表示は厳密にできる．しかし場の理論の場合は，一般にテンソルネットワー
ク表示にする際に，積分を和に近似する必要がある．系の並進対称性の帰結として，テン
ソルネットワークは全てのテンソルが同一の T で与えられる．テンソルネットワーク表
示の例は 3.4節にまとめる．ここでテンソルネットワーク表示のテンソル T は，繰り込む
前という意味で初期テンソルと呼ばれる．ここでは簡単のために，分配関数を与えるテン
ソルの数は系の体積 V と一致するものとする．実際にはイジング模型を含む大抵の模型
でそのような状況が成り立つ．後にゲージ場の例で見るように，テンソルネットワーク表
示は一般に一意ではない．
次に，初期テンソルを繰り込む．まず初期テンソル T を図 3.2 のように分解する．テ
ンソル T の添字をまとめて行列 T(jk),(li) = Tijkl とみなす．特異値を大きい順に D 個残
し，あとは切り捨てるという低ランク近似を行うと，

T(jk),(li) =
∑
m

U(jk),mΣmmV
†
m,(li)

≈
D−1∑
m=0

U(jk),mΣmmV
†
m,(li)

(3.2.2)

を得る．ここで，U と V はそれぞれユニタリー行列であり，Σ は特異値行列
diag(σ1, σ2, . . . ) である．Σ は一般に非負実数成分をとり，ここでは特異値 σi が降順に
並んでいるものとする．3階テンソル S1, S3 を

(S1)jkm = U(jk),m
√
σm (3.2.3)

(S3)lim =
√
σmV

†
m,(li) (3.2.4)

と定義する．同様に，行列 T(ij),(kl) の特異値分解により，
(S4)ijm = U(ij),m

√
σm (3.2.5)

(S2)klm =
√
σmV

†
m,(kl) (3.2.6)
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を得る．次に，図 3.3のように，3階テンソル S1, S2, S3, S4 について，特異値行列の添
字のみ残して縮約をとり，繰り込まれたテンソル T (1) を得る：

T
(1)
abcd =

∑
ijkl

(S1)ila(S2)jib(S3)kjc(S4)lkd. (3.2.7)

繰り込まれたテンソルの添字 a, b, c, d の走る範囲を表すボンド次元はDである．この場
合，1回繰り込むごとに体積は半分となる．繰り込まれたテンソルを再び入力とし，同様
の操作を繰り返す．

Co
lum

n

Ro
w

図 3.2 テンソル T の分解．添字をまとめてテンソルを行列とみなし，特異値分解す
る．小さい特異値を切り落とした上で，特異値行列の添字mを用いて二つの 3階テン
ソル S1, S3 へと分解する．

この繰り込み操作を n回繰り返し，最終的に一つのテンソルのトレースをとることで，
分配関数を近似的に得る:

Z = Tr
⊗
V

T

≈ Tr
⊗
V/2

T (1)

. . . ≈ TrT (n)

=
∑
i,j

T
(n)
ijij .

(3.2.8)

ここで，体積は V = 2n であり，i回繰り込まれたテンソルを T (i) と表記した．テンソル
ネットワークは全てのテンソルが同一の成分をもつため，数値計算を行う際にはただ一つ
のテンソルに注目すればよい．
特異値分解による情報圧縮は，変換前後のテンソルの差のノルムを最小化することが知
られている．ボンド次元は，系の自由エネルギーなどの量が，Dの上昇に伴ってほぼ変化
しないとみなせる点の値として決定する．言い換えれば，極力ボンド次元が無限大まで外
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sum
over old
indices

図 3.3 LNTRGの繰り込み手順．テンソル T を行列とみなし，特異値分解によりそ
れぞれ 3 階テンソル S1, S2, S3, S4 へと分解する．実線部の縮約をとることにより，
繰り込まれたテンソル T (1) を得る．

挿できるほど D を大きくとる．このカットオフ D の存在により，テンソル繰り込み群の
計算には一般に系統誤差が生じる*1 ．このように，テンソル繰り込み群は一般に，テンソ
ルネットワーク表示と，テンソルの低ランク近似の繰り返しにより近似的に分配関数を得
る手法である．現実的にとりうるボンド次元 D の値で分配関数が求める精度で収束する
かは，モデルとそのテンソルネットワーク表示，および TRGスキームに依存する．どの
ようにこれらを選択すべきかは一般論が存在しないため，試行錯誤の必要がある．情報圧
縮の詳細はスキームに依存する．しかし，いずれのスキームも初期テンソルを繰り込んで
いき，最終的にただ一つのテンソルになったところでトレースをとることで分配関数を近
似的に計算するという点において，本節の議論と同様である．

3.3 Anisotropic TRG

3.3.1 Anisotropic TRG 概要
LNTRGは 2次元系に対するアルゴリズムである．一方で，高次元系に適用できるアル
ゴリズムとして Higher-order TRG(HOTRG) [31] が提案された．高次特異値分解によ
り，各方向に対して粗視化を表すアイソメトリーを導入することで，順次繰り込みを行う
手法である．しかしながら，HOTRGは d次元の CPUコストが O(D4d−1)，メモリコス
トが O(D2d)であり，ボンド次元 D の上昇に従い劇的に計算時間が増加するという欠点
がある．この節では，HOTRGの計算コストを改良した Anisotropic TRG(ATRG) [52]

を導入する．

*1 全ての特異値のモードを取り入れることにより，系統誤差を回避する手法として All-mode renormal-

ization [57]が提案されている．
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(a) (b)

(c)

(d) (e) (f)

図 3.4 2次元 ATRGの y 方向に対する繰り込み手順．

ATRGは CPUコストが O(D2d+1)，メモリコストが O(Dd+1)であり，HOTRGに比
べて計算コストが低い．実際に 2次元イジング模型において，ボンド次元を固定した場合
と計算時間の主要オーダー (leading order)を固定した場合双方において，ATRGによる
自由エネルギーの数値結果は HOTRGよりも厳密解との誤差が小さいことが示されてい
る [52]．

3.3.2 ATRGアルゴリズム
ATRGのアルゴリズムを導入する [52]．ここでは簡単のために 2次元系を扱う．高次
元に対しても基本的には単純に拡張できる．HOTRG と同様に，各方向について順次繰
り込む．y方向の繰り込み手順 (a)-(f)を図 3.4に示す．まず手順 (a)において，初期テン
ソル T を特異値分解して小さい特異値を切り落とす：

Ty0y1x0x1
≈

D∑
α=1

U{T}y0x0αS{T}ααV
†
{T}αy1x1

. (3.3.1)

ここで，U{T}, Σ{T}, V
†
{T} はそれぞれ T の特異値分解から得られたユニタリー行列と特

異値行列である．以降でも同様の表記を用いる．LNTRGと同様に，4階テンソルを特異
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値分解から 3階テンソルに分解する:

Ay0x0α = U{T}y0x0α, (3.3.2)

By1x1α = Σ{T}ααV
†
{T}αy1x1

, (3.3.3)

Cy1x2β = U{T}y1x2βΣ{T}ββ , (3.3.4)

Dy2x3β = V †
{T}βy2x3

. (3.3.5)

次に，手順 (b)と (c)において，B と C のボンドを交換 (swapping)する．B のボンド
x1 と C のボンド x2 を交換するため，テンソルM を

Mαβx1x2
=
∑
y1

By1x1αCy1x2β , (3.3.6)

と定義する．M の特異値分解により，交換されたボンドをもった X,Y を得る：

Mαβx1x2
≈

χ∑
y1

U{M}αx2y1
Σ{M}y1y1

V †
{M}y1βx1

, (3.3.7)

Xαx2y1 =
√

Σ{M}y1y1
U{M}αx2y1

, (3.3.8)

Yβx1y1
=
√

Σ{M}y1y1
V{M}βx1y1

. (3.3.9)

一般に，ボンドの交換において特異値の階層性は緩やかになり，低ランク近似が一見悪く
なる．しかし多くの場合，実用上はボンド次元をそれほど大きくとらなくとも，最終的に
計算される自由エネルギーは十分な精度で求められる．
次に，手順 (d)と (e)において，水平方向の二つのボンドを “スクイーザー (squeezer)”E

と F の導入により繰り込む．後に述べるように，スクイーザーの具体形は自由エネルギー
を求める上では必要ない．E と F により，新たなテンソル Gと H を

Gy0y1x′
0
=

∑
α,x0,x2

Ay0x0αXαx2y1
Ex0x2x′

0
, (3.3.10)

Hy1y2x′
1
=

∑
β,x1,x3

Dy2x3βYβx1y1Fx1x3x′
1
. (3.3.11)

と得る．
これにより，y 方向に繰り込まれたテンソル T ′ は手順 (f)で

T ′
y0y2x′

0x
′
1
=
∑
y1

Gy0y1x′
0
Hy1y2x′

1
(3.3.12)
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と得られる．x方向の繰り込みも同様に行う．この y 方向，x方向の繰り込みにより，系
の格子サイズが半分になる．あとは同様に，繰り込まれたテンソルを入力として繰り返せ
ばよい．
スクイーザーの具体形は自由エネルギーを求める上では必要ない．Gと H は特異値分
解により

Qy0y1y2y3
=

∑
x1x3αβ

Yβy1x1
Dy2x3βAy0x1αXαx3y3

≈
χ∑
x′
1

Σ{Q}x′
1x

′
1
U{Q}y1y2x′

1
V{Q}y0y3x′

1
, (3.3.13)

Hy1y2x′
1
=
√

Σ{Q}x′
1x

′
1
U{Q}y1y2x′

1
, (3.3.14)

Gy0y3x′
1
=
√

Σ{Q}x′
1x

′
1
V{Q}y0y3x′

1
. (3.3.15)

と直接得られるためである．E,F の具体形は系の磁化などの量を求める上では必要であ
るが，後の 3次元 SU(2)ゲージ理論の解析では自由エネルギーを対象とするため，ここ
では扱わない．

3.4 テンソルネットワーク表現
この節では，系の分配関数 (経路積分)をテンソルネットワーク表現する例として，2次
元イジング模型と，ゲージ場に対する一様サンプリング法 [44]を導入する．3.4.3節では，
我々が提案した一般の高次元ゲージ場の経路積分に対するテンソルネットワーク表現を導
入する．

3.4.1 2次元イジング模型
2 次元イジング模型の分配関数をテンソルネットワーク形式で表す．分配関数 Z はハ
ミルトニアン H = −

∑
<x,y> sxsy を用いて

Z = Tr e−βH

=
∑

{s=±1}

exp(β
∑

<x,y>

sxsy)
(3.4.1)

と与えられる．ここで∑<x,y> はサイト xと y が隣り合う最近接項についての和を表す．
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図 3.5 2次元イジング模型における新たな添字 ixy の導入．ixy はサイト間のボンド
に位置する．

分配関数を次のように変形する：

Z =
∑
s

∏
<x,y>

exp(βsxsy)

=
∑
s

∏
<x,y>

[cosh(βsxsy) + sinh(βsxsy)]

=
∑
s

∏
<x,y>

[cosh(β) + sxsy sinh(β)]

= (cosh β)2V
∑
s

∏
<x,y>

1∑
ixy=0

(sxsy tanhβ)
ixy

= (cosh β)2V
∑
s

∏
<x,y>

1∑
ixy=0

(sx
√
tanhβ sy

√
tanhβ)ixy

(3.4.2)

ここで，ixy は便宜上導入した添字であり，後にテンソルネットワーク表現におけるテン
ソルの添字の役割を果たす．添字 ixy は図 3.5に示すように，サイト間のボンドに位置す
る．次に，分配関数を各格子点の積に置き換える：

Z = (cosh β)2V
∑
{i}

∑
sx

∏
x

(sx
√
tanhβ)i+j+k+l

= (cosh β)2V
∑
{i}

∑
sx

∏
x

(sx
√
tanhβ)i+j+k+l

= 2V (coshβ)2V
∑
{i}

∏
x

(
√

tanhβ)i+j+k+lδ(mod(i+ j + k + l, 2))︸ ︷︷ ︸
=Tijkl

= 2V (coshβ)2V
∑

...,i,j,k,l,m,n,o,...

. . . TijklTmnio . . . . (3.4.3)
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図 3.6 2 次元イジング模型のテンソルネットワーク表現．補助的に導入した自由度
i, j, k, l, . . . はそれぞれボンドに位置し，テンソル T の添字を表す．

ここで，図 3.6に示すように，補助的に導入した添字 i, j, k, l, . . . は，それぞれサイト同
士をつなぐボンドに位置し，テンソル T の添字を表す．テンソル T は元々のサイトと同
じ位置にあると見なせ，テンソル T の数と元々の格子サイト数 (系の体積) は一致する．
3.2節で述べたように，系に並進対称性があることを反映して，テンソルネットワークは
全てのテンソル T が同一で与えられる．式 (3.4.3)が 2次元イジング模型のテンソルネッ
トワーク表現の一例である．ここで与えられた T がテンソル繰り込み群における初期テ
ンソルであり，前節で述べたテンソル繰り込み群のアルゴリズムにおいて入力となる．
このように，一般に分配関数をテンソルネットワーク表現する際には，系の元々の自由
度を足し上げ，新たな離散自由度をテンソルの添字とするという手順をとる．本質的には
場の理論も同様に行える．

3.4.2 一様サンプリング法
本節では，2次元ゲージ理論のテンソル繰り込み群による解析に用いられた一様サンプ
リング法を導入する．一般に，場の理論をテンソルネットワーク表示する際にも，前節で
扱ったイジング模型の例と同様に，系の元々の自由度を足し上げ，新たな離散自由度をテ
ンソルの添字とするという手順をとる．非自明な点は，場の連続的な自由度をいかに離散
的な自由度に置き換えるかということである．典型的には，場の積分を求積法により和
で近似するという手法が用いられる*2．実際にスカラー場でガウス求積法によるテンソル
ネットワーク表示を用いた解析が 2次元系 [38,39]，4次元系 [40,41]でも成功を収めてい
る．しかしながら，ゲージ場の積分に対する求積法は知られていないため，別の手法が必

*2 一般に，場の理論をテンソルネットワーク表示する際には何らかの手法により積分を和で近似する必要が
ある．このため，イジング模型などの離散模型とは異なり繰り込む前にも系統誤差が生じる．
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要となる．
ゲージ場をテンソルネットワーク表示する手法として，キャラクター展開を用いる方
法 [30]が知られ，実際に 2次元ゲージ場に対して適用された [45]．しかし，SU(N)ゲー
ジ理論を扱う上で，キャラクター展開による方法は，高次元で N が 3以上の高ランクの
場合，単純には計算できない*3．そこで提案されたのが，群多様体上の一様分布から得た
サンプルをテンソルネットワーク表示に用いる方法 [44] である．この一様サンプリング
法を本節で導入する．この手法は次節で述べる我々の手法とは独立に提案されたが，我々
の手法はこの一様サンプリング法の一般化とみなすこともできる．
d次元 SU(N)ゲージ理論の分配関数は

Z =

∫ ∏
n,µ

dUn,µe
−S (3.4.4)

と定義される．nは格子サイトを表し，U の添字 (n, µ)はサイト nから方向 µに伸びる
リンクを指定する変数である．µは 1から dまでの値をとる．Un,µ はそれぞれのリンク
上に定義された，SU(N)行列の元であるリンク変数である．dUn,µ は群の作用に対して
不変な Haar測度であり，∫ dUn,µ = 1と規格化されている．プラケット作用 S は，プラ
ケット項 Uµν(n) = Un,µUn+µ̂,νU

†
n+ν̂,µU

†
n,ν を用いて

S =
β

N

∑
n,µ>ν

ReTr(1− Uµν(n)) (3.4.5)

と定義される．
Un,µ 上の積分を，群多様体から一様に抽出したサンプルの集合 G = {U1, U2, . . . , UK}
を用いて， ∫

dUn,µg(Un,µ, Un′,µ′ , . . . ) ≈ 1

K

K∑
i=1

g(Ui, Un′,µ′ , . . . ) (3.4.6)

と近似する．これにより，Haar測度による経路積分は

Z ≈ Tr
∏
n

Tinjnknln (3.4.7)

とテンソルネットワーク表現される．初期テンソル T は

Tijkl =
1

K2
e−(β/N)ReTr(1−UiUjU

†
kU

†
l ) (3.4.8)

*3 最近キャラクター展開による高次元に適用可能なテンソルネットワーク構成法が提案されており [58]，近
い将来に高次元非可換ゲージ理論への応用が期待される．
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と与えられる．ここで，Ui, Uj , Uk, Ul はそれぞれ群多様体から一様に抽出した SU(N)行
列であり，添字 i, j, k, lは 1からK の値を取るサンプルのラベルである．
この手法は実際に 2次元 SU(2), SU(3)ゲージ理論において有効性が実証された．しか
し，3.5節で述べる我々の解析により，一様サンプリング法は 3次元 SU(2)ゲージ理論に
おいても強結合領域では有効であることが示された．

3.4.3 試行作用導入による高次元ゲージ場の経路積分のテンソルネット
ワーク表現

我々が提案した一般の高次元ゲージ場の経路積分をテンソルネットワーク表現する手
法 [8]を導入する．前節と同様に，SU(N)ゲージ理論の作用 (3.4.5)を用いる．ここでは
3次元を扱うが，高次元への拡張は単純にできる．
変分パラメータをもつ試行作用 Sv を，分配関数を変化させないように導入する：

Z =

∫ ∏
n,µ

dUn,µe
−(S−Sv)−Sv . (3.4.9)

ここで，試行作用 Sv は単一リンク作用の和

Sv =
∑
n,µ

S̃v(Un,µ) (3.4.10)

で与えられるものとし，単一リンク作用 S̃v(U(n, µ))の分配関数

Zv =

∫
dUe−S̃v (3.4.11)

は何らかの手法で計算できるものとする．S̃v(U(n, µ))の最も単純な例は単一リンクのト
レース

S̃v(U) = −H
N

ReTrU , (3.4.12)

である．SU(2)の場合，単一リンクの分配関数は

Zv = 2
I1(H)

H
, (3.4.13)

と計算できる．ここで，I1は修正ベッセル関数である．次節で，式 (3.4.12)を SU(2)ゲー
ジ理論の解析に用いる．
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次に，Z を

Z = Z3V
v ⟨e−(S−Sv)⟩v (3.4.14)

と表す．ここで，V は格子サイトの数であり，⟨. . . ⟩v は Boltzmann重率 e−Sv に対する
統計平均を表す：

⟨. . . ⟩v =
1

Z3V
v

∫ ∏
n,µ

dUn,µ . . . e
−

∑
n,µS̃v(Un,µ) . (3.4.15)

K 個のリンク変数 U の配位を，Boltzmann重率 e−S̃v(U) で生成し，それぞれのリンク
変数 Un,µ についての積分を∫

dUn,µg(Un,µ, Un′,µ′ , . . . ) ≈ 1

K

K∑
i=1

g(Ui, Un′,µ′ , . . . ) (3.4.16)

と近似する．配位の生成は，典型的にはモンテカルロ法のような数値的手法を用いる．こ
こで，Ui は集合 G = {U1, U2, . . . , UK}の要素である．添字 iは 1から K の値を取るサ
ンプルのラベルであり，テンソルの添字として用いる．式 (3.4.16)は式 (3.4.6)と同じ形
だが，U の分布が一様分布ではなく，試行作用による e−S̃v(U(n,µ)) の分布に従う点が異
なる．
原理的には，もし生成する配位の個数K を十分大きく取れれば，計算結果は S̃v に依存
しない．例えば，S̃v = 0とすると，前節で導入した Haar測度による一様サンプリングに
対応する．この手法は，2次元ゲージ理論であれば K の値は小さくてもよいことが示さ
れている [44]．しかしながら，K の値は初期テンソルのボンド次元と関係するため，K
を大きく取ることは計算コストのために難しい．実際次節で見るように，現実的にとれる
K の値であれば，3次元 SU(2)ゲージ理論で S̃v(U(n, µ)) = 0という選択は β が小さい
強結合領域でしか機能しない．実用上は，TRGが効率的に働くような配位を生成する必
要がある．試行作用 S̃v(U(n, µ))を適切に選び，変分パラメータを最適化することで，計
算結果が変分パラメータに依存しないようにする．
プラケットの中心に位置するテンソルを

Aijkl = exp

[
β

N
Tr
(
UiUjU

†
kU

†
l

)
− 1

4

(
S̃v(Ui) + S̃v(Uj) + S̃v(Uk) + S̃v(Ul)

)]
(3.4.17)

と構成する．exact blocking formula [30]に従い，テンソルBijkl を導入することでAijkl

から 6階のテンソルを構成する．Bijkl はリンクに位置し，

Bijkl = δijkl = δijδjkδklδli (3.4.18)
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図 3.7 (左) プラケットに位置するテンソル Aとリンクに位置するテンソル B．(右)

立方体の中心に位置するテンソル T．テンソルは T = A(0)⊗A(1)⊗A(2)⊗B⊗B⊗B

と与えられる.

という形をとる．テンソル Aとテンソル B の配置を図 3.7に示す．テンソル A, B を用
いて，初期テンソル T は

T = A(0) ⊗A(1) ⊗A(2) ⊗B ⊗B ⊗B . (3.4.19)

と構成できる．K 依存性を改善するため，三つの配位の集合 G(0), G(1), G(2) を用いて，
それぞれについて配位 A(0), A(1), A(2) を生成する*4．図 3.7 に示すように，テンソル
A(0), A(1), A(2) はそれぞれ (xy), (yz), (zx)平面に位置し，テンソル T は立方体の中心
に位置するボンド次元 K2 の 6 階のテンソルである．したがって，分配関数のテンソル
ネットワーク表現を

Z(K) =

(
e−β Zv

K

)3V

Tr⊗nT (3.4.20)

と得る．
以下では，SU(2)の場合を考え，試行作用として式 (3.4.12)を用いる．初期テンソル T

のボンド次元を K2 から D に落とすべく，HOTRGの手法に従ってアイソメトリーを導
入する．初期テンソルのボンド次元打ち切り方法の詳細は付録 Aに示す．

*4 偶奇サイトで異なる配位の集合を用いることもできる [44]．
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3.5 3次元 SU(2)ゲージ理論の数値解析結果
本節では格子上の 3次元 SU(2)ゲージ理論の我々の数値解析結果 [8]を示す．前節で導
入したテンソルネットワーク構築と，3.3.2節で導入した ATRG [52]を用いて，自由エネ
ルギー (密度) F = (1/V ) logZ を計算する．式 (3.4.12)の N = 2の場合を試行作用 S̃v

として採用する．以下では，格子サイズ Lを L = 1024に固定する．系の体積は V = L3

である．
まず，モンテカルロ法によりボルツマン重率 e−S̃v(U(n,µ)) でK 個の場の配位 U の集合
を三つ生成する: G(i) = {U (i)

1 , U
(i)
2 , . . . , U

(i)
K } (i = 0, 1, 2)．今，U は SU(2)群の基本表

現である．次に，前節で説明したように配位の集合 G(i) からテンソル A(i)(i = 0, 1, 2)を
構成する．付録 Aで説明するように，アイソメトリーを導入することで，ボンド次元を
K2 から D に落とすことで，初期テンソル T を構築する．最後に，ATRGを適用してボ
ンド次元Dの初期テンソル T を繰り込み，自由エネルギー F = 1

V logZ を計算する．自
由エネルギーは本来，試行作用 S̃v(U(n, µ))の係数である変分パラメータ H に依存しな
い．よって，β を固定し，H を変化させて自由エネルギーのプラトーを探索する．
自由エネルギーの計算には，統計誤差に加えて，配位の個数K とボンド次元 D の有限
性に由来する系統誤差が生じる．以下の結果で与えるエラーバーは，全て 10回の独立な
試行から得たものである．

3.5.1 D, K 依存性
自由エネルギーのD, K 依存性を調べる．β の典型的な小さい・大きい値として，それ
ぞれ β = 1，β = 50で計算する．β は相互作用の大きさを表す結合定数 g と β ∝ 1

g2 と
関係づく．そのため，β が小さい領域は強結合領域，β が大きい領域は弱結合領域に対応
する．
まず，D 依存性を調べる．β = 1 と β = 50 における自由エネルギーの D 依存性を
それぞれ図 3.8 の左と右に示す．ここで K は K = 12 に固定し，H の典型的な値とし
て H = 0.001と H = 5の結果を示している．図 3.8 (左)から，H = 0.001の統計誤差
は H = 5の統計誤差よりもはるかに小さいことが分かり，H = 0.001と H = 5双方に
ついて D の変化に対して安定していることが読み取れる．図 3.8（右）からわかる通り，
H = 20 の場合の統計的誤差は H = 1 の場合よりもはるかに小さい．また，D の変化に
対して H = 20の結果は安定しているのに対し，H = 1の場合は安定していない．これ

37



3.5 3次元 SU(2)ゲージ理論の数値解析結果 第 3 章 3D SU(2) TRG

8 9 10 11 12 13 14 15 16
D

5.5

5.0

4.5

4.0

3.5

3.0

2.5

2.0

F

H=0.001
H=5.000

8 9 10 11 12 13 14 15 16
D

50

45

40

35

30

25

20

15

10

F

H=1.000
H=20.000

図 3.8 K = 12における自由エネルギーのD依存性について，β = 1（左）と β = 50

（右）の結果を示す．補助として，同じ H の結果を結ぶ線を引いた．（左）点と三角形
はそれぞれ H = 0.001 と H = 5 の結果を表し，H = 0.001 の統計誤差はシンボル
のサイズより小さい．（右）点と三角形はそれぞれ H = 1 と H = 20 の結果を表し，
H = 20の統計誤差はシンボルのサイズより小さい．

らの結果は，我々のアルゴリズムにおいて H を適切に調整することが不可欠であること
を示唆している．特に，H が適切に選択されている場合，弱結合領域と強結合領域のどち
らにおいてもボンド次元の値 D = 12は十分であると考えられる．
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図 3.9 D = 12における自由エネルギーのK 依存性について，β = 1（左）と β = 50

（右）の結果を示す．補助のために，同じ H の値を結ぶ線を引いた．（左）点と三角形
がそれぞれ H = 0.001と H = 5の結果を表し，H = 0.001の統計誤差はシンボルの
サイズよりも小さい．（右）点と三角形がそれぞれ H = 1 と H = 20 の結果を表し，
H = 20の統計誤差はシンボルのサイズよりも小さい．

次に，配位の個数，つまりテンソルネットワーク表示におけるテンソル Aのボンド次
元を意味する K 依存性を調べる．β = 1 および β = 50 での自由エネルギーの K 依存
性を，図 3.9の左右のパネルにそれぞれ示す．ボンド次元 D は D = 12に固定し，H の
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二つの代表的な値についての結果を示している．図 3.9（左）では，H = 0.001の場合の
統計的誤差が H = 5の場合よりもはるかに小さいことが分かる．また，H = 0.001の結
果は K の変化に対して安定しているが，H = 5 の場合は安定していない．これは再び，
我々の試行作用を導入するアルゴリズムにおいて変分パラメータ H の調整が重要である
ことを示しており，強結合領域においてはK = 16が十分であることが示唆される．同様
に，図 3.9（右）では，H = 20 の場合の統計的誤差が H = 1 の場合よりもはるかに小
さいが，K ≤ 16の範囲において H = 20の結果は完全に安定しているわけではない．利
用可能なメモリの制限のため，以下の計算では K = 16を採用する．実際には，3.5.2節
で示すように，20 ≤ β ≤ 50 における自由エネルギーの結果は，弱結合展開と一致して
いることを 3.5.2 節で見る．したがって，H ∼ 20 で K ≥ 16の場合の K 依存性は，弱
結合領域において大きくないと予想される．上記の結果から，以下の計算では D = 12と
K = 16とパラメータを設定する．

3.5.2 自由エネルギー
図 3.10 に自由エネルギーの結果を示す．ここで，D と K は前節で述べたように

D = 12, K = 16に固定されている．0 < H ≤ 20 の範囲で β の各値に対してプラトーを
探索する．自由エネルギーは F = F (H∗) から得られる．ここで H∗ はプラトーの中で
最も統計誤差が小さい点である．H∗ は β に依存することに注意する．β = 1 と β = 50

をそれぞれ典型的な β が小さな値と大きな値として選び，ここでの自由エネルギーの
H 依存性を図 3.11 に示す．β = 1 の場合には H ≤ 0.6 の領域に，β = 50 の場合には
H ≤ 16 の領域にプラトーがあることが分かる．β ≤ 7 では H∗ = 0.001 を，β ≥ 20 で
は H∗ > 10 を採用する．
自由エネルギーの強結合展開は

F (β) = −3β +
3

8
β2 − 3

384
β4 +O(β6) (3.5.1)

と与えられ，図 3.10で破線で表されている．プラケットの期待値の弱結合展開はW1×1 =

e−1/β [59]で与えられる．これより，自由エネルギーの弱結合展開を得る：

F (β) = −3 log β + C +O
(
1

β

)
. (3.5.2)

ここで C は積分定数である．定数 C は 20 ≤ β ≤ 50の範囲のデータを −3 log β + C に
フィットすることにより，C = −5.8426と決定する．弱結合展開は図 3.10において点線
で表されている．この結果は，強結合・弱結合展開とそれぞれ強結合領域・弱結合領域で
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一致する．しかし，7 ≤ β ≤ 19の領域では，明確なプラトーを見つけられなかった．こ
の問題はK の値を大きくすることや試行作用の改善により解決できると期待される．
我々の結果は，高次元ゲージ理論の強結合領域においてランダムサンプリング法 [44]

が機能することを示唆している．K を十分に大きくすることができない場合，中間およ
び弱結合領域では別の方法が必要となる．我々の方法はそのような方法の候補である．
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図 3.10 β に対する自由エネルギー F の数値結果．統計誤差はシンボルのサイズより
も小さい．強結合展開は破線で，弱結合展開は点線で表した．

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
H

4.50

4.25

4.00

3.75

3.50

3.25

3.00

2.75

2.50

F

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
H

45

40

35

30

25

20

15

F

図 3.11 β = 1(左) と β = 50(右) における，自由エネルギー F の H 依存性．パラ
メータはK = 16,D = 12ととった．
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3.6 3D SU(2) TRG 結論と展望
我々はゲージ場に対する経路積分をテンソルネットワークとして表現する方法を提案し
た．我々の方法では，変分パラメータを持つ試行作用によって決定された重みで生成され
るゲージ場の配位がテンソルの添字と対応する．これらの添字を持つ初期テンソルを構築
して，様々な変分パラメータの値に対して TRGを実行し，結果がそれらのパラメータに
対して不変となるように変分パラメータを固定した．高次元非可換ゲージ理論の TRG研
究の第一歩として，ATRGを使用して我々の方法で 3次元 SU(2)ゲージ理論を研究した．
3次元以上の非可換ゲージ理論への TRGの適用は，我々の研究が初である．自由エネル
ギーの弱結合および強結合の解析結果と整合する数値結果を得ることに成功した．一様サ
ンプリング法（H = 0 に相当）が強結合領域で機能すること，および弱結合領域で H を
非ゼロの値に調整する必要があることがわかった．この結果は，我々の方法が高次元ゲー
ジ理論の研究に使用できることを示唆している．
弱結合および中間結合領域での K の変化に対する自由エネルギーの完全な安定性を確
認し，中間結合領域でプラトーを見つけるためには，より大きな K での計算を実行する
か，試行作用を改善する必要があると考えられる．本研究は符号問題が生じない実作用の
系の解析であるため，化学ポテンシャルの導入といった複素作用系の解析は課題である．
さらに物質場や，位相項，SU(3)を始めとする高ランクの非可換ゲージ群への拡張，4次
元への拡張によって，徐々に 4次元有限密度 QCDへと近づけることが期待される．
さらに，AdS/CFT対応における活用も考えられる．バルクの古典重力と対応する境界
は強結合ゲージ場であり，さらにMERAを始めとするテンソルネットワークにより境界
理論からの時空創発の可能性が示唆されている．我々が構築したネットワークは，このよ
うな境界のゲージ場を直接テンソルネットワークとして表す一例である．解析的には強結
合領域を具体的に扱うのは難しいが，数値計算では比較的容易に強結合領域にアプローチ
できるという利点もある．よって，将来的には TRGと繰り込み群との関係をより明らか
にすることで，境界のゲージ理論からバルクの重力理論の創発へと数値的にアプローチす
ることが可能になると期待できる．
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第 4章

波動汎関数に対する厳密繰り込み群

4.1 波動汎関数に対する厳密繰り込み群 背景
MERAや HaPPY code，Random tensor network など，離散的な時空を表すテンソ
ルネットワークモデルが知られている．AdS/CFT対応において，バルクの方向は繰り込
み群のスケールと対応する．連続的な時空を得るためには，スケールを連続的にしなくて
はならない．しかし一般に，離散的なネットワークのスケールの連続極限は非自明であ
る．そこで，始めから連続的なスケールを持つネットワークとして，連続テンソルネッ
トワークが有用と考えられる．連続テンソルネットワークの例として，自由場において，
MERAの連続版にあたる continuous MERA(cMERA) [60]が提案された．cMERAで
は情報計量の一種である Fisher 計量を時空の計量とみなすことで，CFT 極限において
AdS 時空の導出に成功している．AdS/CFT 対応において古典重力と対応するのは強結
合 large N ゲージ理論であるため，非摂動論が不可欠である．しかし，一般に cMERA

で強結合理論において変分法の試行関数の設定は非自明である．MERAと cMERAはい
ずれも変分法を用いており，繰り込み群を直接扱っていない．我々は，時空の創発の上で
非摂動論が不可欠という点と，バルクの方向が繰り込み群のスケールと対応するという点
から，厳密繰り込み群を用いて連続テンソルネットワークを構築した [10]．本章ではこの
研究について述べる．厳密繰り込み群 (Exact renormalization group, ERG)*1は，有効
作用のスケール依存性を表す汎関数微分方程式を扱う非摂動論的手法である．ここでは，
スカラー場理論における基底状態の波動汎関数が従う ERG方程式を，Polchinski方程式
から導出する．本章では，d次元空間と 1次元時間を持つ (d+1)次元の Euclid時空上の

*1 汎関数繰り込み群 (Functional renormalization group)とも呼ばれる．
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理論を考える．

4.2 記法
本章の記法を以下にまとめる．時間方向の座標のパラメータを τ とし，積分は以下の記
法を使用する： ∫

p

≡
∫

dd+1p

(2π)d+1
,

∫
p⃗

≡
∫

ddp

(2π)d
,

∫
τ

≡
∫
dτ . (4.2.1)

ここで，p は d + 1 次元の運動量を表し，p⃗ は p の d 次元空間部分を表す．また，簡略
記法

δ̃(p⃗) = (2π)dδ(p⃗) (4.2.2)

を導入し，空間の体積 V を

V = δ̃(0) (4.2.3)

と定義する．以下では，場 ϕ(p)と ϕ(τ, p⃗)を用い，これらは Fourier変換により，

ϕ(p) = ϕ(E, p⃗) =

∫
dτϕ(τ, p⃗)e−iEτ . (4.2.4)

と結びつく．E はエネルギー (E = p0)を表す．

4.3 波動汎関数に対する ERG方程式
4.3.1 Polchinski方程式
スカラー場について，作用の相互作用項のスケール依存性を表す Polchinski方程式 [61]

をレビューする．まず，有効カット Λの微小変化で分配関数 Z =
∫
Dϕe−SΛ は不変と要

請する:

−Λ
∂

∂Λ

∫
Dϕe−SΛ[ϕ] = 0 . (4.3.1)

有効作用 SΛ のスケール依存性が

−Λ
∂

∂Λ
e−SΛ[ϕ] =

∫
p

δ

δϕ(p)

[
GΛ[ϕ](p)e

−SΛ[ϕ]
]

(4.3.2)

となるとき，要請 (4.3.1)が満たされる．ここで，Λは有効カットオフであり，GΛ[ϕ](p)

は連続的なブロッキング（粗視化）の手続きに対応する UV正則化と呼ばれる．
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典型的には，GΛ[ϕ](p)は以下の形をとる：

GΛ[ϕ](p) =
1

2
ĊΛ(p)

δ

δϕ(−p)
(SΛ − 2Ŝ) . (4.3.3)

ここで，ĊΛ ≡ −Λ∂ΛCΛ は UV正則化を組み込んだ ERG積分核であり，Ŝ は粗視化手
続きを示す seed actionと呼ばれる．Polchinski方程式は seed action Ŝ を有効作用の自
由項 S0 に設定することに対応する:

Ŝ = S0 =

∫
p

1

2
ϕ(p)C−1

Λ (p)ϕ(−p) . (4.3.4)

このとき，S0 は式 (4.3.3)を用いて，ERGの一般的な構造を示す式 (4.3.2)を満たすこと
が容易に確認できる．式 (4.3.2)は以下のようになる:

−Λ
∂

∂Λ
e−SΛ[ϕ] =

∫
p

δ

δϕ(p)

[
1

2
ĊΛ(p)

{
δ

δϕ(−p)
(SΛ − 2S0)

}
e−SΛ[ϕ]

]
. (4.3.5)

有効作用を自由部分と相互作用部分に

SΛ = S0 + Sint (4.3.6)

と分解することで，式 (4.3.5)より Polchinski方程式の典型的な表式

−Λ
∂

∂Λ
e−Sint = −1

2

∫
p

ĊΛ(p)
δ2

δϕ(p)δϕ(−p)
e−Sint (4.3.7)

を得る．

4.3.2 波動汎関数に対する ERG方程式
基底状態の波動汎関数に対する ERG方程式を，Polchinski方程式 (4.3.5)から導出す
る．扱うのは任意の次元における，任意の相互作用をもったスカラー場理論である．ま
ず，基底状態の波動汎関数 ΨΛ[φ]が経路積分で

ΨΛ[φ] =

∫
ϕ(0,p⃗)=φ(p⃗)

Dϕe−
∫ 0
−∞ dτLΛ[ϕ] (4.3.8)

と表される．ここで LΛ は有効ラグランジアンであり，場 ϕ(τ, p⃗)には τ = 0で φ(p⃗)とな
るという境界条件が課されている：

ϕ(0, p⃗) = φ(p⃗) . (4.3.9)
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LΛ が実数と仮定することで，ΨΛ[φ]もまた実数となる．これは，ΨΛ[φ]が次のようにも
表現されることを意味する：

ΨΛ[φ] =

∫
ϕ(0,p⃗)=φ(p⃗)

Dϕe−
∫ ∞
0

dτLΛ[ϕ] . (4.3.10)

式 (4.3.8)と (4.3.10)から，波動汎関数 ΨΛ[φ]の二乗は有効作用 SΛ =
∫∞
−∞ dτLΛ を用

いて

Ψ2
Λ[φ] =

∫
Dϕ
∏
p⃗

δ[ϕ(0, p⃗)− φ(p⃗)]e−SΛ[ϕ] (4.3.11)

と表せる．式 (4.3.11)の両側に −Λ ∂
∂Λ を作用させると，左辺は

2ΨΛ

(
−Λ

∂

∂Λ
ΨΛ

)
. (4.3.12)

となる．
右辺については，式 (4.3.5)を用いて∫

Dϕ
∏
k⃗

δ[ϕ(0, k⃗)− φ(k⃗)]

∫
p

δ

δϕ(p)

[
1

2
ĊΛ(p)

{
δ

δϕ(−p)
(SΛ − 2S0)

}
e−SΛ

]
(4.3.13)

と得られる．式 (4.3.4)を式 (4.3.13)に代入し，時間方向を座標表示 (実空間表示)に変換
すると，∫

Dϕ
∏
k⃗

δ[ϕ(0, k⃗)− φ(k⃗)]

×
∫
τ,τ ′, p⃗

[
−1

2
ĊΛ(τ − τ ′, p⃗)

δ2

δϕ(τ, p⃗)δϕ(τ ′,−p⃗)
e−SΛ[ϕ]

]
−
∫

Dϕ
∏
k⃗

δ[ϕ(0, k⃗)− φ(k⃗)]

×
∫
τ,τ ′,τ ′′, p⃗

δ

δϕ(τ, p⃗)

[
ĊΛ(τ − τ ′, p⃗)C−1

Λ (τ ′ − τ ′′, p⃗)ϕ(τ ′′, p⃗)e−SΛ[ϕ]
]
. (4.3.14)

となる．式 (4.3.14)の最初の行が，τ = τ ′ = 0を除いて全微分の積分であること，また
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2行目も τ = 0を除いて同様であることに注意すると，以下の式を得る：∫
Dϕ
∏
k⃗

δ[ϕ(0, k⃗)− φ(k⃗)]

×
∫
τ,τ ′, p⃗

[
−1

2
ĊΛ(0, p⃗)

δ2

δϕ(0, p⃗)δϕ(0,−p⃗)
e−SΛ[ϕ]

]
−
∫

Dϕ
∏
k⃗

δ[ϕ(0, k⃗)− φ(k⃗)]

×
∫
τ ′,τ ′′, p⃗

δ

δϕ(0, p⃗)

[
ĊΛ(−τ ′, p⃗)C−1

Λ (τ ′ − τ ′′, p⃗)ϕ(τ ′′, p⃗)e−SΛ[ϕ]
]
. (4.3.15)

CΛ(τ, p⃗)が，カットオフ Λに依存しない関数 f を用いて

CΛ(τ, p⃗) = f(τ, p⃗)gΛ(p⃗) . (4.3.16)

と分解されると仮定する．すなわち，運動量の空間成分のみが UVカットオフを持つ．こ
れにより，次の式が示唆される：∫

τ ′′
ĊΛ(τ − τ ′′, p⃗)C−1

Λ (τ ′′ − τ ′, p⃗) = δ(τ − τ ′)
ġΛ(p⃗)

gΛ(p⃗)
= δ(τ − τ ′)

ĊΛ(0, p⃗)

CΛ(0, p⃗)
. (4.3.17)

式 (4.3.17)を式 (4.3.15)に代入し，ϕ(0, p⃗)に関して部分積分を行い，関係式

δ

δϕ(0, p⃗)

∏
k⃗

δ[ϕ(0, k⃗)− φ(k⃗)] = − δ

δφ(p⃗)

∏
k⃗

δ[ϕ(0, k⃗)− φ(k⃗)] (4.3.18)

を用いると，

− 1

2

∫
p⃗

ĊΛ(0, p⃗)
δ2

δφ(p⃗)δφ(−p⃗)

∫
Dϕ
∏

k⃗δ[ϕ(0, k⃗)− φ(k⃗)]e−SΛ[ϕ]

−
∫
p⃗

δ

δφ(p⃗)

 ĊΛ(0, p⃗)

CΛ(0, p⃗)
φ(p⃗)

∫
Dϕ
∏
k⃗

δ[ϕ(0, k⃗)− φ(k⃗)]e−SΛ[ϕ]

 (4.3.19)

を得る．さらに，式 (4.3.11)を用いて，式 (4.3.19)を以下のように書き換える：

−ΨΛ

∫
p⃗

ĊΛ(0, p⃗)

{
δ2ΨΛ

δφ(p⃗)δφ(−p⃗)
+

1

ΨΛ

δΨΛ

δφ(p⃗)

δΨΛ

δφ(−p⃗)

}
− 2ΨΛ

∫
p⃗

ĊΛ(0, p⃗)

CΛ(0, p⃗)
φ(p⃗)

δΨΛ

δφ(p⃗)
−Ψ2

ΛV

∫
p⃗

ĊΛ(0, p⃗)

CΛ(0, p⃗)
. (4.3.20)
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最後に，式 (4.3.12)と式 (4.3.20)を組み合わせることで，基底状態の波動汎関数 ΨΛ[φ]

に対する ERG方程式が

−Λ
∂

∂Λ
ΨΛ =− 1

2

∫
p⃗

ĊΛ(0, p⃗)

{
δ2ΨΛ

δφ(p⃗)δφ(−p⃗)
+

1

ΨΛ

δΨΛ

δφ(p⃗)

δΨΛ

δφ(−p⃗)

}
−
∫
p⃗

ĊΛ(0, p⃗)

CΛ(0, p⃗)
φ(p⃗)

δΨΛ

δφ(p⃗)
− V

2
ΨΛ

∫
p⃗

ĊΛ(0, p⃗)

CΛ(0, p⃗)
(4.3.21)

と導かれる．この式が本研究の主な結果である．
MERA の場合，波動関数をスケール方向に多層化することで，離散的な AdS 時空を
構成していると解釈されたが，あくまで変分法であり，直接繰り込み群を用いていない．
式 (4.3.21)は，波動汎関数のスケール依存性を繰り込み群から直接得ている．そのため，
AdS/CFT対応の性質である繰り込み群の構造を直接反映した連続テンソルネットワーク
を定義していると解釈される．今の場合，境界理論が任意の次元における任意の相互作用
をもったスカラー場であり，繰り込み群によってバルクが創発しているという描像が期待
される．この描像を直接確かめることは Fisher計量などにより時空の構造を調べる [60]

ことで将来的に可能になると考えられる．一般に，式 (4.3.21) を直接解くことは困難で
ある．以降では自明解である Gauss 解と，摂動解を求めることでこの式の正当性を確か
める．

4.3.3 Gauss解
式 (4.3.21)で，Gauss形式

Ψ0[φ] = NΛ exp

[
−1

2

∫
p⃗

φ(p⃗)MΛ(p⃗)φ(−p⃗)
]
. (4.3.22)

の解を求める．この解は，SΛ = S0 の場合に対応する．Gauss 形式 (4.3.22) を ERG 方
程式 (4.3.21)に代入することで，規格化定数NΛ と積分核MΛ(p⃗)のフロー方程式が得ら
れる：

−Λ
∂

∂Λ
lnNΛ =

V

2

∫
p⃗

ĊΛ(0, p⃗)(MΛ(p⃗)− C−1(0, p⃗)) , (4.3.23)

−Λ
∂

∂Λ
MΛ(p⃗) = 2ĊΛ(0, p⃗)MΛ(p⃗)(MΛ(p⃗)− C−1(0, p⃗)) . (4.3.24)

式 (4.3.24)の一般解は

MΛ(p⃗) =
1

2CΛ(0, p⃗) + α(p⃗)C2
Λ(0, p⃗)

, (4.3.25)
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である．α(p⃗)は p⃗の任意の関数である．ここで，S0 が Λ → ∞の極限で標準的な自由場
理論の作用に還元されると仮定する：

S0|Λ→∞ =
1

2

∫
p

ϕ(p)(p2 +m2)ϕ(−p) . (4.3.26)

すなわち C∞(p) = 1/(p2 +m2) であり，これは C∞(0, p⃗) = 1/(2ωp⃗) を意味する．ここ
で ωp⃗ =

√
p⃗2 +m2 である．一方，作用が式 (4.3.26) によって与えられるとき，基底状

態の波動汎関数は式 (4.3.22)によって与えられ，MΛ(p⃗) = ωp⃗ となる [62]．したがって，
境界条件M∞(p⃗) = ωp⃗ を課し，式 (4.3.25)で α(p⃗) = 0を固定する．その後，式 (4.3.23)

NΛ = N0 exp

[
−V

4

∫
p⃗

lnCΛ(0, p⃗)

]
(4.3.27)

と解ける．ここで N0 は任意の定数である．NΛ の境界条件は Λ → ∞ の極限での規格化
条件 1 =

∫
Dφ|Ψ0[φ]|2 を要求することによって課す．これは N0 を 1に固定する．した

がって，式 (4.3.21)の Gauss解が得られる:

Ψ0[φ] = exp

[
−1

2

∫
p⃗

φ(p⃗)
1

2CΛ(0, p⃗)
φ(−p⃗)− V

4

∫
p⃗

lnCΛ(0, p⃗)

]
. (4.3.28)

次節では，SΛ = S0 の自由な場合に直接経路積分を計算することにより，上記の結果が得
られる．

4.3.4 波動汎関数の相互作用部分に対する ERG方程式
基底状態の波動汎関数を

ΨΛ[φ] = eI[φ]Ψ0[φ] (4.3.29)

とパラメータ化する．I[φ] は，波動汎関数への相互作用の寄与を表していると解釈でき
る．式 (4.3.28)および (4.3.29)を式 (4.3.21)に代入すると，I に対する ERG方程式が

−Λ
∂

∂Λ
I = −1

2

∫
p⃗

Ċ(0, p⃗)

[
δ2I

δφ(p⃗)δφ(−p⃗)
+

δI

δφ(p⃗)

δI

δφ(−p⃗)

]
(4.3.30)

と得られる．これは基底状態の波動汎関数の相互作用部分に対する非摂動論的な汎関数微
分方程式であり，Polchinski方程式 (4.3.7)の対応物である．
次節では，次の CΛ を用いる：

CΛ(p) =
K(p⃗ 2/Λ2)

p2 +m2
, CΛ(0, p⃗) =

K(p⃗ 2/Λ2)

2ωp⃗
. (4.3.31)
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これは式 (4.3.16)に示されるように，運動量の空間成分についてのみカットオフをもつと
いう性質を持つ．K(x)はカットオフ関数であり，運動量の大きさがカットオフよりも大
きい成分を切り捨てる働きをもつ．つまり，K(0) = 1 であり，x < 1のとき K(x) ∼ 1

であり，x > 1のときK(x)は急速に減衰する．この場合，ĊΛ(0, p⃗)は次のように与えら
れる：

ĊΛ(0, p⃗) =
K̇(p⃗ 2/Λ2)

2ωp⃗
. (4.3.32)

ここで，K̇(p⃗ 2/Λ2) = −Λ∂ΛK(p⃗ 2/Λ2)である．後に，ERG方程式 (4.3.21)の摂動論に
よる検証 (4.5節)で式 (4.3.30)を用いる．

4.4 波動汎関数の摂動論
基底状態の波動汎関数 (4.3.8) を摂動一次まで計算することで，ERG 方程式 (4.3.21)

の正当性を検証する．取り扱いを簡単にするため，時間方向に赤外カットオフ T を導入
したのち，T → ∞の極限をとる:

ΨΛ[φ] = lim
T→∞

∫
ϕ(0,p⃗)=φ(p⃗)

Dϕ e−
∫ 0
−T

dτLΛ . (4.4.1)

τ = 0 での境界条件 (4.3.9) に加えて，τ = −T で任意の境界条件を課すことができる．
ここでは便宜上，条件

ϕ(−T, p⃗) = 0 (4.4.2)

を課す．有効ラグランジアンLΛは，自由部分L0と相互作用部分LintからLΛ = L0+Lint

と構成される．自由部分 L0 は，式 (4.3.4)の S0 から CΛ の表式 (4.3.31)を用いて

L0 =

∫
p⃗

1

2
K−1

p⃗

[
∂τϕ(τ, p⃗)∂τϕ(τ,−p⃗) + ω2

p⃗ϕ(τ, p⃗)ϕ(τ,−p⃗)
]

(4.4.3)

と読み取れる．ここで，次の記法を導入した：
Kp⃗ = K(p⃗ 2/Λ2) . (4.4.4)

相互作用部分 Lint は質量カウンター項 (mass counter term)と ϕ4 相互作用項から構成さ
れるとする：

Lint =
δm2

2

∫
p⃗

ϕ(τ, p⃗)ϕ(τ,−p⃗)

+
λ

4!

∫
p⃗1...p⃗4

ϕ(τ, p⃗1)ϕ(τ, p⃗2)ϕ(τ, p⃗3)ϕ(τ, p⃗4)δ̃(p⃗1 + p⃗2 + p⃗3 + p⃗4) .

(4.4.5)
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波動汎関数の摂動は，ラグランジアンの自由項の周りで展開することで，

ΨΛ[φ] = lim
T→∞

∫
ϕ(0,p⃗)=φ(p⃗)

Dϕ e−
∫ 0
−T

dτ(L0+Lint)

= lim
T→∞

∫
ϕ(0,p⃗)=φ(p⃗)

Dϕ e−
∫ 0
−T

dτL0

[
1−

∫ 0

−T

dτLint + . . .

]
= Ψ0[φ]

[
1− lim

T→∞

∫
ϕ(0,p⃗)=φ(p⃗)

Dϕ e−
∫ 0
−T

dτL0

∫ 0

−T

dτLint + . . .

]
= Ψ0[φ]e

I (4.4.6)

と書ける．ここで，式 (4.3.29)と同様のパラメータ化を用いた．第一項が自由場について
の波動汎関数

Ψ0[φ] = lim
T→∞

∫
ϕ(0,p⃗)=φ(p⃗)

Dϕ e−
∫ 0
−T

dτL0 (4.4.7)

であり，第二項が摂動一次の項である．まず自由場についての波動汎関数を計算する．
摂動展開を実行するために，ϕ(τ, p⃗)を自由部分 L0の古典解 ϕc(τ, p⃗)周りで展開すると，

ϕ(τ, p⃗) = ϕc(τ, p⃗) + χ(τ, p⃗) (4.4.8)

を得る．すなわち，ϕc(τ, p⃗)は運動方程式

∂2τϕc(τ, p⃗) = ω2
p⃗ϕc(τ, p⃗) . (4.4.9)

を満たす．ここで，境界条件 (4.3.9)および (4.4.2)が満たされるように，

ϕc(0, p⃗) = φ(p⃗) , ϕc(−T, p⃗) = 0 , χ(0, p⃗) = 0 , χ(−T, p⃗) = 0 (4.4.10)

とおく．運動方程式 (4.4.9)および条件 (4.4.10)から，ϕc(τ, p⃗)は

ϕc(τ, p⃗) =
eωp⃗(τ+T ) − e−ωp⃗(τ+T )

eωp⃗T − e−ωp⃗T
φ(p⃗)

T→∞−−−−→ eωp⃗τφ(p⃗) (4.4.11)

と与えられ，χ(τ, p⃗)はフーリエ展開により，

χ(τ, p⃗) =

∞∑
n=1

sin
(nπ
T
τ
)
χn(p⃗) . (4.4.12)
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となる．古典解周りの展開 (4.4.8)を L0に代入し，運動方程式 (4.4.9)および条件 (4.4.10)

を用いると，次の結果が得られる：∫ 0

−T

dτL0 =
1

2

∫
p⃗

K−1
p⃗ ϕc(τ, p⃗)∂τϕc(τ, p⃗)|τ=0

+
1

2

∫ 0

−T

dτ

∫
p⃗

K−1
p⃗ χ(τ,−p⃗)(−∂2τ + ω2

p⃗)χ(τ, p⃗) . (4.4.13)

基底状態の波動汎関数は式 (4.4.6)で与えたようにパラメータ化されている．最初に，波
動汎関数の摂動最低次が式 (4.4.7) で与えられることに注意する．古典解 (4.4.11) と式
(4.4.13)の最初の項から，

Ψ0[φ] = N0 exp

(
−
∫
p⃗

1

2
K−1

p⃗ ωp⃗φ(p⃗)φ(−p⃗)
)
, (4.4.14)

を得る．ここで N0 は規格化定数であり，条件 1 =
∫
Dφ|Ψ0[φ]|2 から

N0 = exp

[
V

4

∫
p⃗

log(2K−1
p⃗ ωp⃗)

]
. (4.4.15)

と決定できる．式 (4.4.14)と式 (4.4.15)は，Gauss解 (4.3.28)と一致する．
次に，波動汎関数への相互作用の寄与 I[φ]を摂動論的に計算する．そのために，外線と
内線がそれぞれ φと χの伝播関数を表す Feynman図を用いる．式 (4.4.12)と式 (4.4.13)

から，χの伝播関数は

⟨χ(τ, p⃗)χ(τ ′, p⃗ ′)⟩ =
∑
n

sin
(nπ
T
τ
)
sin
(nπ
T
τ ′
) 2

T

Kp⃗ δ̃(p⃗+ p⃗′)

ω2
p⃗ +

(
nπ
T

)2
T→∞−−−−→

Kp⃗

2ωp⃗

(
e−ωp⃗|τ−τ ′| − eωp⃗(τ+τ ′)

)
δ̃(p⃗+ p⃗ ′) (4.4.16)

と得られる．古典解周りの展開 (4.4.8)と古典解 (4.4.11)を Lint に代入することで，φと
χの相互作用頂点を読み取ることができる．ここでは δm2 の相互作用を黒い点の頂点で，
λの相互作用を plainな頂点で表す．I[φ]は，真空泡図 (bubble diagram)を除く接続図
(connected diagram)の合計と，1 =

∫
Dφ|Ψ[φ]|2 の規格化条件によって決定される定数
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から構成される．摂動一次に注目すると，必要な接続図は次のように与えられる：

= −δm
2

2

∫
p⃗

φ(p⃗)φ(−p⃗) 1

2ωp⃗
, (4.4.17)

= − λ

4!

∫
p⃗1p⃗2

φ(p⃗1)φ(−p⃗1)
3K2

2ω1(ω1 + ω2)
, (4.4.18)

= − λ

4!

∫
p⃗1...p⃗4

φ1 . . . φ4
δ̃(p⃗1 + p⃗2 + p⃗3 + p⃗4)

ω1 + ω2 + ω3 + ω4
. (4.4.19)

ここで，略記 φ(p⃗i) = φi, K(p⃗ 2
i /Λ

2) = Ki, ωp⃗i
= ωi を用いた．

規格化条件を用いて I[φ]内の定数を固定した後，基底状態の波動汎関数の摂動一次に
対して以下のように最終結果を得る：

ΨΛ[φ] =e
I[φ]Ψ0[φ] , (4.4.20)

I[φ] =− δm2

2

∫
p⃗

φ(p⃗)φ(−p⃗) 1

2ωp⃗

− λ

4!

∫
p⃗1p⃗2

φ(p⃗1)φ(−p⃗1)
3K2

2ω1(ω1 + ω2)

− λ

4!

∫
p⃗1...p⃗4

φ1 . . . φ4
δ̃(p⃗1 + p⃗2 + p⃗3 + p⃗4)

ω1 + ω2 + ω3 + ω4
+ C . (4.4.21)

ここで，規格化定数 C は条件 1 =
∫
Dφ|Ψ[φ]|2 から

C =

{
δm2

2
+
λ

4!

∫
p⃗

6Kp⃗

2ωp⃗

}∫
k⃗

Kk⃗V

4ω2
k⃗

− λ

4!

∫
p⃗1,p⃗2

3K1K2V

ω1ω2(ω1 + ω2)
. (4.4.22)

と決定できる．ここで議論した経路積分による摂動展開の定式化は，高次の摂動に対して
も直接的かつ体系的に適用できる．

4.5 摂動論による検証
この節では，基底状態の波動汎関数に対する ERG方程式 (4.3.21)の妥当性を検証する
ために，基底状態の波動汎関数 (4.4.20)が ERG方程式 (4.3.21)を満たすことを摂動一次
の範囲で示す．4.3.3 節の分析により，波動汎関数 (4.4.20) の自由項 Ψ0 が ERG 方程式
(4.3.21)を満たすことが保証されている．よって，摂動の一次の範囲で検証するには，式
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(4.4.20) の I[φ] が相互作用項についての ERG 方程式 (4.3.30) を満たすことを確かめれ
ばよい．
相互作用項についての ERG方程式 (4.3.30)は摂動一次で

−Λ
∂

∂Λ
I = −

∫
p⃗

K̇p⃗

4ωp⃗

δ2I

δφ(p⃗)δφ(−p⃗)
(4.5.1)

となる．式 (4.4.20)の I を式 (4.5.1)の左辺に代入すると，

−Λ
∂

∂Λ
I =−

{
˙δm2

2
+
λ

4!

∫
p⃗

6K̇p⃗

2ωp⃗

}∫
k⃗

[
1

2ωk⃗

φ(k⃗)φ(−k⃗)−
Kk⃗V

4ω2
k⃗

]

+

{
δm2

2
+
λ

4!

∫
p⃗

6Kp⃗

2ωp⃗

}∫
k⃗

K̇k⃗V

4ω2
k⃗

+
λ

4!

∫
k⃗i

3

ω1 + ω2

K̇2

2ω2
ϕ(k⃗1)ϕ(−k⃗1)

+
λ

4!

∫
k⃗i

3

ω1 + ω2

K̇2

2ω2

(
−K̇1V

2ω1

)
(4.5.2)

となり，右辺は

−
∫
p⃗

K̇p⃗

4ωp⃗

δ2I

δφ(p⃗)δφ(−p⃗)
=

{
δm2

2
+
λ

4!

∫
p⃗

6Kp⃗

2ωp⃗

}∫
k⃗

K̇k⃗V

4ω2
k⃗

+
λ

4!

∫
k⃗i

3

ω1 + ω2

K̇2

2ω2
ϕ(k⃗1)ϕ(−k⃗1)

+
λ

4!

∫
k⃗i

3

ω1 + ω2

K̇2

2ω2

(
−K̇1V

2ω1

)
(4.5.3)

となる．付録 Bに示すように，Polchinski方程式から δm2 のフロー方程式は
˙δm2

2
= − λ

4!

∫
p⃗

6K̇p⃗

2ωp⃗
(4.5.4)

と得られる．式 (4.5.2) は式 (4.5.3) と一致することが分かる．よって，式 (4.4.20) の
ΨΛ = eIΨ0 は ERG 方程式 (4.3.21) を満たす．以上より，我々が構築した一般のスカ
ラー場理論における非摂動論的な ERG方程式 (4.3.21)は，ϕ4 理論の摂動一次の範囲で
正当であることが確かめられた．
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4.6 波動汎関数に対する ERG方程式 結論と展望
本章では我々が研究した，波動汎関数に対する厳密繰り込み群について議論した．

Polchinski方程式に基づいて，d+ 1次元の一般のスカラー場理論における基底状態の波
動汎関数が従う非摂動論的な ERG 方程式を導いた．さらに，この方程式の正当性を ϕ4

理論の摂動一次まで検証した．
本章の冒頭で述べたように，この ERG方程式は波動汎関数の連続的なスケールに対す
る依存性を決定することから，一種の連続テンソルネットワークを定義していると解釈で
きる．方程式の解を用いれば，異なるエネルギーをもつ二つの状態の内積から Fisher計
量を計算できる．文献 [60,63]で議論されているように，Fisher計量を時空の計量と同一
視することで，バルク時空の計量が導けると期待される．また，ERG 方程式の解から，
相互作用がある場合に各スケールにおけるエンタングルメントエントロピーの計算も望ま
れる．解を求める上では，厳密繰り込み群で用いられる微分展開による近似などが有効と
考えられる．
本研究では，扱う理論をスカラー場に限定した．非摂動論を直接扱ったという点に我々
の研究の特色があるが，AdS/CFT対応を議論する上では，ゲージ理論を考えることが重
要である．最近のゲージ理論の厳密繰り込み群に関する発展は文献 [64]で扱われており，
このような研究が我々の定式化をゲージ場へと発展させる上で有用であると考えられる．
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第 5章

繰り込み群と量子誤り訂正

我々は 4章で述べたように，厳密繰り込み群に基づく連続テンソルネットワークを構築
した．このネットワークが実際に AdS/CFT対応を記述しているかを確かめるためには，
エンタングルメント構造など，具体的な方程式の解が必要となる．しかしながら，実際に
この方程式を解析的に解くことは困難である．
2.4 節で述べたように，AdS/CFT 対応は量子誤り訂正と関係付けられるべきである．
よって，このネットワークが AdS/CFT 対応を表しているならば，量子誤り訂正の性質
を持つはずである．繰り込み群と量子誤り訂正の関係の研究は文献 [65]が先駆的である．
離散的な例として，実空間繰り込み群の一種である古典的スピンブロッキングや，連続的
な例として cMERA [60]の特殊な場合である magic cMERA [66]について，誤り訂正条
件 (2.6.5)が議論されている．
本章では繰り込み群と量子誤り訂正の関係に関する，我々の研究 [11]について述べる．
具体的には，4章で導出した波動汎関数に対する ERG方程式の，ϕ4 理論の摂動解を用い
て，繰り込み群のフローによって符号化が実現される例を構築する．我々の手法は特定の
ネットワークに依存せず，基底状態の繰り込み群のフローから直接符号化するという点に
おいて，より一般的である．
まず 5.1節でコヒーレント状態の符号化を議論する．5.2節と 5.3節でそれぞれ自由ス
カラー場，ϕ4 理論の摂動論を扱う．コヒーレント状態を IRから UVにフローさせて量子
誤り訂正条件を導くことにより，符号部分空間が構成されることを示す．以降では，空間
方向の運動量 p⃗を単に pと記述する．UV, IR, 有効エネルギースケールをそれぞれ ΛUV,

ΛIR, Λとする．変数の添字にこれらの記号がつくときは，対応するエネルギースケール
における量を意味する．4章で導入した，カットオフ関数 Kp = K(p/Λ)を正則化に用い
る．以降，全ての量は有効スケール Λによって無次元化されている．
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5.1 コヒーレント状態の符号化
q 準位系のコヒーレント状態

|rf0⟩Λ = exp

[
−r
∫
p

f0(−p)
(
a†Λ(−p)− aΛ(p)

)]
|Ψ⟩ΛUV

(5.1.1)

の符号化を考える．|Ψ⟩は基底状態であり，f0 は任意の実関数，r = 0, 1, . . . , q − 1は準
位である．aΛ, a†Λ は以下の代数から定義される生成消滅演算子である*1：

[aΛ,p, a
†
Λ,p′ ] = δ̃(p− p′) , [aΛ,p, aΛ,p′ ] = 0 , [a†Λ,p, a

†
Λ,p′ ] = 0 , (5.1.2)

aΛ,p|Ψ⟩Λ = 0 . (5.1.3)

状態 (5.1.1)は幅が十分小さくなるとき，つまり ∫
p
|f0(p)|2 が十分大きいときに直交条

件を近似的に満たす：

Λ ⟨rf0|r′f0⟩Λ = exp

[
−1

2
(r − r′)2

∫
p

|f0(p)|2
]

(5.1.4)

∼ δrr′ . (5.1.5)

このようにコヒーレント状態は文献 [65] で議論されているように，幅が十分小さいとき
にデルタ関数となるため，誤り訂正条件 (2.6.5)を考える上で扱いやすい．
一般に，符号部分空間は符号化前の空間よりも広い空間であるため，繰り込み群として
は，IRから UVへのフロー (繰り込み群の “逆のフロー”)が符号化と考えるのが自然で
ある．すなわち，UVスケールのおける基底状態 |Ψ⟩ΛUV

から有効スケール Λにおける基
底状態 |Ψ⟩Λ へのフローを記述する演算子 U が与えられたとする:

U(Λ,ΛUV) |Ψ⟩ΛUV
= |Ψ⟩Λ . (5.1.6)

ここで U(Λ,ΛUV)は微小変換の積として

U(Λ,ΛUV) = T exp

[∫ ΛUV

Λ

dΛ′

Λ′ XΛ′

]
(5.1.7)

と書けると仮定する．ここで T は

T (XΛXΛ′) =

{
XΛXΛ′ for Λ < Λ′

XΛ′XΛ for Λ > Λ′ (5.1.8)

*1 一般のスカラー場において式 (5.1.2), (5.1.3)を満たす生成消滅演算子が存在するかは非自明である．次
節以降で扱う自由場と摂動一次の範囲では定義できる．
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と定義される順序演算子である．cMERA [60,67]の文脈においては，反 Hermite演算子
XΛ は繰り込み群のフローに従ってエンタングルメントを除去する働きをもつことから，
ディスエンタングラーと呼ぶのが自然である．
−Λ∂Λ を式 (5.1.6)の両辺に作用させ，式 (5.1.7)を用いることで,

−Λ∂Λ |Ψ⟩Λ = XΛ |Ψ⟩Λ . (5.1.9)

を得る．原理的には，ERG 方程式 (4.3.21) から XΛ が得られる．ここでは扱わないが，
摂動論から XΛ の具体形を得ることは可能である [11]．
q 準位系の符号化を，基底状態の繰り込み群の逆のフロー (Hermite共役)から

|rf0⟩ΛUV
= U† |rf0⟩ΛIR

(5.1.10)

と定義する．符号部分空間は UV スケールで定義されている．生成消滅演算子のフロー
を，演算子 U(5.1.6)を用いて

aΛ(p) = U(Λ,ΛUV)aΛUV(p)U
†(Λ,ΛUV)

a†Λ(p) = U(Λ,ΛUV)a
†
ΛUV

(p)U†(Λ,ΛUV)
(5.1.11)

と定義する．等価な式として，

− Λ∂ΛaΛ,p = [XΛ, aΛ,p] ,

− Λ∂Λa
†
Λ,p = [XΛ, a

†
Λ,p] . (5.1.12)

も用いることができる．式 (5.1.2)と (5.1.3)は式 (5.1.11)，(5.1.12)によってフローして
も成立する．
エラーの集合を IRスケール近傍で定義されたコヒーレント演算子

DΛ[g] = exp

[∫
p

g(−p)(aΛ(p)− a†Λ(−p))
]

(5.1.13)

で与える．ここで g は任意の実関数である．
生成消滅演算子から新たな演算子

a+,Λ(p) = aΛ(p) + a†Λ(−p) (5.1.14)

a−,Λ(p) = a†Λ(p)− aΛ(−p) (5.1.15)

を定義する．この演算子のフロー方程式は，式 (5.1.11)より，

−Λ∂Λa
±
Λ =

[
XΛ, a

±
Λ,p

]
. (5.1.16)
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と得られる．
エラー {D[g]} に対して符号部分空間 span({|rf0⟩ΛUV

}) が耐性があるかどうかは，量
子誤り訂正条件 (2.6.5)で判定できる．今の場合，

D†[g]D[h] = exp

[∫
p

(h(−p)− g(−p)) a−,Λ

]
(5.1.17)

= D[h− g] (5.1.18)

となり，エラーの積が一つのエラーで書けるため，limΛ→ΛIR ΛUV
⟨r′f0|DΛ[g]|rf0⟩ΛUV

を
評価すればよい．
以降では摂動論を考え，|Ψ⟩Λ, XΛ, aΛ,p, a

±
Λ,p を摂動係数 α で以下のように展開する：

|Ψ⟩Λ = |Ψ(0)⟩Λ + α|Ψ(1)⟩Λ + α2|Ψ(2)⟩Λ + · · · ,

XΛ = X
(0)
Λ + αX

(1)
Λ + α2X

(2)
Λ + · · · ,

aΛ,p = a
(0)
Λ,p + αa

(1)
Λ,p + α2a

(2)
Λ,p + · · · ,

a±Λ,p = a
±(0)
Λ,p + αa

±(1)
Λ,p + α2a

±(2)
Λ,p + · · · . (5.1.19)

5.2 自由場
摂動 0次として，Hamiltonian H0,Λ が

H0,Λ =

∫
p

ωΛ,pa
(0)
Λ,p

†a
(0)
Λ,p +

V

2

∫
p

ωΛ,p , (5.2.1)

a
(0)
Λ,p =

1√
2

(√
ωΛ,p

Kp
φ(p) +

√
Kp

ωΛ,p

δ

δφ(−p)

)
,

a
(0)†
Λ,p =

1√
2

(√
ωΛ,p

Kp
φ(−p)−

√
Kp

ωΛ,p

δ

δφ(p)

)
(5.2.2)

で与えられる自由スカラー場を考える．ここで，ωΛ,p =
√
p2 +m2/Λ2 である．

ERG方程式 (4.3.5)の自由解 (4.4.14)を用いると，

−Λ∂ΛΨ
(0)
Λ = −1

4

∫
p

ω̇Λ,p

ωΛ,p
a
(0)†
Λ,−pa

(0)†
Λ,p Ψ

(0)
Λ . (5.2.3)
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を得る．XΛ の反 Hermite性を考慮し，a(0)Λ,pΨ
(0)
Λ = 0を用いると，

X
(0)
Λ = −1

4

∫
p

ω̇Λ,p

ωΛ,p

(
a
(0)†
Λ,−pa

(0)†
Λ,p − a

(0)
Λ,pa

(0)
Λ,−p

)
, (5.2.4)

と読み取れる．
生成消滅演算子のスケール則は式 (5.2.4)から

a
(0)
+,Λ(p) =

√
ωΛ,p

ωΛUV,p
a
(0)
+,ΛUV

(p) (5.2.5)

a
(0)
−,Λ(p) =

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
a
(0)
−,ΛUV

(p) (5.2.6)

と計算できる．
誤り訂正条件は以下のように計算できる：

ΛUV ⟨r′f0|DΛ[g]|rf0⟩ΛUV

=ΛUV
⟨r′f0| exp

[∫
p

g(−p)a(0)−,Λ(p)

]
|rf0⟩ΛUV

=ΛUV ⟨r′f0| exp
[∫

p

g(−p)
√
ωΛUV,p

ωΛ,p
a
(0)
−,ΛUV

(p)

]
|rf0⟩ΛUV

= exp

[
−1

2

∫
p

(
−2(r − r′)

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
g(−p)f0(p) +

ωΛUV,p

ωΛ,p
|g(p)|2

)]
· ΛUV

⟨r′f0 | rf0⟩ΛUV
. (5.2.7)

IR極限 Λ ≪ mをとると，ωΛ,p ≫ ωΛUV,p となるため，式 (5.2.7)の指数部分は十分小さ
くなる．よって，∫

p
|f0(p)|2 が十分大きいとき，近似的な誤り訂正条件

ΛUV⟨r′f0|DΛ[g]|rf0⟩ΛUV
∼ ΛUV

⟨r′f0 | rf0⟩ΛUV
(5.2.8)

を得る*2 *3．よって自由場の場合に，IRスケール近傍で定義されたエラー {DΛ[g]}に対
して，UVスケールで定義された符号部分空間 span({|rf0⟩ΛUV

})が耐性をもつことが示
された．一方，IR スケールにおけるエラーは IR スケールで定義されたコヒーレント状
態に対して耐性をもたないことが示せる．IRスケール近傍におけるエラーに対して，コ
ヒーレント状態を UVスケールにフローさせることで符号化が実現しているのである．

*2 近似的誤り訂正条件 (2.6.5) は直交基底に対して成り立つ式であるが，一般に非直交基底を用いると
(5.2.8)のように拡張できる．

*3
∫
p |f0(p)|2 → ∞のとき，

ΛUV

〈
r′f0

∣∣ rf0〉ΛUV
→ δrr′ となり，この場合誤り訂正条件は IR極限をと

らずとも厳密に成立する．これは自由場のみの性質である．
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5.3 摂動論
4.4 節で導入した ϕ4 理論の摂動一次で誤り訂正条件が成り立つことを示す．波動汎関
数の摂動一次の項を

Ψ
(1)
Λ = AΛΨ

(0)
Λ (5.3.1)

と置く．ERG方程式 (4.3.5)の摂動解 (4.4.20)より，

AΛ =− λ

4!

∫
k1,...,k4

δ̃(k1 + · · · k4)
ωΛ,k1 + · · ·+ ωΛ,k4

4∏
i=1

√
Kki

2ωΛ,ki

a†Λ,ki

−
(
δm2

2
+
λ

4!

∫
p

6Kp

2ωΛ,p

)∫
k

1

2ωΛ,k

Kk

2ωΛ,k
a†Λ,ka

†
Λ,−k

− (Hermitian conjuate) . (5.3.2)

である．AΛ は反 Hermite演算子である．式 (5.1.9)を展開すると，

−Λ∂ΛΨ
(0)
Λ = X

(0)
Λ Ψ

(0)
Λ , (5.3.3)

−Λ∂ΛΨ
(1)
Λ = X

(0)
Λ Ψ

(1)
Λ +X

(1)
Λ Ψ

(0)
Λ . (5.3.4)

となる．式 (5.3.1)，(5.3.3)を式 (5.3.4)に代入することで，

−Λ∂ΛAΛ = X
(1)
Λ + [X

(0)
Λ , AΛ] . (5.3.5)

を得る．
式 (5.1.12)より, 生成消滅演算子のスケール則を以下のように計算できる：

− Λ∂Λa
(0)
Λ,p =

[
X

(0)
Λ , a

(0)
Λ,p

]
, (5.3.6)

− Λ∂Λa
(1)
Λ,p =

[
X

(1)
Λ , a

(0)
Λ,p

]
+
[
X

(0)
Λ , a

(1)
Λ,p

]
. (5.3.7)

また，以下の関係が示せる：

a
(1)
Λ,p = [AΛ, a

(0)
Λ,p] . (5.3.8)

次に，エラー演算子

DΛ[g] = exp

[∫
p

g(−p)a−,Λ(p)

]
(5.3.9)

= exp

[∫
p

g(−p)
(
a
(0)
−,Λ(p) + αa

(1)
−,Λ(p) +O(α2)

)]
(5.3.10)
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を計算する．
以下では，4.5節と同様の略記 ωΛ,pi

= ωΛ,i, Kpi
= Ki を用いる．a(1)−,Λ(p)は a

(0)
−,Λ(p)

を用いると，以下のように書ける：

a
(1)
−,Λ(p) =− λ

4!

∫
k1k2k3

(
3∏

i=1

√
Ki

2ωΛ,i

)√(
Kp

2ωΛ,p

)√
ωΛ,1ωΛ,2ωΛ,3

ωΛUV,1ωΛUV,2ωΛUV,3

× a
(0)
+,ΛUV

(−k1)a(0)+,ΛUV
(−k2)a(0)+,ΛUV

(−k3)

− λ

8

∫
k1k2k3

(
3∏

i=1

√
Ki

2ωΛ,i

)√(
Kp

2ωΛ,p

)√
ωΛ,1ωΛ,2

ωΛUV,1ωΛUV,2

√
ωΛUV,3

ωΛ,3

× a
(0)
+,ΛUV

(−k1)a(0)+,ΛUV
(−k2)a(0)+,ΛUV

(−k3)

− λ

4

∫
k

1

2ωΛ,p + 2ωΛ,k

Kp

2ωΛ,p

Kk

2ωΛ,k

√
ωΛ,p

ωΛUV,p
a
(0)
+,ΛUV

(p)

−
(
δm2

2
+
λ

4!

∫
q

6Kq

2ωΛ,q

)
Kp

2ω2
Λ,p

a
(0)
−,ΛUV

(p) . (5.3.11)

次に，a−,Λ が a
(0)
±,ΛUV

で表せることを考慮し，以下のように書く：

a−,Λ(p) ∼ a
(0)
−,Λ(p) + αa

(1)
−,Λ

(
p; a

(0)
+,Λ, a

(0)
+,Λ

)
=

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
a
(0)
−,ΛUV

(p) + αa
(1)
−,Λ

(
p;

√
ωΛ,p

ωΛUV,p
a
(0)
+,ΛUV

,

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
a
(0)
−,ΛUV

)
.

(5.3.12)

ここで，a(0)−,ΛUV
= a−,ΛUV

− αa
(1)
−,ΛUV

であることと，摂動一次の範囲で第二項の a
(1)
−,u に

おいて a(0) を aに置き換えてもよいことを用いると，

a−,Λ(p) ∼
√
ωΛUV,p

ωΛ,p

{
a−,ΛUV

(p)− αa
(1)
−,0

(
p; a

(0)
+,ΛUV

, a
(0)
−,ΛUV

)}
+ αa

(1)
−,u

(
p;

√
ωΛ,p

ωΛUV,p
a
(0)
+,ΛUV

,

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
a
(0)
−,ΛUV

)
=

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
a−,ΛUV

(p) + α

{
a
(1)
−,Λ

(
p;

√
ωΛ,p

ωΛUV,p
a+,ΛUV

,

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
a−,ΛUV

)
−
√
ωΛUV,p

ωΛ,p
a
(1)
−,ΛUV

(p; a+,ΛUV
, a−,ΛUV

)

}
(5.3.13)

と表せる．
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第二項を評価すると，以下を得る：

a
(1)
−,Λ

(
p;

√
ωΛ,p

ωΛUV,p
a+,ΛUV ,

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
a−,ΛUV

)
−
√
ωΛUV,p

ωΛ,p
a
(1)
−,ΛUV

(p; a+,ΛUV , a−,ΛUV)

= − λ

4!

∫
k1k2k3

δ̃(k1 + · · ·+ p)

ωΛ,1 + · · ·+ ωΛ,p

(
3∏

i=1

√
Ki

2ωu,i

)√
Kp

2ωΛ,p

√
ωΛUV,1ωΛUV,2ωΛUV,3

ωΛ,1ωΛ,2ωΛ,3

× a−,ΛUV
(−k1)a−,ΛUV

(−k2)a−,ΛUV
(−k3)

− λ

8

∫
k1k2k3

δ̃(k1 + · · ·+ p)

ωΛ,1 + · · ·+ ωΛ,p

(
3∏

i=1

√
Ki

2ωu,i

)√
Kp

2ωΛ,p

√
ωΛ,1ωΛ,2

ωΛUV,1ωΛUV,2

√
ωΛUV,3

ωΛ,3

× a+,ΛUV
(−k1)a+,ΛUV

(−k2)a−,ΛUV
(−k3)

− λ

4

∫
k

1

2ωΛ,p + 2ωu,k

Kp

2ωΛ,p

Kk

2ωu,k

√
ωΛ,p

ωΛUV,p
a+,ΛUV

(p)

−
(
δm2

2
+
λ

4!

∫
q

6Kq

2ωΛ,q

)
Kp

2ω2
u,p

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
a−,ΛUV

(p)

−
√
ωΛUV,p

ωΛ,p

[
− λ

4!

∫
k1k2k3

δ̃(k1 + · · ·+ p)

ωΛUV,1 + · · ·+ ωΛUV,p

(
3∏

i=1

√
Ki

2ωΛUV,i

)√
Kp

2ωΛUV,p

× a−,ΛUV
(−k1)a−,ΛUV

(−k2)a−,ΛUV
(−k3)

− λ

8

∫
k1,k2,k3

δ̃(k1 + · · ·+ p)

ωΛUV,1 + · · ·+ ωΛUV,p

(
3∏

i=1

√
Ki

2ωΛUV,i

)√
Kp

2ωΛUV,p

× a+,ΛUV
(−k1)a−,ΛUV

(−k2)a−,ΛUV
(−k3)

− λ

4

∫
k

1

2ωΛUV,p + 2ωΛUV,k

Kp

2ωΛUV,p

Kk

2ωΛUV,k
a+,ΛUV

(p)

−
(
δm2

2
+
λ

4!

∫
q

6Kq

2ωΛUV,q

)
Kp

2ω2
0,p

a−,ΛUV
(p)

]

= − λ

4!

∫
k1k2k3

C1(k1, k2, k3; p)a−,ΛUV
(−k1)a−,ΛUV

(−k2)a−,ΛUV
(−k3)

− λ

8

∫
k1k2k3

C2(k1, k2, k3; p)a+,ΛUV
(−k1)a+,ΛUV

(−k2)a−,ΛUV
(−k3)

− λ

4

∫
k

C3(k; p)a+,ΛUV
(p)

− C4(p)a−,ΛUV
(p).

(5.3.14)
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ここで，C1, C2, C3, C4 を以下のように定義した：

C1(k1, k2, k3; p)

= δ̃(k1 + · · ·+ p)

(
1

ωΛ,1 + · · ·+ ωΛ,p

(
3∏

i=1

√
Ki

2ωu,i

)√
Kp

2ωΛ,p

√
ωΛUV,1ωΛUV,2ωΛUV,3

ωΛ,1ωΛ,2ωΛ,3

− 1

ωΛUV,1 + · · ·+ ωΛUV,p

(
3∏

i=1

√
Ki

2ωΛUV,i

)√
Kp

2ωΛUV,p

√
ωΛUV,p

ωΛ,p

)
,

(5.3.15)

C2(k1, k2; k3; p)

= δ̃(k1 + · · ·+ p)

(
1

ωΛ,1 + · · ·+ ωΛ,p

(
3∏

i=1

√
Ki

2ωu,i

)√
Kp

2ωΛ,p

√
ωΛ,1ωΛ,2

ωΛUV,1ωΛUV,2

√
ωΛUV,3

ωΛ,3

− 1

ωΛUV,1 + · · ·+ ωΛUV,p

(
3∏

i=1

√
Ki

2ωΛUV,i

)√
Kp

2ωΛUV,p

√
ωΛUV,p

ωΛ,p

)
,

(5.3.16)

C3(k; p)

=
1

2ωΛ,p + 2ωu,k

Kp

2ωΛ,p

Kk

2ωu,k

√
ωΛ,p

ωΛUV,p
− 1

2ωΛUV,p + 2ωΛUV,k

Kp

2ωΛUV,p

Kk

2ωΛUV,k

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
,

(5.3.17)

C4(p)

=

√
ωΛUV,p

ωΛ,p

[(
δm2

2
+
λ

4!

∫
q

6Kq

2ωΛ,q

)
Kp

2ω2
u,p

−
(
δm2

2
+
λ

4!

∫
q

6Kq

2ωΛUV,q

)
Kp

2ω2
0,p

]
.

(5.3.18)

これを用いると，エラー演算子 D[g]は

D[g] = exp

[∫
p

g(−p)a−,u(p)

]
= exp [X + αY ] , (5.3.19)
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と書ける．ここで，

X =

∫
p

g(−p)
√
ωΛUV,p

ωΛ,p
a−,ΛUV

(p), (5.3.20)

Y =

∫
p

g(−p)
(
a
(1)
−,u

(
p;

√
ωΛ,p

ωΛUV,p
a+,ΛUV

,

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
a−,ΛUV

)
−
√
ωΛUV,p

ωΛ,p
a
(1)
−,0 (p; a+,ΛUV

, a−,ΛUV
)

)
=

∫
p

g(−p)
{
− λ

4!

∫
k1k2k3

C1(k1, k2, k3; p)a−,ΛUV
(−k1)a−,ΛUV

(−k2)a−,ΛUV
(−k3)

− λ

8

∫
k1k2k3

C2(k1, k2, k3; p)a+,ΛUV
(−k1)a+,ΛUV

(−k2)a−,ΛUV
(−k3)

− λ

4

∫
k

C3(k; p)a+,ΛUV
(p)

− C4(p)a−,ΛUV
(p)

}
(5.3.21)

である．Baker-Campbell-Hausdorff公式により，摂動一次の範囲で

D[g] = exp [X + αY ] = (1 + αZ)eX , (5.3.22)

を得る．Z は以下で与えられる：

Z = Y +
1

2
[X,Y ]− 1

12
[X, [X,Y ]] . (5.3.23)
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交換子は以下のように計算できる：

[X,Y ] =

∫
p,ℓ

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
g(−p)g(−ℓ)

×

[
a−,ΛUV

(p),

− λ

4!

∫
k1k2k3

C1(k1, k2, k3; ℓ)a−,ΛUV
(−k1)a−,ΛUV

(−k2)a−,ΛUV
(−k3)

− λ

8

∫
k1k2k3

C2(k1, k2, k3; ℓ)a+,ΛUV
(−k1)a+,ΛUV

(−k2)a−,ΛUV
(−k3)

− λ

4

∫
k

C3(k; p)a+,ΛUV
(p)

− C4(p)a−,ΛUV
(p)

]
(5.3.24)

=− λ

2

∫
p,ℓ,k2k3

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
g(−p)g(−ℓ)C2(p, k2, k3; ℓ)a+,ΛUV

(−k2)a−,ΛUV
(−k3)

− λ

2

∫
p,k

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
g(−p)g(p)C3(k;−p),

(5.3.25)

[X, [X,Y ]] =

[(∫
q

g(−q)
√
ωΛUV,q

ωΛ,q
a−,ΛUV

(q)

)
,

− λ

2

∫
p,ℓ,k2k3

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
g(−p)g(−ℓ)C2(p, k2, k3; ℓ)

× a+,ΛUV
(−k2)a−,ΛUV

(−k3)

− λ

2

∫
p,k

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
g(−p)g(p)C3(k;−p)

]

= −λ
∫
p,q,ℓ,k

√
ωΛUV,qωΛUV,p

ωΛ,qωΛ,p
g(−p)g(−ℓ)g(−q)C2(p, q, k; ℓ)a−,ΛUV

(−k).

(5.3.26)

また，
∣∣∣rf0 −√ωΛUV,p

ωΛ,p
g
〉
ΛUV

を次のように定義する：

∣∣∣∣rf0 −√ωΛUV,p

ωΛ,p
g

〉
ΛUV

= eX |rf0⟩ΛUV
. (5.3.27)
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これと交換子の計算結果を用いて誤り訂正条件を計算すると，以下を得る：

ΛUV
⟨r′f0|D[g] |rf0⟩ΛUV

=
ΛUV

〈
r′f0

∣∣∣∣ rf0 −√ωΛUV,p

ωΛ,p
g

〉
ΛUV

+ α
ΛUV

〈
r′f0

∣∣∣∣ (Y +
1

2
[X,Y ]− 1

12
[X, [X,Y ]]

) ∣∣∣∣ rf0 −√ωΛUV,p

ωΛ,p
g

〉
ΛUV

=
ΛUV

〈
r′f0

∣∣∣∣ rf0 −√ωΛUV,p

ωΛ,p
g

〉
ΛUV

×

[
1 + α

{
− λ

4!

∫
p,k1,k2,k3

g(−p)C1(k1, k2, k3; p)

×
{
(r − r′)3f0(−k1)f0(−k2)f0(−k3)

− 3(r − r′)2
√
ωΛUV,3

ωΛ,3
f0(−k1)f0(−k2)g(−k3)

+ 3(r − r′)

√
ωΛUV,2ωΛUV,3

ωΛ,2ωΛ,3
f0(−k1)g(−k2)g(−k3)

−
√
ωΛUV,1

ωΛ,1
g(−k1)

√
ωΛUV,2

ωΛ,2
g(−k2)

√
ωΛUV,3

ωΛ,3
g(−k3)

}
+
λ

8

∫
p,k1,k2

g(−p)C1(k1, k2,−k1 − k2; p)

{
(r − r′)f0(−k2)−

√
ωΛUV,2

ωΛ,2
g(−k2)

}
− λ

8

∫
p,k1,k2,k3

g(−p)C2(k1, k2, k3; p)

{
(r − r′)(r2 + r′2)f0(−k1)f0(−k2)f0(−k3)

− 2(r2 − r′2)

√
ωΛUV,1

ωΛ,1
g(−k1)f0(−k2)f0(−k3)

− (r + r′)2
√
ωΛUV,3

ωΛ,3
f0(−k1)f0(−k2)g(−k3)

+ 2(r + r′)

√
ωΛUV,2ωΛUV,3

ωΛ,2ωΛ,3
f0(−k1)g(−k2)g(−k3)

+ (r − r′)

√
ωΛUV,1ωΛUV,2

ωΛ,1ωΛ,2
g(−k1)g(−k2)f0(−k3)

−
√
ωΛUV,1ωΛUV,2ωΛUV,3

ωΛ,1ωΛ,2ωΛ,3
g(−k1)g(−k2)g(−k3)

}
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+
λ

4

∫
p,k1,k2,k3

g(−p)C2(k1, k2,−k1 − k2; p)

{
(r + r′)f0(−k2)−

√
ωΛUV,2

ωΛ,2
g(−k2)

}
− λ

8

∫
p,k1,k2,k3

g(−p)C2(k1,−k1, k3; p)
{
(r − r′)f0(−k3)−

√
ωΛUV,3

ωΛ,3
g(−k3)

}
− λ

4

∫
p,k

g(−p)C3(k; p)

{
(r + r′)f0(p)−

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
g(p)

}
−
∫
p

g(−p)C4(p)

{
(r − r′)f0(p)−

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
g(p)

}
− λ

4

∫
p,l,k2,k3

√
ωΛUV,p

ωΛ,p
g(−p)g(−ℓ)C2(p, k2; k3, ℓ)

×
{
(r2 − r′2)f0(−k2)f0(−k3)− (r + r′)

√
ωΛUV,3

ωΛ,3
f0(−k2)g(−k3)

− (r − r′)

√
ωΛUV,2

ωΛ,2
f0(−k3)g(−k2) +

√
ωΛUV,2ωΛUV,3

ωΛ,2ωΛ,3
g(−k2)g(−k3)

}

+
λ

12

∫
p,q,ℓ,k

√
ωΛUV,qωΛUV,p

ωΛ,qωΛ,p
g(−p)g(−ℓ)g(−q)C2(p, q; k, ℓ)

×
{
(r − r′)f0(−k)−

√
ωΛUV,k

ωΛ,k
g(−k)

}}]
. (5.3.28)

IR極限をとることで，C1, C2, C3, C4 の項は無視できる. 以上から，誤り訂正条件

ΛUV
⟨r′f0|D[g] |rf0⟩ΛUV

∼ ΛUV
⟨r′f0 | rf0⟩ΛUV

(5.3.29)

を得る．これは，摂動一次においても，コヒーレント状態の IRから UVへの繰り込み群
のフローによって符号化が実現していることを意味する．

5.4 繰り込み群と量子誤り訂正 結論と展望
本章では，自由スカラー場と ϕ4 理論の摂動一次について，繰り込み群の逆のフローに
より，コヒーレント演算子に対して耐性をもつような符号化が実現することを示した．つ
まり，4章で構築した連続テンソルネットワークは，摂動論の範囲で量子誤り訂正の性質
をもつと言える．
今後の課題は，より一般の状態に対して同様に繰り込み群のフローによって量子誤り訂
正符号を構成することである．また，非摂動論を扱うことで，我々が構築した連続テンソ
ルネットワークが非摂動論においても量子誤り訂正の性質をもつことを示したい．最近で
は，厳密繰り込み群の逆のフローとベイズ推定が対応するという議論 [68, 69]や，機械学
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習における拡散モデルとの対応の議論 [70]がされている. このような幅広い分野との関連
性，ないし普遍性に着目することで，量子誤り訂正と繰り込み群の関係のより一般的な理
解が得られると考えられる．
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第 6章

結論

6.1 まとめ
本論文では，AdS/CFT対応において境界理論からバルク重力をテンソルネットワーク
によって記述するための我々の研究について述べた．AdS/CFT対応の性質のうち，

• 笠-高柳公式 (ホログラフィックエンタングルメントエントロピー公式)

• 繰り込み群の構造
• 量子誤り訂正符号

に着目した．今まではそれぞれが部分的な理解にとどまるという問題と，扱われている系
の多くがトイモデルという問題があった．これらを統一的に理解し，トイモデルから脱却
してゲージ理論を扱うため，テンソルネットワークの枠組みを骨子とした．
まず，ゲージ理論をテンソルネットワークで直接扱うべく，3章で，一般のゲージ理論
に対してテンソルネットワーク表示を行う定式化である試行作用を用いる方法を提案し
た [8, 9]．さらにこのテンソルネットワーク表示を用いて，テンソル繰り込み群によって
3次元 SU(2)ゲージ理論を解析した．3次元以上の非可換ゲージ理論への TRGの適用は
本研究が初である．自由エネルギーの解析結果は，強結合展開と弱結合展開から得られる
結果と整合した．現在取りうるボンド次元において，中間領域で収束する結果は得られな
かった．この問題はアルゴリズムの改良による，より大きいボンド次元での計算や，試行
作用の関数形の最適化によって解決すると思われる．この研究は AdS/CFT 対応におい
て重要なゲージ理論を直接扱うという点において意義がある．将来的には，テンソル繰り
込み群によって数値的に創発する時空の記述へと至ることが期待される．波及効果として
は，有限密度 QCDへの応用が考えられる．現状では，スカラー場とフェルミオン場につ
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いて 4 次元系での解析が行われている．非可換ゲージ場の 3 次元での解析に成功したこ
とから，本研究有限密度 QCDの第一原理計算に向けた一歩となったと言える．
次に，4章では，厳密繰り込み群から連続テンソルネットワークを構築するという我々
の研究 [10]について述べた．一般の相互作用を持つ任意次元のスカラー場理論において，
波動汎関数のスケール依存性を表す ERG方程式を導いた．バルクの方向が繰り込み群の
スケールを表すことから，この方程式が，AdS/CFT対応を記述する連続テンソルネット
ワークを定義していると解釈される．今の場合は，境界理論としてスカラー場を考えてい
ることに相当する．さらに，この ERG方程式の整合性を ϕ4 理論の摂動一次の範囲で確
認した．
5 章では，繰り込み群と量子誤り訂正との関係についての我々の研究 [11] について述
べた．4章で導いた厳密繰り込み群方程式の ϕ4 理論における摂動一次の解を用いて，コ
ヒーレント状態を考えて繰り込み群の逆のフローにより，誤り訂正条件を導くことを示し
た．符号部分空間は UV スケールで定義されたコヒーレント状態を考え，エラー演算子
は IR スケールの近傍で定義されたコヒーレント演算子である．IR でのエラー演算子は
IRの状態においては訂正できない．繰り込み群で状態を UVにフローさせることにより，
IR でのエラー演算子が UV での符号部分空間について誤り訂正条件を満たす．これは，
摂動的スカラー場理論において繰り込み群の逆のフローにより，量子誤り訂正符号を構成
する例を示したものである．

6.2 展望
以上のように，ゲージ理論とテンソルネットワーク，繰り込み群，量子誤り訂正との関
係を議論した．展望としては，まずテンソル繰り込み群を高次元，高ランクのゲージ理論
に適用することが挙げられる．我々が提案した手法をより改良してより一般のゲージ理論
を扱うことで，より一般の境界理論を第一原理計算により解析し，数値的アプローチによ
り時空創発を記述できることが期待される．
さらには，厳密繰り込み群に基づく連続テンソルネットワークについて解の構造を議論
することで，エンタングルメント構造を調べることが必要である．笠-高柳公式の構造が
見出だせれば，我々のネットワークが AdS/CFT 対応を記述することが示せると考えら
れる．さらには，より直接的に時空の計量が議論できると期待される．解が得られれば異
なるスケール同士の状態の内積により，Fisher計量が計算できる．このような情報計量か
らバルク時空が AdS時空や，漸近的 AdS時空が導けると考えられる．
繰り込み群と誤り訂正との関係については，現状では本論文で扱ったのはコヒーレント
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状態であるため，AdS/CFT対応との関係が明快でない．そこで，CFT状態を議論した
いと考えている．さらにここで扱ったのは摂動論であるため，非摂動論への拡張も展望で
ある．拡張ができれば，厳密繰り込み群に基づく連続テンソルネットワークが量子誤り訂
正としての性質をもつことが示されたことになる．このネットワークが実際にバルク再構
成を記述することが示唆されると考えられる．さらに，5章の議論より，将来的には繰り
込み群の枠組みで量子誤り訂正理論の構築ができると考えられる．
これらの研究により，AdS/CFT対応の性質を備えた離散/連続テンソルネットワーク
により，将来的に境界のゲージ理論からバルクの幾何を記述することが展望である．連続
テンソルネットワークは連続幾何を直接扱える．一方，離散ネットワークでは数値計算に
よる第一原理計算が可能である．これらの利点を活かして離散 (数値計算)/連続 (解析)の
両輪でアプローチすることで，AdS/CFT対応のメカニズム解明に一歩踏み出すことが期
待できる．

71



72

付録 A

3次元 SU(2)ゲージ理論の初期テン
ソル構成方法

3 章で用いたテンソル繰り込み群における初期テンソル構成法の詳細を示す．3.4.3 節
で導入したように，それぞれボンド次元 K をもつ三つの A テンソル {A(0), A(1), A(2)}
と，三つの B テンソルがある．これら六つのテンソルから 6階初期テンソル T を厳密に
構成すると，メモリコストは O

(
(K2)6

) となる．この高コストを抑えるため，アイソメ
トリーを導入して初期テンソルのボンド次元を K2 から D に落とす．図 A.1に示すよう
に, Higher-order TRG [31] の適用によりアイソメトリーを計算してボンド間に挿入し，
x, y, z 方向をそれぞれ粗視化する．
まず，x方向にアイソメトリーを導入するため，実行列M ≡ A(0) ⊗ A(1) ⊗ B を高次
特異値分解 (higher-order singular value decomposition) する．M は “行” が図 A.2 に
示すように，A(0) と A(2) の右側の添字から構成され，“列” はその他の添字から構成さ
れる．
次に，Hermite行列MM† を計算し，

MM† = URΛR(UR)
† (A.1)

としてMM† の正準変換を行う．ここで ΛR は，対角要素がMM† の固有値である対角
行列である．同様にして図 A.1 の左側の添字を “行” として扱う行列から，UL を得る．
UR と UL の切断誤差 ϵR と ϵL は以下のように評価できる：

ϵR(L) =
∑
i>D

(ΛR(L))ii . (A.2)

UR と UL の間で切断誤差が小さい方を Ux として採用する．y 方向および z 方向の Uy
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図 A.1 x, y, z 方向に対するアイソメトリー Ux, Uy, Uz．

および Uz も同様にして計算できる．y 方向についてはM = A(0) ⊗A(1) ⊗B を用い，z
方向についてはM = A(1) ⊗ A(2) ⊗ B を用いて各方向のアイソメトリーが得られる．最
後に，図 A.1 に示すように，A(0)，A(1)，A(2)，B，B，B，Ux，Uy，Uz を縮約するこ
とで，ボンド次元が D の 6階初期テンソル T を得る．テンソル繰り込み群の打ち切りボ
ンド次元は，初期テンソルの打ち切りボンド次元と同じ値 D を用いる．
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図 A.2 x 方向に対する粗視化．A(0) と A(2) の添字 (x1, x2) を行列M の行として
扱い，残りの添字は列として扱う．赤い線で表した縮約を行い，MM† を計算する．
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付録 B

δm2のフロー方程式

δm2 のフロー方程式を，Polchinski方程式 (4.3.7)から摂動一次の範囲で導く．CΛ の
定義 (4.3.31)を用いると，Polchinski方程式 (4.3.7)は

−Λ
∂Sint

∂Λ
= −1

2

∫
p

K̇p⃗

2ωp⃗

(
δ2Sint

δϕ(p)δϕ(−p)
− δSint

δϕ(p)

δSint

δϕ(−p)

)
. (B.1)

と書ける．Sint は式 (4.4.5)より，

Sint =
δm2

2

∫
k

ϕ(k)ϕ(−k) + λ

4!

∫
ki

(2π)d+1δ(Σ4
i=1ki)

4∏
i=1

ϕ(ki) . (B.2)

と読み取れる．式 (B.2) を Polchinski 方程式 (B.1) に代入し，ϕ2 項に着目すると，式
(B.1)の左辺は

δṁ2

2

∫
k

ϕ(k)ϕ(−k) (B.3)

となり，右辺からは

− 1

2

∫
p

K̇p⃗

2ωp⃗

δ2

δϕ(p)δϕ(−p)

{
λ

4!

∫
ki

(2π)d+1δ(Σ4
i=1ki)

4∏
i=1

ϕ(ki)

}

= −λ
4

∫
k

K̇p⃗

2ωk⃗

ϕ(k)ϕ(−k) (B.4)

を得る．式 (B.1)の第二項からは，λよりも大きいオーダーの項が出るため，摂動一次で
は効かない. よって，式 (B.3), (B.4)より，λの一次までの δm2 のフロー方程式は

˙δm2

2
= − λ

4!

∫
p⃗

6K̇p⃗

2ωp⃗
(B.5)

と得られる．
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