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PropagationinCylindrical

WaveguideContaining

InhomogeneousDielectric

The wave equationsin the cylindrical
WaVeguide containlnginhomogeneous di＿

electric arel

l

△×△×Er－∇－∇・亡Er

－（γ2＋U2叫）Er＝0（1）

l

t∇×－∇×gr－∇∇・gr

－（γ2＋U2叫）翫＝0．（2）

TheseequatiollSareSOIvedhereintwocases‥

l）Rectangularwav甲uidewhereinthedi－
electric constant varleSlinearly across the

broad dimensions・2）circular wチVeguide
WhereinthedielectricconstantvarleSquad－

ratically with the distance from the tube

axis．The surface of the waveguideis as＿

Sumed tobeperfectlyconductive．

Ⅰ．RECTANGULARWAVEGUIDE

A．エ5月＿mOde2

Putting EX＝0，Ey＝COS（m7ry／2b）・X，

亡＝句（1－タ∬）in（1）：

一房＋（γ′－‘′畔＝0　（3）

Where　γi＝γ2＋W2eop－（m訂／2b），2‘′＝Pw2C。FL

＝（27r／入0）2（nl－n2）／a．nl，n2are the refrac－

tionindexesat x＝0，2a，reSpeCtively．The

SOlutionsof（3）canbewritteninterTSOf
Besselfunctionoforder喜，一書．Theelgen－

Values　γ′，Which are determined by the

boundaryconditionatx＝0，2a，Ey＝0，are

calculated from

ん3（r3／2）〝＿1／3（r3／2）＝ん3（が／2）〝＿1／3（り3／2）

if　γ′－2亡′α＞0（4）

＝－Jl／3（（一扇3／2）／Ll川

（一雨3佃

if　ノー2亡′α＜0（4′）
where

r＝（2／3亡′）2／3γ′，り＝（2／3亡′）2／3（γ′－2亡′α）．

Theeigenvaluesγ′，eValuatedbytheuseof

asymptotic expansions of the Airy func－
tlOnS，are3

γ”′≒（晰／2α）2＋亡′αif　亡′α≪1　　　（5）

2γれ′3／2／3モ′≒（循－1／4）訂if‘′α＞7∴（5′）

月．エ∫几れ〝10de

Thismodecan beobtained by the sinl－
ilar method as that of LSE－mOde．

II．CIRCULARlVAVEGUIDE

In this case，the normal modes arein

gelleralcombinationsofTEandTMmodes
andareverycomplicated．Herecalculations

aremadeforcircularly symmetricalmodes

（TEon and TMonmodes）．
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PuttingE，＝0，＜＝eo（1－qr2）in（1），the

equationforE¢becomes

慧＋⊥些

＋（γ′′一七′′r2言）勾＝0（6）

where

γ′′＝γ2＋U2叫，

亡′′＝匹2叫＝2（2打／入0）2（花。一花3）／月2．

no，n3aretherefractionindexesatr＝0，

R，reSpeCtively・Equation（6）canbeputin
Whittaker’s standard form of confluent

hypergeometric equation by the followlng
transformation：4

g＝ノ‘′′r2，y＝均／γ，〟＝γ′′／4JP

and weobtain

芸＋（
1　　〟

を＋完 ）
y＝0．（7）

Thesolutionsof（6）aregivenin terms of
the Whittaker functions：

均＝（1／‘′′1／4′）肌．1／2（ノわ2）　（8）

and the elgenValues　γ〝，Which satisfy

M．．1／2（V‘′′R2）＝0，areCalculatedfrom

VP元2≒（ノ‘′′／γ詔ガ1，托2（1＋（‘′′／毎′′2坑外2），

if v′ね2≪1（9）

Wherejl，nisthenthzeroofJl（X），

（JP如）－2‘れexp付ね2）

≒－r（1一心／r（1＋〟ル），if、府R2＞4玖（9′）

WhenV亡′′R2islarge，γ′′approaches toan

integerandiswrittenasγn′′＝n＋△．Then

4A・Erdelyi・HigheY TYanSCendenLal Fmclions．
VOl・1．NewYork：McGraw－Hill．1953．

COMESPOND【NC【

（9′）becomes

（＞ね2）－2れexp（ノ‘′′属2）≒
（－1）ルー1

循！（ルー1）！△

形＝1，2，‥・（9′′）

and（1／Z）1・2MK，1／2（Z）approaches zl／2　exp
（一方／2）上れ11（Z）．

か．r〟肋椚Ode．

ThewaveequationforHofollowsfrom

芸＋‡筈三雲（警用）

＋（γ′′－‘′′r2言）ガ。＝0・（10）

Thisequationissolvedbytheperturbation

methodand thefirstapproximationofthe
solutionis

〃¢≒（1／‘′′1／4′）仇，1／2（イモ′′r2）．（11）

TheelgenValuesγ〝，Whichsatisfy

（招Z）吼1／2（2）＝Oatz＝示7穣2，
are calculated from

V旅2≒（ノ∈′′／γ几′′坑講if痢2≪1（12）

（Jf′′丘2ト加exp（ノ‘′′属2）≒
（－1）n

循！（ルー1）！△

if Je′′R2＞4玖（12′）

Fromtheresultsoftheprecedingcalcula－

tions・WeCqnCludethat，1）ifthedegreeof

inhomogeりeltyislow（∈′a≪1，JPR2≪1），the

COnfiguratlOnSOftheprecedingmodesdonot

differ much from those of homogeneous

WaVeguides，2）ifthe密reeofinhomogene－
ityishigh（亡′a＞γn，，V‘′′R2＞4n），thesesolu－

tionsturnintothesurfacewaves，and the

fieldconcentratesinthereglOnhavinglarger

dielectricconstantanddecaysexponentially

awayfromthisreglOn，aSShowninFig．1．

717

Fig・1・FielddistributionofTEolmOde．

Thesesurfacewavemodesmaypropagate

Withverylowattenuationregardlessofthe
Wall condition．

InthecasewhentheinhomogeneltyOf

thedielectriciscausedbythetemperature

Stratificationoftheairinthewaveguides，
the refractionindex varies with the tem＿

PeratureチSnl－n2＝0・93×10‾8（れ－Tl），and

thetrapplngCOnditionsforthelowestmodes，

i・e・，亡′a＞Yl′，V／PR2＞4，Can be rewritten

’withthetemperatureasa／入。＞102／V百二頁

for rectangular waveguide，R／入。＞5
forrectangularwaveguide，

属／入0＞5×102／Jr3－r。

×102／V需＝吊forcircularwaveguide．
With thesesimplified models，We may

examine theinduence of the temperature
Stratificationoftheairintheoversizewave＿

guidesfortransmissionofsubmillimeterand

ShorterwavelengthreglOn・5
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