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Abstract

It is well known that the Continuum Hypothesis is independent from the axioms of set theory

by the results of Kurt Gödel and Paul Cohen. However, there are some set theorists who do not

consider that this independency of the hypothesis is the ultimate answer of the continuum problem

and who think the validity of the hypothesis should be determined. Recently, several ideas have

been proposed to decide the hypothesis. In this paper, we introduce two ideas to determine the

truth of the Continuum Hypothesis, which are related to the concept of forcing absoluteness. One

is the concepet of forcing axioms, and the other is Ω-logic.

1. 序論

公理的集合論とは，第一階述語論理に基づくツェル
メロ–フレンケルの集合論 ZF，もしくはそれに選択公

理を付け加えた ZFC という公理系のもとで，どういう
命題が形式的証明により推論されるかを調べる研究を

いう。公理的集合論は，カントールが生み出した（素
朴）集合論の公理化により誕生した公理系で，解析学，

代数学，幾何学など，あらゆる数学の分野が ZFC とい
う公理系の中で展開できることから，ZFC は数学の公

理系と考えることができる。つまり，ZFC のモデルは
数学のモデル，もしくは数学世界そのものと考えるこ

とができる。
ゲーデルの不完全性定理から，ZFC で形式的証明も

形式的反証も持たない（つまり，独立である）命題が存
在することが分かる。ZFC が無矛盾であると仮定し，

命題 ϕ を ZFC から独立な命題だとすると，ゲーデル
の完全性定理より，ZFC + ϕ のモデルも，ZFC + ¬ϕ
のモデルも存在する。よって，これから（理論の異な
る，つまり真とされる命題の集合が異なる）複数の数

学モデルが存在することが分かる。ZFC から独立な命
題が数学的には意義の深くない，興味の薄いものに限

∗静岡大学

定されるならば，理論の異なるモデルの存在は大きな
問題にはならないが，事実はそうではない。

特に重要な ZFC から独立な命題として，その真偽を
決定することがヒルベルトの第一問題に挙げられた，無

限集合に関する最も基本的な命題である連続体仮説（the

Continuum Hypothesis）2ℵ0 = ℵ1 がある1。ZFC の

モデルは，強制法という手法を用いて，全く別のモデ
ルを構成することが出来る2。しかも，（論理的な辻褄

が合いなおかつ技術的問題がクリアされていればの話
だが）割と自由に拡大モデルを構成することができる。

例えば，強制法を用いて，どんな ZFC のモデルからで
も，連続体仮説を満たす拡大モデル，および満たさな

い拡大モデルを構成することができる。その他にも数
多くの当時の未解決問題が，実は ZFC から証明も反

証もされないことが示され続けている。これらの事実
は，（ZFC が無矛盾であれば）様々な興味深い数学モ

デルが存在することを意味する。
ZFC と同様に，ゲーデルの不完全性定理と完全性定

1元々の連続体仮説の定義と，ここでの定義は多少違う
が，この論説ではこの定義を採用する。

2強制法を適用するための細部は，ここだけでなく，この
論説を通してあらゆる箇所で無視して述べている。（例
えば，何の仮定も無く，あたかも ZFC のモデルが存在
するかのように言っている。）なお，強制法に関しては，
[14, Ch.14], [15], [17, Ch.VII], [47, §4.2] などを参照。
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理から，自然数の公理系であるペアノ算術にも（理論
の異なる）複数のモデルが存在する。しかしペアノ算

術が ZFC と違うところは，ペアノ算術には唯一の正
しいモデルとしての標準的なモデルが存在することで

ある。ペアノ算術の標準モデルに相当するモデルとし
て，ゲーデルの構成可能集合を考えることができるの

かもしれないが，これを本当の数学の世界と考えると
いう意味で，このモデルを ZFC の標準モデルと考え

ることは難しい。そもそも唯一の正しいモデルなど存
在しない，と考えるのが公理的集合論での標準的な見

方であろう。しかし，唯一の正しいモデルが存在しな
いとしても，集合論の様々なモデル全てが同等な訳で

はない，と考える集合論研究者も少なからずいる。
また，ZFC とはあくまで数学世界を見るための切り

口の一つであって，これが唯一の数学の定式化ではな
いと言うこともできる。例えば，数直線は実在すると

考える数学者にとっては，数直線のサイズ（濃度）は
ある値に確定していると考えるのは自然な発想であり，

それならば連続体仮説の真偽は決定されるべきである。
もしそうであれば，ZFC は単に数学世界を定式化する

方法として弱いというだけのことであろう。（しかしこ
の場合も，連続体仮説を考えるためには ZFC とは異な

る何らかの数学の定式化は必要になるが。）
巨大基数公理などを仮定して連続体仮説などの無矛

盾命題の正否を決定するというゲーデルのプログラム
から分かるように，ゲーデルも，連続体仮説が ZFC か

ら独立であることが連続体仮説の完全解決であるとは
考えていなかったようである3。では，実際，連続体仮

説の真偽はどう決定されるべきであろうか。近年，公
理的集合論の発展とともに，連続体仮説などの集合論

の命題の真偽を考えるためのいくつかのアイデアが生
まれてきた。この論説では，強制法的絶対性4（forcing

absoluteness）という概念を通して，集合論の命題の真
偽を考える二つのアイデア，強制公理（forcing axioms）

と Ω-論理（Ω-logic）を紹介する。

2. 強制公理

ある命題が ZFC（もしくは ZFC にある巨大基数公
理を付け加えた公理系）から形式的証明を持たないこ

3 [12]。[3, 8, 29, 48] も参照。
4ここでは，forcing absoluteness を強制法的絶対性，
forcing axioms を強制公理と訳したが，これらは一般
的な訳語ではなく，この場での訳語である。

とを示すための手法には，内部モデルと強制法の二通
りがある。このうち強制法は，組合せ論的な作業で新

しい無矛盾結果を出すことができること，強制法の理
論自身が様々な方向に発展したこと，利用しやすくな

おかつ理論としての発達が非常に早かったことなどが
あり，公理的集合論の研究において必要不可欠な道具

となった。
強制法とは，与えられた ZFC のモデル M に対し，

その中で定義される半順序 P を考え，ジェネリック
（generic）と呼ばれる P の極限 G を M の外側から一

つとってきて M に付け加え，M の拡大モデル M [G]

を構成する手法である。半順序 P は G の局所的な情

報たちに順序がつけられた構造である。例えば，コー
エンの強制法は新しい自然数の可算無限列を付け加え

る強制法であるが，その半順序は有限の自然数の列（G
の始切片となり得るもの全て）から成り，順序はそれ

らの拡張により定まる。
強制法の特徴は次の二つである。一つは M の拡大

モデルM [G] の元ひとつひとつを指し示す P-name と
いう考え方であり，もう一つは，対角線論法に相当する

ジェネリックという考え方である。このうち，P-name

を理解するには，数理論理学および公理的集合論の知

識と理解をより強く必要とする。強制公理，特にマー
ティンの公理（Martin’s Axiom），が割と多くの集合

論研究者以外の数学者に取り扱われていることの理由
は，それらが P-name を扱う必要がなく，ジェネッリ

クと呼ばれる数学者なら誰でも良く知る対角線論法に
関する公理であり5，しかも，様々な興味深い命題を導

き，応用範囲が広いことにあろう。
さて，命題 ϕが半順序 Pに関して強制法的絶対とは，

ZFC のモデル M と P による強制拡大モデル M [G]

との間で ϕ の真理値が変化しないときをいう6。例え

ば，ZFC（の一つのモデルの中）では，自然数の集合は
ただ一つに決定されている（つまり，絶対である）こと

から，自然数上の命題は ∆0-式であり，よって全ての
半順序に関して強制法的絶対である。また，Σ1

2-式は，

ω × ω1 上の木の射影による表現を持つ7ので，全ての

5特に，Proper Forcing Axiom などの他の強制公理と
異なり，マーティンの公理は単純な組合せ論のみで完
全に記述され，なおかつ数学者なら良く知るベールの
カテゴリー定理のある種の一般化として特徴付けられ
るため，受け入れられやすいのだと思う。

6例えば，[1, 4] を参照。
7シェーンフィールドの定理 [14, Theorem 25.18.],
[16, 13.14 Theorem]。
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半順序に関して強制法的絶対である8。
集合 x に対して，∪0x := x，∪n+1x := ∪ (∪nx)，

と帰納的に定義し，trcl(x) :=
⋃

n∈N
∪nx と定義する。

基数 κ に対して，H(κ) をサイズ κ 未満の集合の族と

する。例えば，自然数全体の集合 N は H(ℵ0) の部分
集合である。基数 κ と λ に対して，もし κ < λ であ

れば H(κ) ⊆ H(λ) であり（CN を基数全体のクラス
とすると），

⋃
κ∈CN

H(κ) は ZFC 全体（ユニバース）

となる。さらに（ZFC のもとで），正則な不可算基数
κ に対して，H(κ) は ZFC − Power set axiom のモデ

ルとなっている9。H(ℵ0),H(ℵ1),H(ℵ2), . . . は ZFC

のユニバースに一つの階層構造を与える。

構造 〈H(ℵ0),∈, 0,+, ·〉 は，自然数全体の構造と見
ることができ，この構造上の全ての命題は全ての半順

序に関して強制法的絶対である。構造 〈H(ℵ1),∈,N〉
は定義可能な実数の集合に関する構造で，二階算術と

も呼ばれる。どんな射影的命題もこの構造上で表現さ
れ10，公理的集合論でさかんに行われていた射影集合

の決定性の研究はこの構造に関する研究と考えること
ができる11。ある巨大基数公理（ウディン基数12が非

有界に存在する）のもとで，全ての 〈H(ℵ1),∈,N〉 上の
命題はどんな半順序に関しても強制法的絶対である13。

NSω1 を ω1 上の非定常イデアル（the nonstationary

ideal）として，構造 〈H(ℵ2),∈, NSω1〉 を考える。連
続体仮説はこの構造で Σ2-文として表現することがで
きる14。その他多くの ω1 上の組合せ的命題をこの構

造で表現することができ，この構造の研究は非常に重
要である15。

H(ℵ2)は，上記二つのような，全ての命題に対する強
制法的絶対性を持たない。なぜなら，例えば，いかなる

ZFCのモデルからも，連続体仮説を満たす，もしくは満
たさない拡大モデルをそれぞれ構成できるからである。

しかし，ウディンは連続体仮説にまつわる次の二つの異
なる強制法的絶対性の定理を導いている。(1)（ある巨大

基数公理の仮定のもとで）任意の Σ2
1-命題 ϕ に対して，

8 [14, Theorem 25.20.], [16, 13.15 Theorem] などを参
照。

9例えば，[17, Ch.VII §6] を参照。
10例えば，[14, Lemma 25.25.]を参照。
11例えば，[16, 23, 24, 27, 34, 48] を参照。
12 [19, §1.5], [31], [48, 定義 4.4] などを参照。
13例えば，[19, §3.1]を参照。
14例えば，∃f ∀r ((f : ω1 → R)∧(r ∈ R → ∃α ∈ ω1 (r =

f(α)))。ちなみに，ω1 と R はこの構造の中で ∆0-式
で表現可能である。

15 [18, 21, 28, 35, 45] などには，それらの例がある。

もしある半順序の強制拡大で 2ℵ0 = ℵ1 かつ ϕ が成り
立てば，ϕが（既に）成り立っている16。(2)（ある巨大基

数公理の仮定のもとで）次は無矛盾である：2ℵ0 = ℵ2 か
つ任意の 〈H(ℵ2),∈, NSω1〉上の Π2-命題 ϕに対して，

もしある半順序の強制拡大で 〈H(ℵ2),∈, NSω1〉 |= ϕ

が成り立てば，〈H(ℵ2),∈, NSω1〉 |= ϕ が（既に）成

り立っている17。
ある命題が ZFC から無矛盾であることを示すため

に，集合論研究者は様々な強制拡大を取ることにより，
命題の真偽を変化させる。様々な種類の強制拡大を取っ

ても真偽を変化させられない命題，つまり強制法的絶
対な命題は，公理的集合論の妥当な普遍的な公理にな

りうると考えられよう。そして，より多くの強制法的
絶対な命題を満たす ZFC のモデルは（標準的である

とは言えなくても）より理想的な公理的集合論のモデ
ルであると言えよう。そして，公理的集合論の誕生と

発展の起源は，連続体仮説である。連続体仮説の真偽
は強制法的絶対に関する文脈の中で決定できないだろ

うか，また，決定できるのなら，どのように決定され
るのか。

半順序のクラス Γに対して，FAω1(Γ)を，Γに属する
半順序 P と ω1 個の P の稠密部分集合 {Dα;α ∈ ω1}
に対して，全ての Dα と交わる P のフィルターが
存在する18，という公理とし，BFAω1(Γ) を，Γ に属

する半順序 P と ω1 個の P の極大反鎖（maximal

antichain）{Aα;α ∈ ω1} に対して，もしどの Aα の

サイズも ℵ1 以下であれば，全ての Aα と交わる P

のフィルターが存在する，という公理とする19。この

FAω1(Γ) と BFAω1(Γ) たちのことを強制公理と呼ぶ。
例えば，Γ が ccc という条件を満たす全ての半順序

のクラスのとき，FAω1(Γ) は（ω1 個の稠密集合に制
限した）マーティンの公理 MAω1

20であり，（ccc とい

う性質より）これは BFAω1(Γ) と同値である。Γ が
proper という条件を満たす全ての半順序のクラスの

とき，FAω1(Γ) を Proper Forcing Axiom21と呼び，
BFAω1(Γ) を Bounded Proper Forcing Axiom22と呼

16 [11], [19, §3.2] を参照。
17 [20, 35] を参照。
18これは，P から構成されるある位相空間において，ω1

個の稠密開部分集合の共通部分が空でない，というこ
とに相当する。[17, Ch.VII §7] 参照。

19例えば，[1, Ch.2], [46] を参照。
20マーティン–ソロベイ [22]による。
21バウムガルトナー [6] による。
22ゴールドスタン–シェラ [13]による。
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ぶ。マーティンの公理は ZFC と無矛盾であり，その
他の強制公理は，ある巨大基数公理が無矛盾であれば，

無矛盾であることが知られている23。
強制公理は様々な強制法的絶対性を導くことが知ら

れている。例えば，MAω1 が成り立てば，「任意の Σ2-命
題 ϕに対して，H(ℵ1) |= ϕは cccを満たす半順序に関

して強制法的絶対」であり，Bounded Proper Forcing

Axiom は，「任意の Σ1-命題 ϕ に対して，H(ℵ2) |= ϕ

は proper という性質を持つ半順序に関して強制法的
絶対である」ことと同値である24。この観点から，バ

ガリアは [3]の中で，ZFC に追加する自然な公理の候
補の一つとして強制公理を挙げている。

強制公理が成り立てば，数直線のサイズ 2ℵ0 は ℵ1 よ
り真に大きい25。また，MAω1 は 2ℵ0 の値を決定しな

いこともよく知られていた26。しかし，他の強制公理，
例えば Proper Forcing Axiom や Bounded Proper

Forcing Axiom が 2ℵ0 の値を決定するかどうかは，重
要な未解決であった。これを打破したのはトドロシェ

ビッチである。トドロシェビッチは，Proper Forcing

Axiom から 2ℵ0 = ℵ2 が導かれることを証明した27。

その後，様々な研究者が他の強制公理（+可測基数の
存在）から 2ℵ0 = ℵ2 が導かれることを示した28。

3. Ω-論理

Ω-論理は，ウディンが提唱した公理的集合論上の新
しい論理である。大雑把に言えば Ω-論理の基本的な考

え方は，連続体仮説が決定不能なのは ZFC の公理が少
ないからではなく，背景にある論理（つまり，古典論

理である � や � など）が弱いからであり，論理を強く
することによって連続体仮説の真偽は決定される，と

いうものである29。著者の知る Ω-論理に関連する論文
は [5, 9, 35, 37–40, 42, 44]，ウディンによる講演のスラ

イドは [36, 41, 43] である。Ω-論理が提唱された当時
の記法と定義はここで紹介するものと若干異なる。こ

こで紹介する記法は [5]に基づいている。

23 [13], [14, Theorem 31.21.], [17, Ch.VIII §6] などを参
照。

24 [1, 2] などを参照。
25例えば，[17, Ch.II §2.2] を参照。
26 [30]による。[14, Ch.16], [17, Ch.VIII §6]なども参照。
27 [7, 3.16 Theorem], [14, Theorem 31.23]などを参照。
28例えば，[25, 26, 33] などが挙げられる。
29ただし，強い論理を考えることで連続体仮説かその否
定が直接証明できるようになる訳ではない。詳しくは，
[38]の前半部分を参照。

まず，Ω-論理の semantics |=Ω から定義する。ZFC

の言語の文の集まり T と命題 ϕに対して，T |=Ω ϕを，

任意の半順序 P と順序数 α に対して，もし Vα
P |= T

ならば，Vα
P |= ϕ となるときをいう30。定義より直ち

に分かることだが，T が ZFC を含みなおかつ T |= ϕ

ならば，T |=Ω ϕ となることから，|=Ω は通常の |= よ
り強い。しかも，ZFC |=Ω ϕ かつ ZFC �|= ϕ となる命
題 ϕ が存在する31ことから，|=Ω は通常の |= より真
に強いことが分かる。さらに，|=Ω は強制法的絶対で
ある。

|=Ω は，“どんな強制拡大の中でも成り立つ”ときに
その命題が成立する，ということだと考えられる。つ

まり，強制法的絶対な命題に関して §2 で掲げた理想
を体現している論理である。（通常の semantics であ

る）T |= ϕ とは，T を満たす全てのモデルが ϕ を満
たす，ということである。“T を満たすモデル” の種類

を減らせば対応する論理は強くなる（T で真とされる
命題が増える）。そういう観点からも，|=Ω は |= を自
然に強くした論理であると考えることができる。
次に Ω-論理の syntax �Ω を定義する。こちらの定

義は（飛躍的に発展している理論としての）記述集合
論と巨大基数公理の理論を駆使して定義されるため厄

介である。まず �Ω を定義するのに必要な概念のうち，
重要であると思われる二つの概念，普遍的ベール集合32

（universally Baire sets of reals）と普遍的ベール集合
A に対する A-closed モデル，を解説する。

実数の集合 A が普遍的なベールの性質を持つ，つま
り A が普遍的ベール集合であるとは，任意のコンパク

トハウスドルフ空間 X と連続関数 f : X → R に対
して，f−1[A] がベールの性質を持つときをいう。これ

は，普遍的可測集合（universally measurable sets of

reals）のベールの性質版であり，フェン–マギドア–ウ

ディンにより [10]で定義され，研究されている。例え
ば，ボレル集合および解析集合（analytic sets of reals）

は普遍的ベール集合であり，巨大基数公理を仮定する
と，より多くの実数の集合が普遍的ベール集合となる。

フェン–マギドア–ウディンは，普遍的ベール集合に，
あるクラス木の射影と強制法的絶対性に関する特徴付

30ここで，Vα
P はブール値モデルのことである。ブール

値モデルは強制拡大とほぼ同等であるが，理論的に，P

のジェネリックを取ることが一般にできないため，ブー
ル値モデルを考えている。[17, Ch.VII §7]などを参照。

31これは，[5, Theorem 1.12] を使って示される。
32これも一般的な訳語ではなく，この場での訳語である。
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けを与えている。よって，ボレル集合に対するボレル
コードのように，普遍的ベール集合 A にもクラス木に

よるコーディングがあり，ある半順序のジェネリック
G に関する強制拡大モデルの中で A を考えるときは，

A をコードするクラス木によるそのモデル内での射影
と解釈し，それを AG と書く。

普遍的ベール集合 A に対して，ZFC の推移的モデ
ル M が A-closed であるとは，任意の M に属する

半順序とその V-ジェネリック（V はユニバース） G

に対して，V[G] |= “M [G] ∩AG ∈M [G] ” が成り立

つ33ときをいう。A-closed なモデルとは，M に属す
る半順序に関する M の強制拡大モデル34の中で，A

をコードするクラス木による A の正しい解釈を扱うこ
とができるモデルであり，つまり “本当の” A を扱え

るモデルと考えられる。
ZFC の言語の文の集まり T と命題 ϕ に対して，

T �Ω ϕを，ある普遍的ベール集合 Aが存在して，Aは
ある巨大基数公理を満たし35，なおかつ全ての可算推移

A-closed ZFC-モデル M に対して M |= “T |=Ω ϕ ”

となるときをいう36。|=Ω 同様，T が ZFC を含みなお

かつ T � ϕ ならば，T �Ω ϕ となることから，�Ω は
通常の � より強い。しかも，ZFC �Ω ϕ かつ ZFC �� ϕ
となる命題 ϕ が存在する37ことから，�Ω は通常の �
より真に強いことが分かる。さらに，�Ω は強制法的

絶対である。
T �Ω ϕ の定義にある普遍的ベール集合は，通常の論

理での形式的証明に対応する。事実，この普遍的ベー
ル集合のことを ϕ の ΩT -証明（ΩT -proof）と呼ぶ。

例えば，ZFC � ϕ であれば，ϕ の ΩZFC-証明として
実数全体の集合 R が挙げられる。ΩT -証明は，通常の

syntax で対象となる証明というよりむしろ，T が ϕ

33正確には，�P “M [Ġ] ∩ AĠ ∈ M [Ġ] ” のこと。
34定義を正確に考えると，M の強制拡大モデルを取るの
に，M のジェネリックでなく，ユニバースのジェネリッ
クというより強いジェネリックの強制拡大モデルを取
る，ということである。ちなみに，A-closed モデルの
定義の V-ジェネリックをM -ジェネリックに変更した
ものを strongly A-closed モデルという。

35正確には，L(A, R)が AD+ を満たし，なおかつ L(A, R)
に属する全ての実数の集合は普遍的ベール集合である，
ということ。もしウディン基数が非有界に存在すれば，
任意の普遍的ベール集合 A はこの性質を持つことか
ら，この仮定は無視できる。

36もし可算推移 A-closed ZFC-モデルが存在しなければ
この定義は無意味であるが，ある巨大基数公理（AD+）
を仮定すると，そのようなモデルが存在する。

37これも，[5, Corollary 3.5] を使って示される。

を推論する “証拠（evidence）” という印象を受ける。
通常の syntax と同様で，T �Ω ϕ かつ T �Ω ψ なら

ば T �Ω ϕ ∧ ψ となり，T �Ω ϕ かつ T �Ω ϕ → ψ

ならば T �Ω ψ となる，などの通常の推論規則が成り

立っている。また，ΩT -証明にはワッジ次数（Wadge

degrees）という，通常の証明の長さに対応する概念が

与えられている。
（通常の syntax である）T � ϕとは，T から ϕ へ

の形式的証明が存在する，ということである。“形式的
証明” の種類を増やせば対応する論理は強くなる（T

から証明できる命題が増える）。そういう観点からも，
�Ω は � を “自然に” 強くした論理であると考えるこ

とができる。
Ω-論理は健全性を持つ。つまり，T �Ω ϕ ならば

T |=Ω ϕ が成り立つ。しかし，Ω-論理の完全性が成り
立つかどうかは定かではない。ある巨大基数公理（ウ

ディン基数が非有界に存在する）の仮定のもとで，任
意の命題 ϕ に対して，∅ |=Ω ϕ ならば ∅ �Ω ϕ が成り

立つことを，Ω-予想（Ω-conjecute）という38。Ω-予想
は強制法的絶対であるため，この予想の無矛盾性を示

すためには強い巨大基数公理（ウディン基数が非有界
に存在する）を満たす内部モデルを構成する必要があ

る39。つまり，強制法により ZFC から独立であるとい
う意味で連続体仮説が可解でないことと全く別の意味

で，Ω-予想は可解でない40。ウディンは，Ω-予想が成
り立ちなおかつ 〈H(ℵ2),∈〉 の理論が |=Ω の意味で有

限公理化可能であれば，連続体仮説が否定されること

38 ∅ |=Ω ϕ は，定義を正確に見ると，ϕ に比べ α が小さい
時を考えることにより意味をなさなくなってしまうた
め，この定義は奇妙に思える。（“十分大きい α に対し
て” という定義にしてしまえば，問題ないように思われ
るが。）実際，Ω-予想が提唱された当時は，ZFC |=Ω ϕ
ならば ZFC 	Ω ϕ が成り立つこととして，Ω-予想が定
義されている。（ちなみに，[9, 36, 38, 40, 41, 44] では，
ZFC の方を採用しており，[5, 42, 43] の方では ∅ を採
用している。）[5, Lemma 3.6.] を見ると，∅ の方の定
義と ZFC の方の定義は同値になるようだが，ここでの
証明は ∅ の方の定義が成り立つならば ZFC の方の定
義が成り立つことしか述べられておらず，肝心の上記
の問題については触れられていない。また，[35]では，
これは予想ではなく，定理 [35, Theorem 10.159]とし
て紹介されている。

39強い巨大基数公理を満たす内部モデルの構成は理論的
に非常に困難なようである。[5]の最後の文章でアナウ
ンスされているように，ウディンはこの内部モデルを
構成したようであるが，まだ正式な出版には至ってい
ない。

40例えば，[42, §6] を参照。
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を主張している41。
古典論理のもとでの ZFC では様々な数学的命題の

真偽を決定できない。特に，最も知りたかった連続体
仮説の真偽すら決まらない。では，論理を強くするこ

とによって連続体仮説の真偽を決定できないか。しか
し，単に恣意的に古典論理を強くして，その論理の中

で連続体仮説を決定しても，それはやはり知りたいこ
ととは違うだろう。古典論理を “自然に” 強くした論

理を “発見” して，その中で連続体仮説の真偽を見る
ことはできないだろうか。（もちろんこれは，もしそん

なものがあるのだとしたら，の話ではあるが。）ウディ
ンの Ω-logic は古典論理を “自然に” 強くした ZFC で

の論理ではないだろうか？

4. 結論

連続体仮説が ZFC から独立であることが示された後
も，公理的集合論では連続体仮説に関する研究が強力

に推し進められてきた。ウディンは [38, Concluding

Remarks]の中で Ω-論理に関する結果について，次の

ように述べている：

Perhaps I am not completely confident

the “solution” I have sketched is the solu-

tion, but it is for me convincing evidence

that there is a solution. Thus, I now be-

lieve the Continuum Hypothesis is solvable,

which is a fundamental change in my view

of set theory.（私は，ここでスケッチした（連
続体仮説の）解決が本当の解決であることの

完全な自信があるわけではない。しかし，そ
れは私にとっては（連続体仮説の）解決があ

ると確信させる根拠である。よって，私は連
続体仮説は解決でき，それは私の集合論の見

識を根本的に変えると信じている。）

全ての集合論研究者がこの見方に賛成する訳ではない

かも知れないし，必ずしもここで述べられた意味での
連続体仮説の解決を目指して公理的集合論の研究が進

められてきた訳でもない。古典論理や ZFC という公
理系は十分に強く十分に自然なものであるし，そして，

たとえ連続体（数直線）の絶対的なサイズを決定でき
ないとしても，公理的集合論の研究は大変に興味深く，

41例えば，[9, §7], [38, The Ω conjecture] を参照。

価値のあるものであろう。しかしこの論説で見たよう
に，最近の連続体仮説に関する研究は，連続体の絶対

的なサイズを問うことは無意味ではなく，我々の論理
に関する考え方や集合観の中にはまだ議論すべき重要

な話題が残されており，それが連続体の絶対的なサイ
ズを決定できないことの理由であるという，より野心

的な考え方があり得ること示している。42
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1–12, Lecture Notes in Pure and Appl. Math., 203,

Dekker, New York, 1999.

[2] J. Bagaria. Bounded forcing axioms as princi-

ples of generic absoluteness. Arch. Math. Logic 39

(2000), no.6, 393–401.

[3] J. Bagaria. Natural axioms on set theory and the

continuum problem. CRM Preprints 2004, no.591,

Centre de Recerca, MateMàtica, 2004.
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