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研究成果

　本件は主に以下の点を解明するために計画された研究であった。

　　1．非線形弾性体の変形問題などに対する勾配流の構成

　　2．勾配流の方程式の解の分岐現象

　　3．弾性体の変形問題および極小局面の問題に対応する双曲型方程式

　　4．離散的勾配流の方法のシュレディンガー方程式への応用

　　5．離散的勾配流の方法と爆発解との関係。

　本研究の第1年目は4年にに一度開催される世界非線形解析学者会議（World　Congress　of

Nonlinear　Analysts）の開催年であったので研究代表者菊地の他、分担者の太田もこの研究

集会に参加し最先端の情報を収集した。第2年目は国際研究集会Czechoslovak　lnternational

Gonference　on　Differential　Equations　and　Their　Applicationsの開催年であったので研究代

表者菊地が参加し成果発表及び情報収集を行った。これらのほかにも研究代表者菊地及び各

分担者が国内外の研究集会に参加し研究に必要な情報を収集した。その結果以下のような研

究成果を得ることができた。

　研究期間中に特に目覚ましい進展があったのは上の目的の内の1と3である。1に関する
成果としてはまず準凸な汎函数がある種の下からの評価式を満たせば勾配流が構成できるこ

とがわかった。この評価式は近似解の空間変数に関する2階微分の一様評価を得るために必

要なものであるが、さらにこの評価がなくても勾配流が構成できる場合があることがわかっ

た。ただこの結果では方程式の形に多くの制限が残されておりさらなる改良が望まれるとこ

ろである。3に関する成果としては極小曲面の問題に対応する双曲型方程式に対して対応す

るディリクレ境界条件が従来の弱定式化（トレースが0）よりもさらに弱くしないといけな

いことがわかった。当該研究の主眼は離散的勾配流の方法を発展方程式に応用する事である

が，離散的勾配流の方法はRotheの方法に直接変分法の手法を組み合わせた方法であるので
直接変分法の結果がそのまま発展方程式の研究に応用できるというメリットがある。上の結

果は面積汎函数に対する直接変分法の結果を双曲型方程式に応用することにより得られたも
，のであり、直接変分法の結果をそのまま発展方程式の研究に応用するという当該研究の特徴

を最も良くふまえたものである。このほか4に関しても若干の所見を得ることができた。2
と5に関しては今後の発展の可能性は見いだせたが今回の研究期間内には理論と呼べる形ま

ではまとめることができなかった。これらについては今後の研究に期待するところである。

　以上の結果の内，3に関する結果は既に印刷公表されているので、本報告書では1および

4に関する結果を報告する。



Global　existence　of　a　gradient　flow　fbr　a　quasiconvex　functional
　　　　　　　　　　　　　satisfying　some　coerciveness　condition

Koji　Kikuchi

Department　of　Applied　Mathematics，　Faculty　of　Engineering，　Shizuoka　University

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hamamatsu　432－8561，　Japan

1 Introduction

　　LetΩ⊂Rn　be　a　bounded　domain　with　Lipschitz　continuous　boundary　and　let　F＝
F（x，u，p）be　a　function　defined　onΩ×RN×RnN．　WVe　define　a　functional　fbr　u：Ω→RN

by
（1・1）　　　　J（u）－fSt　F（x，　u，　D2L）dx，

vv’here　Du　denotes　the　Jacobian　matrix　of　u．　Our　purpose　is　to　show　globa1　existence　of　a　weak

solution　to　the　equation　of　gradient　flow　for　J　which　is　possibly　not　convex　but　quasiconvex．

If　J　is　convex，　the　existence　follows　from　the　monotonicity　of　grad　J．　However　it　seems　that

there　are　a　few　works　on　evolution　equations　related　to　quasiconvex　functionals．　Similarly

to　other　nonlinear　problems　the　difiEiculty　lies　in　shoWing　the　convergence　of　nonlinear　terms．

In　this　article，　ass旺ning　some　coersiveness　condition，　we　overcome　this　diMcul七y．

　　The　equation　of　gradient　flow　for　J　is　given　byμ£十grad　J（u）＝0，　that　is，　　　．　　・

（1．2） 芸（ちe）一書∂9．｛嚥Dμ（x））｝晒，叫））一・，x∈∬

where　Du－（DaU’i）一（∂ ｾ））（thr・ugh・ut　this　paper　D　are　used　f・r　differentiati・ns

with　respect　to　only　x　variables）．　The　initial　and　the　boundary　conditions　are　imposed　as

f（）llOWS：

（1．3）　　　　　　　　　　　　　　　u（0，c）＝Uo（x），　　x∈Ω，

（1．4）　　　　　　　　　　　　　　　　ZL（t，　c）＝ω（x），　　x∈∂Ω．

ViVe　suppose　that　zLo　andωbelong　toレV1，2（Ω，　RN）and　that午μo＝午ω（午is　the　trace　operator

to∂Ω）．

　　We　say　that　a　function　u∈L°°（（0，00）；Wi，2（Ω））∩UT＞o　VV1，2（（0，T）×Ω）is　aωeαた30九τ乞oη

t・（1・2）一（1・4）if　u　satis丘es　s一畑（ちコc）－u・（ご）in　L2（Ω），　ty・L（孟）－7w　f・r　L’－a・e・ちand　f・r

　　This　research　was　partiaJly　supported　by　Grant－in－Aid　f（）r　Scienti丘c　Resear・ch（No．12640205），　Japan

Society　fbr　the　Promotion　of　Science　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
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、

any（P∈08◇（（0，00）×Ω）

（1．5） 記゜°煙，x）綱＋曇㌦（姻D・輌

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十Fui（x，u，　Du）gz（ちx）｝dxclt＝0．

If　u　is　a　weak　solution　to（1．2），　then　J（u（t））is　absolutely　continuous　and　it　holds　that

d．J（u（t））／clt・＝L（ut，叫L2（Ω）≦Ofbr　L1－a．e．　t．　This　means　u　defines　a　gradient　flow　for　J．

Our　purpose　is　to　construct　a　weak　solution　to（1．2）一（1．4）in　the　above　sense．

　　　Naturally　several　assumptions　should　be　added　on　the　function　F．　First　we　require　the

regUlarity　aS　fOllOWS：

（A1）F∈02（Ω×RN×RnN）．

The　quasiconvexity　is　well－known　as　a　necessary　and　suMcient　condition　for　the　sequential

weak　lower　semicontinuity　of．J（［8，9｜）：

（A2）Fis　q2Lαsiconvex　with　respect　to　p，　that　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　昂D）f．F（・・，y・，P・＋Dg（X））dx≧F（X・，y・，P・）

for　each　bounded　domain　D⊂R’
ψ∈レ碍，°°（D；RN）．

n，for　each（xo，Yo，po）∈Ω×RN×R’nN，　and　for　each

Growth　conditions　are　required　as　follows：

（A3）There　exist　positive　constantsμ，λ，

　　　　exponents　for　2）such　that

and　a　constant午with　1≦ty＜2＊（the　Sobolev

λlpl2≦F（cc，　u，P）≦μ（1＋lu1’y＋lpl2）

1凡1，IFxul≦μ（1十1・LLI’「－1十lpl）

1昂1，1凡pl≦μ（1十岡午／2十lpD

己1≦μ（1＋回7－2）
1凡pl≦μ（1十1’u1午／2－1）

1昂pl≦μ・

Note　that　these　estimates　are　somewhat　controlled　ones．　For　e文ample，　a　function　of　the

f・rm　F（L・’，u，P）一Σα票（x，μ）P㌶is　n・t　admitted・Functi・ns　having　the　f・rm　F（x，u，P）－

g（x，p）十ん（x，∋are　possibly　admitted．　Anyway　conditions　up　to　this　one　are　standard　ones．

In　this　article　we　should　further　require　the　following　coersiveness　condition：

／
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（A4）There　exists　a　positive　constant　m　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　ノ　

　　　　　　　　　　　　　　α妄1蕊偏（劔ρψ）D・ゲD輌≧m伽恥

　　　　丘）ranyψ，9∈vvd，2（Ω，　RN）．

　　　Remαrk　lf　a　quadratic　functi・n，　F（P）一Σα盤ρ多，　satis丘es　the　str・ng　Legendre－

Hadamard　condition

　　　　　　　　　　　　　　Σα解ξαητξβηゴ≧〃1ξ121η12（〃＞0，ξ∈Rπ，η∈RN），

then　we　easily丘nd（A4）holds　With　m＝〃．　Thus，　if　F　has　the　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（x，u，P）＝Fo（P）＋G（c，u，P），

where　Fo　is　a　quadratic　fuIlction　which　satisfies　the　strong　Legendre－Hadamard　condition

and　where　G　satisfies　lGpPl≦c〃with　c＜1，　then　F　satisfies（A4）with　m＝（1－c）〃．

　　Enαmple．　Let　n＝N＝2．　The　function

　　　F（P）＝（ipl）2十（P5）2十（P…）2十（P3）2十2（1十ε）（Z）IP；－pSP…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋ε1＋（pl）4＋＠5）4＋閲4＋（pl）4＋11（PIP3一脚…）2

satis丘es（A1）一（A4）ifεis　sufHciently　small．　Indeed，（A1）is　clear，　it　is　ea8y　to丘nd　that　F

is　polyconvex，　what　implies（A2）（compare　to［2，　Section　4．11），　by　Schwarz’s　inequality　we

have　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　F（P）≧lpl2＋2（1＋ε）（plP；一齢1ε（1＋lpl2＋1ilρIP；一⑳

　　　　　　　　　　　　　≧（pl＋P；）2＋（P；　－pl）2＋1εlplp；　一　ipSp？1＋1ε（1＋rpl・）

　　　　　　　　　　　　　≧1ε（1＋lpl2），

which　shows　the　first　inequality　of（A3），　other　inequalities　in（A3）are　clear，　and　as　has

menti－edab・ve（A4）h・lds・H・wever，1etting　P（1）一 ＝CP（2）一（I　D，wehave

F（p（1））ニF（p（2））＝2十viiilεaiid　thしLS

　　　　　　　　　　　　　　l（F（i）（・））＋F（P（2）））＜F（幻（1）吉P（2））－2＋34＋2ε・

Hence　F　is　not　convex．

　　Our　maill　theorem　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3



Theorem　1．1　There　e．Tis　tsαweαk　sol’utio・n　to（1．2）一（1．4）．

　　　We　construct　approximate　solutions　to（1．2）一（1．4）by　the　method　of　discretization　in

time　and　minimizing　variational　functionals．　In　recent　several　years　this　approximating　way

is　widely　applied　to　constructing　weak　solutions　to　nonlinear　partia｝differential　equations

（［1，3，5，6］and　references　cited　therein）．　Thanks　to　this　method　and　our　assumptions，　in

particular　Condition（A4），　we　are　able　to　obtain　the　uniform　estimate　of　second　derivatives

with　respect　to　the　space　variables．　In　Section　2　we　prove　Theorem　1．1　accepting　this

estimate　and　in　Section　3　we　prove　it．

2 Construc七ing　a　gradien七fiow

　　　Let　h．　be　a　positive　number．　A　sequence｛・zLl｝in’［2V　1　，2（Ω，　RN）is　constructed　as　follows：

we　let　uo　be　as　in（1．3）and　for　I≧1we　define　ui　as　a　minimizer　of　the　functional

昨鉱lu－F／一’12cix＋」（v）
（Jisasin（1．1））

in　the　classω十レM｝’2（Ω，　RN）（that　is，　among　functions　in　VVi，2（Ω，　R」v）with　7v＝午ω）．

The　existence　of　a　minimizer　of　j『is　assured　by　the　quasiconvexity　of　F　and（A3）（see，

for　example，［2，　Chapter　4，　Theorem　2．9D．　Note　also　that（A3）assures　fl　is　Gateaux

differentiable．　Approximate　solutions　uん（ちx）and　Zlん（t，x）（（t，　c）∈（0，00）×Ω）are　de丘ned

as，　f・r（1－1）んく‡≦lh，

uん
iちx）一‡一（ ﾟ1）んψ）＋lltt！1；tzLi－・（x）

a，nd

Ih it，コc）＝’LLI（x）．

Then　the　following　facts　hold．

　　Lemma　2．1　We　have
　　1）｛1剛L・（（。，。。）。Ω）｝乞3肌吻吻b・unded・with　respect励

　　2）｛ll訓L・・（（。，。。W・，・（Ω））｝碗吻b㎜垣・2Lnded　w軌ires蝋励

　　3）｛1剛L・・（（。，。。）、レv・，・（Ω））｝is　u・niformly　b・7Lnd・d　with　respect　t・ん

　　4）ルr卿丁＞0，｛1剛W・，・（（。，T）。Ω））｝乞3　Wbmlψ・肌∂e∂砿んtres蝋t・九・

TIZen　the’re　eXist　a∫fcLLnCtio‘n　2t　s2LCh　tんαちPαSS吻τ0α鋤3eOμeηCe輌eCe33α巧，

　　5）吟πんc⑳eηe3鋤α3ん→O　weαkly　stα’r　itn　L°°（（0，・・）；1・V1，2（Si））

　　6）伽卿丁＞0，uんc・れ剛e3τ四α3九→O　weαkZ：y　in　VVi，2（（0，　T）×Ω））

　　7）uんcom戊e’rg　es　to　uα3九→Ostrongliy乞ηL2（（0，T）×Ω）

　　8）1んco’nverges　to　uα3ん→Ost・ro　’ng　Zy仇L2（（0，T）×Ω）

　　9）3－lim．zL（り＝UO仇L2（Ω）．
　　　　　　士＼0
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　　　Sketcん（）f　tんeμoo兄The　proof　of　this　lemma　can　be　fbund　in　formar　works（fbr　example

［1］or［10］）．　But，　taking　account　of　its　importance，　we　present　its　brief　sketch．

　　　Since　ul　is　a　minimizer　of万，　we　have　fi（叫≦万（・LLt＿1）＝」（zel＿1）．　Then　by　iteration　we

have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鳥lr－112－（叫≦J（Uo）・

Thereby，　noting　that，　for（1－1）んくt＜lh，μ『（t，x）＝（・LLI（x）－uz＿1（x））／ん，　we　have　the

energy　inequality
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　元゜°胸2繊」（＿ん）≦」（u・）・’

This　directly　implies　1）～4）and　hence　5）and　6）・Combining　with　Sobolev’s　imbedding
th…em，　w・have　7）・By　the　de丘niti・n・f　uんandπんwe　can・btain　11uん一b　izhliL・（（O，T）。Ω）→O

asん→0・Hence　8）follows　from　7）・By　de丘nition，　uん（0，勾＝uo（x）for　eachん，　and　thus　9）

is　obtained・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

　　　Lemma　2・19）means　that　u　satisfies（1・3）in　a　weak　sense．　Lemma　2，15）implies　that

usatisfies（1．4）in　a　weak　sense　sinceπん一ω∈L°°（（0，00）；レレ言，2（Ω））for　eachん．　Thus　the

problem　is　whether　u　satisfies（1．5）．　Since　ul　is　a　mini血zer　ofフ「，（v），clフう（陶十εg）／dε1ε＝o＝O

for　any（ρ∈碗，2（Ω），and　hence　we　have

（2・1）曇卿W（x）＋浄；（工醐）聯）＋輌ん・瑚x）｝dx－・

f・・anY．9∈碗，2（Ω）and　any‡∈Uに。（（e－1）ん，　eh）．

　　　Our　key　lemma　is　as　in　the　following．　The　proof　of　this　lemma　is　carried　out　in　the　next

section　and　in　this　section　we　prove　our　main　theorem，　Theorem　1．1，　accepting　this　Iemma．

Lemma　2．2　F（）rαηyΩ1⊂⊂Ωαnd∫for　a’ny　T＞0，

｛llDαDβπhll．2（（o，T）×Ω’）；α，β＝1，2，…　，n｝

is　U・niformty　bounded　with　respect　to　h．

　　　Lemma　2．2　is　just　a　result　for　the　second　derivatives　with　respect　to　only　x　variables，　and

hence　we　cannot　apply　Rellichラs　compactness　theorem　directly．　However　in　the　following

proof　the　strong　convergence　of互ん（Lemma　2．18））works　instead　of　the　regularity　of万九

with　respect　to亡（compare　to　the　proof　of　Rellich’s　theorem，　for　example，　Lemma　1．10f［12，

Section　1．1］）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　Proof　oゾTlzeorem　1．1．　It　is　sufHcient　to　show　that｛、Dofh｝collverges　strongly　to　Du　in

L2（（0，T）xΩ’）for　anyΩノ⊂⊂Ωand　for　any　7「＞0．
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　　　Letρσ＊be　the　standard　molli丘er　with　respect　to　c　variables　and　letΩ”be　a　domain

withΩノ⊂⊂Ω”⊂⊂Ω．　SupPoseσis　so　small　that　dist（∂Ω”，∂Ωノ）〉σ．　Then　easily　we　have

D（　　＿んρσ＊μ）（ちx）一（ρσ＊加ん）＠，x）f・r・each・x∈Ω’and　ea・h　t　with・ofん（ち・）∈W’，2（Ω）・

・αα仇1．D（ρσ＊lh）・・nverge　t・D（ρ。＊u）α3ん→O　str・η鈎仇L2（（0，T）×Ωノ）

　　　Proof．　By　the　Hausdorff－Young　inequality　we　have　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　HD（　　　＿んρσ＊u）－D（ρ。＊U）ll．・（（。，T）。Ω’）

　　　　　　　　　　　　一σ一・（息1ム（Dp・）（x－y）（鋤一蜘）dyl2dxdt）1／2

　　　　　　　　　　　　≦σ一・fR。1（Dρ・）＠－y脚1TLI鋤）－U（t，’y）12dydt）’／2

　　　　　　　　　　　　一σ一’　fR．1（Dρ）（Z）lclZ　ll　［ih　一　ze　11L・（（輌），　　　　‘

which　shows　Claim　l　by　Lemma　2．18）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　αα乞m2，ρ。＊Ddz　c・tn・verges　t・Dがα3σ→O　st・r・‘ngty　i・n　L2（（0，T）×Ω〃）α閲肌ゆ㎜Zy

witんrespect　to　h，

　　　Proof．　Let　vh　denote　Dπん．　Now

　　　　　　　　　　　　llρ。　九一vh　llL・（（・の・S）t）一（息1ρ・＊姫）－vh（t，X）輌）1／2

　　　　　　　　　－（∬1ム（。）ρ・（X　一一　y）　（Vん（ちy）－Vん（ちX））cly　12　dxdt）1／2

　　　　　　　　　≦σ（∬巳（x）ρ・（X－y）A’　IDvh　（t，　X＋θい））12ded・ydxclt）1／2・

Here　we　make　a　change　of　variables（の，y）ト→（z，ω）by

　　　　　　　　　　　　　’　　｛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z＝cc十θ（y－x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω＝x－y・

The　Jacobian　coincides　with（一一一　1）n　and（z，ω）∈Ω”×Bσ（0）．　Hence　we　have

Hρ・＊Uん一んllL・（（・，T）・St’）≦σ（孤（。）ρ・（ψLIDuん（ち・）働1／2≦σ1｜Dvh　llL・（（一），

the　left　hand　side　of　which　is　uniformly　bo皿ded　with　respect　to　h　by　Lemma　2．2．

　　　End（’f　tんe卿o∫o∫τんeowem　1．1．　Now　we　putψ＝ρσ＊Ih　and　uσ＝ρσ＊u．　We　write

　　　　　　　l｜Dπん一Du　llL・（（。，T）。Ω’）

　　　　≦llDπん』剤L・（（。，T）。Ω’）＋ll碑一Duσ　11L・（（。，T）。Ω’）＋ll　Duσ一DullL・（（・，T）。Ω’）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6



Asσ→0，　the　first　term　converges　to　zero　uniformly　with　respect　toんby　Claim　2，　and

clearly　the　third　term　also　converges　to　zero．　Hence　these　are　estimated　from　above　by　any

given　positive　numberεifσis　su田ciently　smalL　When　such　a　smallσis叙ed，　the　second

term　converges　to　zero　asん→Oby　Claim　1．　Then　we　have

limsup　llD花1L　D訓L・（（0，T）。Ω’）≦2ε．

　ん→0
♪

Sinceεis　arbitrary，　we　have　the　conclusion． Q．E．D．

3 Uniform　estimate　fbr　second　derivatives

　　　Readers　should　note　that　up　to　this　step　we　do　not　require　Condition（A4）．　It　is　required

for　the　proof　of　Lemma　2．2．

　　　Proof　of　Lemmα2．2．　The　proof　is　carried　out　by　the　use　of　difference　quctient’method

（compare　to　the　proof　of　Theorem　1．10f［4，　Chapter　II］）．　Fbr　the　sake　of　brevity　we　omit

the　dependence　of　t　in　each　functions　in　this　proo£　Let｛e1，．．．，en｝be　the　standard　basis

of　Rn　and　let～o　be　a　function　with　compact　support　inΩ．　Let　k　be　a　suf丘ciently　small

number　depending　on　the　support　of　g．　We　insertψ（x－ke、）in（2．1）instead　of　g（x），　make

the　change　of　variables　y＝x－kes　in　the　second　and　third　terms，　and　rewrite　y　as　c　again．

Therl　we　have

（3．1）
曇卿W（x－－kes）＋£拠e・，πん｝），Dπh（⌒））卿）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋瓦・（x＋ke。，πん（x＋ke。），Dlh（c＋ke、））∂（コc）｝dx－0．

Subtracting（2．1）from（3．1）and　dividing　it　by　k，　we　have

（3．2）

十

十

十

十

一A’｛嘉（輌聯一アke・）dx＋顯

顯ξ癌（…）（Ziiん）ゴ（　ん：）《蜘Dα綱ω

書顯㌦・e（…）Dβ（（πん）ゴ（　㍑）一（πh）ゴ（x））Dαgt（x）dx

N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　ハダ

嘉』（…）輌＋呂嘉’F・・Ul（…）　k

蟻暢…）Dβ（（zz］ん）ゴ（　㍑）（πん）ゴ（x））綱x｝dアー・，

f．Fx・，k（…）D・c，・t　（　：zr　）　cl：x

（一んttL）ゴ（x＋　ke・）一（πん）ゴ（x）ψ乞（x）dx
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where

　　　　（…）一（x＋Tke、，Tizん＠＋ke。）＋（1一ア）iih（x），TDIh（コc＋ke、）＋（1イ）Dlh（x））．

　　1」et　BR　be　a　ball　with　radius　R．　VVe　take．η∈08°（B2R）and　iil∈（7，°°（B3、R）such　that

B4R⊂⊂Ω，0≦η，・il≦1，η≡10n　BR，　and　li＞≡10n　B2R．　Now　we　insert　in（3．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（2’）一［zlん（cc＋丘緩）－°fh（x）η（x）・・．

By　the　use　of　Condition（A4）we　can　estimate　the　fourth　term　of（3．2）from　below．　Indeed

change　of　variables　in（A4）implies

　　　　　　　　　n　　　ハダ

　　　　　　　。妄1鳥㌦・16（X＋・7kes，ψ（C＋柳ψ（醜e・））

　　　　　　　　　　　　Dαgt（2’十τke，）Dβ9・　（X　＋　7ke・）clsc≧m　fSt　IDg（X　＋　Tke・）12dx

for　anyψ，9∈レ碍，2（Ω，　RN）with　dist（sptψ，∂Ω），　dist（spt（ρ，∂Ω）〉アk，　and　hence　apPlying

this　inequality　in　case　that

　　　　　　　　　　ψ（x）＝［7－Ofん（x一アke、＋kes）＋（1一ア）Ofh（v一τkes）］η（x一アkes）

and
　　　　　　　　　　　　ψ（x）一剛一7ke・＋㍑）醐　τke・）η（x－7ke、），

we　have

黒、嬢（…）Dβ（（zziん）フ（コc＋ig）一輌）醐（剛＋ん完）一（綱η融

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧mf．　ID（i］ih（x＋ke、　　　　　　　k）一πh（x）η（コc））12dx・

The　first　term　of（3．2）is　estimated　by　a　simple　calculus　and　we　have，　for　eachε＞0，

　　　　　　　　　　　1叡（鋤D（πんん烏＋んe：）－7zh（2　一一　Tkes）η（a　一一一　Tkes）2）dコcl

　　　　　　　≦ε一1拠）12輌＋εf．　ID（πh（x＋ke　　　　’）－iZん（c））η（x）12　clx・

Absolute　values　of　other　terms　in（3．2）are　bounded　from　above　by

（3・3）　・｛・（ε）＋εム。ID（πん（x＋んe毒画の）η（c））12dx｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8



where　O（ε）denotes　a　constant　depending　onεalld　O　denotes　a　constant　depending　on　L乙，

午，R，η，　and　the　unif・rm　b・und・f｛1剛L・・（（。，。．）、w・，・（Ω））｝（see　Lemma　2．12））．　F・r　example，

the　last　term　of．（3・2）is　estimated　as　follows：by（A3）and　Sobolev’s　imbedding　theorem

　　　　　l嘉書嬢・仰魎丘‡）一飾））剛＋lg）剛）η幽

＜

＜

＜

〈

μム（1＋ITilh　（x　＋　ke，）＋（1一卿）1・／・－i）1批＠＋丘完）－lh（x）OP　（x）1

×［IDl蜘＋㍑）一軸η倭））1＋suplDOP”i’：［，｛Eh（x十kes　　　　k）卿）1］dx

μム障）＋輌＋kes）＋（1一輌酬姉＋≒）一軸η倭）1

×［ID（πん（x＋ke、@　　　　　　k）醐ηb））r＋岬IDηll蜘＋ 撃〟j－lh（x）‖dx

μ｛　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ih（cc＋ke、?m（A（6）ゲ＋姻卿IDηDl　k）Llh（x）12

　　　　　　　1h（x＋・ke、）－zziん（x）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η（x））12］o比　　＋εID（
　　　　　　　　　　　　　　k

＋6［fB，．　17－iih（u＋kes）＋（1一榔）陶ぴ卿

×［ム1蜘＋ん完）－lh＠）η鋼］・／・’

×［　　　　　　πh（x＋ke、?iID（　k）一軸ηω）1＋岬IDηll蜘＋ig）一軸1卿｝

μ｛fB、R［（A（ε）26－一一i＋suplDη1）li’：t．1，｛！iih（x＋㍑）一⇒　　　’

　　　　　　　Ziiん（x＋ke、）一πん（c）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η（x））12］　dx　　＋ε｜D（
　　　　　　　　　　　　　　k

＋v’12　iv？　’　／2　6［ム．1（TDπh（x＋ke・）＋（1一ψπん（x）　12　dx］　（2’　－2）　／4

×［ムID巴k覧）－lh（x）OP　（x））12dx］1／2

×［ムID（Ofh（x＋kes）一・lh（x　　　　　　　k）η②）12dx

ゆplDη1㌦1蜘＋㍑）剛悟PβL

where／1（ε）denotes　a　constant　such　that　1十r一εr（2’　－2）／（7－2）≦A（ε）for　each　r＞Oandハ4

denotes　a　bound　of　Sobolev’s　imbedding　Wl，2（B2R）⊂L2＋（B2R）．　Then　there　exist　O（ε）and
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Osuch　that（3．3）is　an　upper　boun（］of　the　right　hand　side．

　　　Thereby，　takingεsuf丑ciently　small　and　fixing　it，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　f．．ID（lzi：・1，9±－teeti－：－lli（x＋kes）一一’°fん（x））12dコc≦・（1＋£幽陶，

where　C　is　a　constant　depending　on　the　fixed　E　and　the　things　specified　before．　This　implies

f（）ranyT＞0

∬fB．　ID・　D・h　（・）働≦・（T＋∬μ＠）12鋤・

It　follows　from　Lemma　2．14）that　the　right　hand　side　of　this　inequality　is　less　than　a　constant

which　is　independent　ofん．　This　completes　the　proof．　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．
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Global　existence　of　a　weak　solution　to
　　　　　　　Semilinear　beam　equation

Koji　Kikuchi

Department　of　Applied　Mathematics，　Faculty　of　Engineering，　Shizuoka

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hamamatsu　432－8561，　Japan

University

1 In七roduction

LetΩbe　a　bounded　domain　in　Rn　and　let　F＝F（x，　y，p）be　a　real　valued　func七ion

∂F
in　O1（Ω×R×Rn）and　Fp　and　F・　den°te　the　vect°「s　wh°se　elements　a「e∂Pα

respectively．

has　constructed　a　weak　solution　to　fourth　order　parabolic　equation

and
∂F

∂y’

Partial　derivatives　are　often　denoted　by　the　use　of　subindices．　In［4］the　author

　　　　　　　　　　　警（ちx）＋△2u　一　div｛恥，u（ちv），叫，・・））｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋馬（x，u（t，x），▽・．L（ちx））＝o・

The　c皿structing　way　is　the　method　of　discretization　in　time　and　minimizing　variational

functionals．　This　appro）dmating　method　is　firs七ly　applied　to　constructing　weak　solutions

to　linear　parab　olic　equations（［11D．　In［7］N．　Kikuchi　has　independently　rediscovered　this

method，　and　after［7｜there　are　many　works　in　applying　this　method　to　constructing　weak

solutions　to　nonlinear　partial　differential　equations　（see　references　cited　in［4］），　and　it　has

turned　out　that　this　method　is　available　for　not　only　parabolic　equations　but　also　hyperbolic

ones（compare　to［2，5，12D．　Our　purpose　here　is　to　clarify　that　this　method　is　still　available

for　a　class　of　Schr6dinger　type　equations．

2 Semilinear　beam　equation

III　this　article　we　consider　the　folloWing　initial　value　problem　for　a　fourth　order　equation：

（2．1）

∂2u
　　　（t，x）十△2u－div｛Fp（x，　u（t，　x），▽u（t，x））｝

∂t2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋昂（c，u（ち¢），▽u（t，x））＝o， x∈Ω，

（2．2）　　　　u（0，x）＝u・（x），，eq（0，　x）＝v・（c）x∈Ω，

　　　Tllis　reseaよ℃h　was　partially　supported　by　Grant－in－Aid　fbr　Scientific　Research（No．

Society　for　the　Promotion　of　Science

12640205），Japan
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（2・3）　　　　u（ちx）一ψ），▽u（t，x）一▽ψ），コr∈∂Ω，

where　u・andωare　functi・ns　in　VV2，2（Ω）With・ze・一・・∈W2，2（Ω）and・v。∈L2（Rn）．　Thr・ugh．

equation　is　wel1－known　as　beam　equation　and　is　one　of　the　Schr6dinger　type　equations，　whiIe

there　are　several　works　on　semilinear　beam　equation（［8，10］）．　This　equation　is　derived　as

the　Euユer－Lagrange　equation　of　the　functional

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ［£llμ・（ち臓一」（μ（ち・））世，

where
（2・4）　　　J（u）－L｛1△ul2／2＋F（x，u，▽噛

WVe　assume　that　there　exists　a　positive　constantμo　such　that

（2．5） @｛薗i（議ll淵1∵lr°）

where　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　・＜9・＜書4，・＜ql＜…圭；，・＜92＜t－4，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2n　　　　　　　n十2　　　　　　　n
　　　　　　　　　　　　　　　　　O＜To〈　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0＜rl＜　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0＜r2〈
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＿2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－2

when　n≧5，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2n　　　　　　　η十2　　　　　　　n
　　　　　　　qo＞0，41＞0，92＞0，0＜ro＜　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0＜Tl＜　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0＜T2〈
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＿2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η＿2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－2

when　n＝3，4，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　go＞0，　q・＞0，　q2＞0，アo＞0，　rl＞0，　T2＞O

whenη＝1，2．

　　　It　follows　from（2．5）and　Sobolev’s　imbedding　theorem　that　J　is　Gateaux　differentiable

・11W2’2（Ω）・Assumpti・n（2・5）adnlits，　f・r　example，　a　functi・n　F（x，’y，P）一α（剛ρ12　when

n〈7．

蒜鷹搬）i㌶ll㍑）t：（；瓢罐：こL㌫
、乙1－a．e．　t，　and

（2・6）1°°1．｛一警（ちx）φ・¢，cc’）＋△u（ちx）△φ（ちx）＋Fp（cc，姻，▽姻）・▽φ（t，gc）

　　　　　　　　　　　　　　　　＋Fy（x，u（t，x），▽u（ちx））φ（ちx）｝clxclt－f．v・（x）φ（・，x）　dx

2



for　anyφ∈08°（［0，00）×Ω）．

3　Cons七ructing　a　weak　solu七ion

　　　For　a　positive　number　h　we　construct　a　sequence｛ue｝堅＿1　inレV2，2（Ω）in　the　following

way．　Fbr　e＝Owe　let　uo　be　as　above　and　for　e＝－l　weset　u＿1＝uo－hvo・For　e≧1ue　is

de丘ned　as　the　minimizer　of　the　functional

　　　　　　　　　　　　fe（v）－lf．L’－1’IYg＃i　t．－IYgUe－12＋Ue－2！13dx　＋　」（v）（」i・asin（2・4））

il／the　class｛u∈W2，2（Ω）；v一ω∈レVo2’2（Ω）｝．　By（2．5）and　Poincar6’s　inequality　we　see　that

there　exist　constants　co　and　cl　depending　onΩandωsuch　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J（v）≧c・ll　’v　llvv・，・（Ω）－c・

for　each　v∈解，2（Ω）with　u一ω∈W8’2（Ω）．　It　follows　from（2．5）and　Sobolev’s　imbedding

theorem　that　J　is　weakly　lower　semicontinuous　on　I〃2，2（Ω）．　These　facts　yield　the　existence

of　a　minimizer　of万．

　　　If　J　is　convex，　then　the　following　energy　inequality　holds（［9］）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　1‘1当一112d¢＋」（Ue）≦1　f．　IV・　12dx　＋　」（U・）・

In　our　case　J　is　probably　not　convex，　but　we　can　obtain　the　weakened　inequalit）万

　　Lemma　3．1

　　　　　　　　一款1μ『i，C，e－tl　clc＋」（Ue）＋1≦（｛圭9㍑）e［捻lu・12＋J（u・）＋1］，

wh，ere　O　de・note5αco・肱stαnt．

励Let　us　write　J－」i＋」2，　where」・（u）－lf．i△ul2dx　f・r　u∈W・，2（Ω）and

・J2（u）－f．　F（c，　u，▽u）dx・　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　By　the　minimality　of万（ue）we　have

（3・1）醐一捻1ぽ松宍212輌μ∂≦ア（θ酬1－e）・Le－・）

　　　　　　　　　　　　　　　一凱1θい2－1）芸一1＋Ue－2－！lldx　＋　」（θue　＋　（i－・）iLe－1）

for　O≦θ≦1．　By　an　easy　calculas　we　obtain

1？Le－2zLe＿i十Ue＿212－1θ（Ue－Ue＿1）－ILe＿1十Ue＿212

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦（1一θ）（θ1砲一砲一、12　一　IUe－、－Ue－212），
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T与is　and（3・1）imply

（3・2）（Lθ）払θ≒；2－112鋼u∂

　　　　　　　　　　　　　　　　　≦（1一θ）1£≒ILe－・Edx＋」（θ酬1一θ）z、e－、1）．

By　the　convexity　of　JI　we　have

（3・3）」（θ針（1一伽e－1）≦θゐ（Ue）＋（1一θ）」1（Ue－1）＋ゐ（θ針（1一θ）Ue－、）

　　　＝θ」（叫＋（1一θ）」（ILe－1）一θ万（叫一（1一θ）万（zee－1）＋ゐ（Oue＋（1－一θ）ZLe－1）．

Since　F　is　convex　with　respect　to　P，　we　have

（3．4）　　12（θUe十（1一θ）？Le＿1）

≦θ1⑭2＋（1一θ』▽Ue）　dx　＋（1一θ）f．F（cc，θ剛1一θ』▽Ue－、）dx．

Now　we　write

（3・5）θf．F（x，θ針（1一θ）Ue－1，▽輌一θゐ（鋤

　　　　　　　　一θ（1一θ）£ズ1恥2一σ（1一θ）いe－1），▽Ue）da（Ue　一　Ue－1）clx．

Thus　by（3．2），（3．3），（3．4），　and（3．5）we　have

　　　　　　　　　（1－一θ）款θ1㌣；ど一112∂エ＋」（Ue）　一　0・」（鋤

　　　　　　≦（1一θ）払1μ松一liit2E£gUe－212∂¢＋（1一θ）．J（Ue－1）

　　　　　　　　　　　一（1－一θ）／2（Ue－1）＋（1一θ）f．　F（x，θUe＋（1一θ）Ue－1，▽Ue－1）clx

　　　　　　　　　　　＋θ（1一θ）∬昂（x，Ue　一一　a（1－一θ）（Ue．一一　z・e－1），▽Ue）da（Ue－Ue－i）dx．

Multiplying（1一θ）－1　t・the　b・th　side　and　lettingθ／1，　we　have

（3．6）；13｛！tz＝iisg2e－！　dx　＋　・」（ue）≦1≒砲一212dz＋・（Ue．1）

Here

（3．7）

　　一」2（Z・e－・）＋f．F（X，　Ue，▽Ue－1）由£恥，　Ue，▽切（Ue－Ue－、）dx．

f．F（x，Ue，▽Ue－1）dx－」2（Ue－1）

　　　　　　　　　磁1場（x，ZLe－・1＋σ（Ue・一・Ue－1），▽Ue－1）∂σいε一1）cl、C，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4



UsiIlg（2．5），we　have　by（3．6）and（3．7）

（3・8）款与一112僻」（叫≦払』譜一212∂⑦＋輌、）

　　　　　　　　　　＋・μ・L（1＋lz・e－・lce＋岡q2＋1▽砲一1P刊▽砲r2）1・tLe　一　’Ue－ildx．

Now　note　the　inequality

（3・9）£（1＋胸・・＋1’ZLelq・刊▽Ue－11‘・’2＋1蹴）IZLe　一”一　’zLe－11dx

　　　　　　≦鳴1＋1　・tLe－　・　12q2＋岡2q・＋1▽zLe－・1・r・＋1▽・Lel2i・・）昧1μ＝－1124の］

　　　　　　r唖1＋』12＋1△u212＋1△ue－・1・＋1△zLel2）cla＋股≒芸松一112醐

since・＜42＜η呈4and・＜r2〈π三2whenη≧5，9・〉・and・＜r2〈η三2when

n＝3　　　　　，4，　　　　　　　　and　q2＞Oand　r2＞Owhen　n＝1，2．　Here　the　constant　O　varies　tacitly．　Hence

we　have

（1－CLLo　h）［；£1＝112W（叫＋1｝≦（1＋・μ・ん）［lf．k’e－1元2με一212dの＋」（ue－1）＋1］．

Then　we　obtain　the　conclusion　by　induction　on　e・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

　　　Next　we　de丘ne　apPr・ximate　s・luti・n・uん（ちx）andπん（ちコ・）f・r（ち勾∈（0，・。）×Ωas

f・ll・ws：f・r（e－1）ん〈t≦eh

　　　　　　　’　uん（ちx）上≒1）九ψ）＋ε九己1（c）

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　πん（ちx）－z・e（x）．

　　Then　the　following　facts　hold（see，　for　example，［1］or［9］）．

　　Theorem　3．2　F（）rα’ny　T＞0
　　　　　　　∂uん

　　1）｛ll　　　　　　　　∂tllL・（（・，T）・Ω）｝乞3肌φ励6・u’nded　W鋤espect　t・九

　　2）｛ll　izんll．・・（（。，T）、w・，・（Ω））｝is　u・nzf・rmly　b・unded　with　respect　t・ん

　　3）｛ll　z‘h　llL・・（（。，T）、晒・（Ω））｝乞3　Wbr卿b・undea・with　res蝋t・ん

　　4）｛llμん』・（（。，T）。Ω）｝飢ψ輌b・nnded・wτtんrespect　t・　h．

Tl・en　the’re　exist　a　seque’nce｛んゴ｝ω軌九ゴ→0α3ゴ→・・αnd　a　．fu’n．etiotn　u∈L°°（（0，T）；

レしノ2，2（Ω））∩∪レV1，2（（0，T）xΩ）sucんthat

　　　　　　　　T＞0
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　　　5）1’｝ゴc・・nve’rges　t・u　as元→∞w・αkty　stαr　in　L°°（（0，T）；W2，2（Ω））

　　　6）uん・c・‘n・ve’ηe3鋤α3元→。・weαkt’y　itn　VVi，2（（0，T）×Ω）

　　　7）zch」co・nverges　toμα3元一→Oo　st’ro・ngl・y飢L2（（0，T）×Ω）

　　　8）1んゴconve’rges　to　uα3元→Oo　stro’ngty仇L2（（0，T）×Ω）

　　　9）3一畑（り一U・　in　L2（Ω）・

　　　P・roof．　By　Lemma　3．1　we　obtain，　for　each　t∈（0，T），

　　　　　　　；趣，x）12＋」（］izん（ち・））＋1≦（畿；），li［鋤・（コ・）12＋」（u・）＋1］・

Since
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鵠（1十〇μoん1－0μoん）‘－e2C・・t，

we　find　that　there　exists　a　constant　O1＝01（T）such　that

　　　　　　　　　　　鉱1輌）12＋」（πh（ち・））＋1≦・1［鉱1ψ）12＋」（u・）＋11・

Hence　every　assertions　are　obtained　as　in　the　former　works，　for　example　compare　to［1］or

［9］．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

　　　RemαTk．　In　the　sequel｛uhゴ｝and｛lhゴ｝are　often　denoted　by｛uh｝and｛豆h｝for　simplicity．

　　　Since　ue　is　a　minimizer　of、乃b），　we　have

　　　　　　　　　　　　　cl

（3・10）　　0　＝　　亙」『il（Ue＋εφ）1ε＝o

　　　　　　　　　一工｛Ue（c）－2μど芸）＋　Ue－2（x）φ（x）＋△ψ）△φ（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋Fp（x，　Ue（x），▽Ue（lc））・▽φ（x）＋1㍉（x，Ue（x），▽・Ue（c））φ（コr）｝dx

品rany瑚2（Ω）・N・te　that，　f・r（e－－1）んくt＜eh，芸（t，x）一ψ）≒吻一・（x）．　Thus

（3．10）implies

（3・11）f。°°5輌）ギ‡劫輌繊！°°工｛△輌△傾

　　　　　　＋　　Fp（x，lh（ちx），▽lh（ちx））・▽φ（t，　x）＋Fy（x，　ZZih（ちx），▽πん（ちsc））φ（ちx）｝（ix（it＝O

for　aIlyφ∈0；（［0，00）×Ω）．　In　the　same　way　as　in　the　proof　of（4．5）of［5］（compare　also　to

［12D　we　have，　asん→0，　passing　to　a　subsequence　if　necessary，

∬輌）一（τ鋼φ（ち卿一一蹴（鋤（t，x）dxdt一畑）φ（・，x）dx．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6



Theorem　3．29）means　that　u　satis丘es　u（0，　u）；uo（x）in　the　weak　sense・Theorem　3・25）
implie・that　u・ati・fie・（2．3）in　the　weak・ense　since・Ofh　一一　w∈L°°（（0，・・）；W8，2（Ω））f・r　each

ん．耳ence　our　purpose　is　achieved　if　we　show

（3．12）
　　　　／°°克△Zlん（ちx）△φ（ちx）＋Fp（lc，iZん（ちx），▽iZiん（ちx））・▽φ（ちx）

　　　　　　　　　　　＋Fy（x，刀h（ちx），▽πん（ちコc））φ（ちコc）｝dxdt

－f。°°1．｛△u（ちc）△φ（ちx）＋Fp（剛，　c），▽姻）・▽φ（ちx）

　　　　　　　　　　　＋馬（x，u（ちx），▽u（ちx））φ（ちx）｝dxdt

Theorem　3．2　provides　just　a　result　for　the　second　derivatives　with　respect　to　only　x　variables，

and　hence　we　cannot　apply　Rellich’s’compactness　theorem　direct1）乙　However　the　strong

convergence　of　1ん（Lemma　3，28））workS　instead　of　the　regularity　of　1んwith　respect　to　t（see

the　proof　of　Theorem　1．10f［6｜）．　Hence（3．12）can　be　obtained　and　we　have

Theorem　3．3　u　isα　weαk　sotiLtio・n　to（2．1）一（2．3），
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