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研究成果

　本件は主に以下の点を解明するために計画された研究であった。

　1．典型的な準凸汎函数に対する勾配流の構成
　2．典型的な準凸汎函数に対応する作用積分のラグランジュ方程式の研究

　3．凸汎函数と準凸汎函数との違いを示す現象の発見。
　本件の研究期間中，研究代表者菊地は他大学を訪問するなどし，北海道大学儀我教授，利

根川助教授，慶雁義塾大学菊池教授，愛媛大学坂口教授，金沢大学小俣助教授，東北大学堀

畑助手他の関連する分野の専門家らと研究連絡を行った。また第2年目には中国上海市復旦
大学において研究集会Workshop　on　spectral　theory　and　differential　operatorsが開催され研

究代表者菊地が参加し成果発表及び情報収集を行った。これらのほかにも研究代表者菊地及

び各分担者が国内外の研究集会に参加し研究に必要な情報を収集した。その結果以下のよう

な研究成果を得ることができた。

　本件の研究でもっとも目覚しい進展がみられたのは研究目的の2に関してである。準凸な
汎函数に関連する発展方程式は困難点が多くなかなか研究が進展しないが，線型方程式の場

合には解の存在などの基本的な結果はすべて得られている。そこでuに対しF（Du（x））の

積分値を対応させる汎函数の作用積分のラグランジュ方程式を中心に線形近似についての研

究を行いFが準凸で一次増大度を持つ場合について結果を得た。エネルギーが一次増大度
である場合は汎函数をソボレフ空間上で取り扱うのは不十分であり，有界変動函数の空間で

取り扱わなくてはならない。このことに応じて初期値も有界変動函数で考えるのが自然であ

るが，現時点では初期値がソボレフ空間に属する場合に限って線形近似が成立することがわ
かった。またこの結果に先立ち同じ方程式について，汎函数が凸の場合に得られている結果，

即ち，近似解をRotheの方法で求めその極限がエネルギー保存則を満たせば弱解になると
いう定理を準凸の場合にも拡張することに成功した。ここで研究目的の3とも関連するが，

エネルギー不等式を得るのに従来は汎函数の凸性を用いていたためそのままではこの方法が

適用できず，準凸独自の考察が必要となる。結果として近似解を成分ごとに構成することで

結論を得ることができた。これは凸汎函数と準凸汎函数との違いをかなりはっきりと示す事

実であると思われる。　　　　　　　　　　　　　L　　　　　　　　　　　t
　このほか研究目的の1に関する研究では勾配流の構成を完遂することは出来なかったもの
の，その目的達成のための鍵iとなりうる恒等式を発見することに成功した。ここでは幾何学

的測度論のテクニックが本質的に用いられている。

　以上の結果の内，2および3の両方に関係するRothe’近似に関する結果については既に
印刷公表されているので，本報告書では2の線形近似に関する結果および1に関する結果
を報告する。
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1 Introduction

　　　In　lhe　sequ．el　the　set　of　all　AT　by　n　matrices　－With　real　elements．is　simply　denoted　by　Rn」v．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nN　and　supPose　that1・et∫be　a　real　valued　function　defined　on　R

（A1）∫is　asymptotically　linear，　i．e．，　there　exist　constants　m　and　M　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇒ρ1≦∫（P）≦M（1＋lpl）．

and

（A2）∫is　quasiconvex，　i．e．，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぴiD）fDf（ρ・＋▽9（x））dx≧∫（P・）

　　　　　f・r　each　b・unded　d・main　D⊂Rn，　f・r　each　P・∈RnN，　and　f・r・each　9∈［碗・°°（D）］N．

In　the　author，s　previous　work［4］he　treated　a　system　of　second　order　quasilinear　hyperbolic

equations
　　　　　　　　　　　　　　雲乞（ちx）語α｛fpa（▽輌））｝一い一・，2，…，N

in　a　bounded　domainΩ⊂R”　and　obtained　that　d　sequence　of　approximate　solutions“　to　this

equation　constructed　by　Rothe，s　method　converges　to　a　function　u　in　L°°（（0，　T）；L2（Ω）∩

Bγ（Ω）），and　that，　i　　　　　　　　　　　　　　　　　fusatisfies　the　energy　conservation　law，　it　is　a　weak　solution　in　the

space　of　BV　functions。　In　this　article　we　are　going　to　investigate　linear　apploximation　to　this

system．　Letεbe　a　positive　number．　Our　purpose　is　to　investigate　the　behavior　asε→Oof

aweak　SOIutiOn　tO

（・・1）雲z（ちx）一曇∂…、｛if・a（ε▽姻）｝一い∈Ω…一・・2，…，N

with　initial　and　boundary　conditions

（1・2）　　卿一ψ），警（・，x）－v・（xい∈Ω，

　　　This　re・ea・ch　wa・pa・tially・upP・・t・d　by　G・ant－in－Aid　f・・S・i・nti丘・R・・earch（N・．14540202），　Jap、n

Society　fbr　the　Promotion　of　Science　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
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（1．3）　　　　　　　　　　　　　　　　　u（t，x）＝0，　　x∈∂Ω．　　　　　　　　　’

　　　－　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　＝：7（∫（εp）－f（0））．The　relaxed　functional　of　the　fUnctional　uト→　　　Let　us　put．た（P）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε

L五（▽ψ））舳the　L1（Ω）一，　which　is　den・ted　by　Je，　iS　finite　f・r　u∈［BV（Ω）］N　and

is　expressed　as

（・・4）　綱）一ム五（▽ψ））dx＋㍑（』芸；il）dlD・ul，

where　Du＝Dau十Dsu（absolutely　continuous　part　and　singular　part　with　respect　to　Ln），

Dau　・＝　Ln　L▽u．　Indeed（fe）。。（p）is　defined　as，　for　p∈Rn，

（・・5）　（f6）・・（P）－1鵯up五（i）ρ一li烈up6∫（ε1）ρ一if・・（P）・

Thus　we丘nd（1．4）（compare　to［1，　Theorem　5．47D．　Similarly　to　the　scalar　case　the　most

appropriate　weak　fbrmulation　of　Dirichlet　condition（1．3）is　to　replace　J』（u，Ω）with　J』（u，Ω）．

The　f皿ctional　Je（u，Ω）is　expressed　as

（・・6）　　」e（u，Si）一輌）＋ifaStf・・（7剛祝π一・・

where売denotes　the　inward　pointing　unit　normal　to∂Ωand　7tfk　denotes　the　k－dimensional

Hausdorf『measure．
　　We　further　supPose　that　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－

（A3）∫∈02（RnN）and　fPP∈W’，・・（RnN）∩L・・（RnN）

（A4）there　exists　a　positive　constant　co　such　that，　fbr　eachψ∈碗’°°（Ω），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　拠）・▽鋤≧叫、隠2＋、dx・　e

　　SupPose　that　uo∈｛．L2（Ω）∩・Bγ（Ω）］N　and　vo∈［L2（Ω）］1v．　Followihg　to［4］we　define　a

BV　solution　to（1．1）一（1．3）as

　　De丘nition　l　A　function　u　is　said　to　be　a　BV　solution　to（1．1）一（1．3）in（0，　T）×Ωif　and

only　if

　　i）u∈［L°°（（0，T）；BV（Ω））】N，　ZLt∈［L2（（0，T）×Ω）］N

　　ii）　u（0，　x）　＝　Uo（x）

　　iii）fbr　anyφ∈［oa（［0，　T）×Ω）］N，

　　　　　　　∬｛一一　f．　u・ip・（t，　x）d¢＋工己（ε▽u）：▽。φ（ちx）dx｝dt－f．v・（x）φ（・，x）dx

　　iv）for　anyψ∈0；（［0，　T）），

　　　　　　　　　　　・∬｛一ム嚥）u＋ψ（t）u・）dx　＋　th（t）fgifp（ε▽u）・▽udx

　　　　　　　　　　＋ψ（t）fSti’・・（農1）dlD・ul＋ψ（t）faSt　tf－（輌）dHn－・｝dt

　　　　　　　　　　　　　ψ（・）f．v・（輌・（典
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Let　us　put鐘（・）一α㌻and　write

　　　　　　　　　　　　　　　　　玩一・（韓＝5；i－1，2，…，N）・、

Our　man　theorem　is　as　fbllows：

’Theorem　1．15μpρ08e鋤勧o∈閲’2（Ω）αnd　vo∈、乙2（Ω）αnd　thαt　uεi8　a　B　V　solution

to（1．1）一（1．3）in（0，　T）×Ω．　Weノ「urt九er　sup．ρ08e　ZLε8α彦i胡e8　energy　ineguality：for　L1一α．ε．

¢∈（0，T），

（・・7）　1か；（ちx）12dx　＋　Je（u・（ち・），Ω）≦；批・12dx＋」e（u・，St）・

Then　there　exists　a∫function　u　suCh　tんαt

1）・｛1圃IL・・（（・，T）、L・（Ω））｝is　unif・rmly　b・unded　with　respect　t・ε

2）・｛1団IL・・（（・，T）、L・（Ω）∩BV（Ω））｝is　unif・rmly　b・unded　teith　re8pect　t・ε

　3）．uεconverges　to　uα8ε→0ωeαkly　stαr　in　L°°（（0ラT）；L2（Ω））

　4）．吟converges　to　zetα3ε→0ωεakly　star仇L°°（（0，　T）；L2（Ω））

5）・uε　c・η卿e8鋤α8ε→0伽蜘仇〃（（0，　T）×Ω）for　eacん1≦ρ＜1＊

6）．f・r　L’一α．e．　t∈（0，T），　Du・（ち・）c・nverge8　t・Du（t，・）α8ε→0繍e　8eη蛎4疹8渉輌．

　　　　tions

　7）．u∈L°°（（0，　T）；wa’2（Ω））∩ルV　1・2（（0，　T）×Ω）

8）．u　is　a　weαk・solution　t・

（1．8）

Utt　一　Lu＝0，

u（o，x）＝u。（x），

2Lt（o，　x）＝v。（x），

u（ち勾＝0，

（t，x）∈（0，T）×Ω）

　　　　x∈Ω

　　　　x∈Ω’

　　　　x∈∂Ω．

2　Proof　of　Theorem　1．1

　　First　we　show　the　fbllowing　technical　lemma．

Lemma　2．1　F・r　eαch・v∈［BV（Ω）］N，

　　　　　　　　　　　　　　姻）≧；（　　　　1▽ul2　dx＋ll叫Ωム　　1＋ε21▽v12＋1　ε・））・

3



　　　」ProOf．　For　each　v∈［」Bγ（Ω）］N　there　exists　a　sequence　g）た∈01（Ω）such　that　gk→v

strongly　in［L1（Ω）］N　and

（2・1）　　　　　恕み（9k，Ω）－」e（v，Ω）・

While，　we　have

（22）　1螂1＋i鶏12＋idx

　　　　　　　　　　一き1融f工（1＋ε21W－1）dx≧き1．（1＋ε21Dvl2－・）

　　　　　　　　　　一工、＋果12＋id　tlD・vl（Ω）・

Noting　that
　　　　　　　　　　　・　　九（P）－i　f。1　fp（εθρ）・P∂θ，

we　have　by（A4）

（2・3W，St）≧f。’c・エε2θ、≦瓢12＋idxdθ≧話’、＋慧12＋、dx

Combining（2．1），（2．2），（2．3），　we　obtain　the　assertion．　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

　　Proposition　2．2　There　existsα）function　u　sucんthαt

1）・｛ll畦llL。。（（・，T）、L・（Ω））｝励ψ㎝・ly　b・unded　with　respect　t・ε

2）・｛1団IL・・（（・，T）、L・（Ω）∩Bγ（Ω））｝is剛F・rmly　b・unded　with　respect　t・ε

3）．Pαssing‡・α8ubsequence　if　necessary，　uεc・nverge8　to　uα8ε→0ωeakly　stαr　in
　　　　L°°（（0，T）；L2（Ω））

　4）．　Pαssing　to　α8ubse｛1uence　ザnecessary，　ZL2　converges　£o　ILt　α8ε　→　0　ωeakly　8‡αr　in

　　　　L°°（（0，T）；L2（Ω））

　5）．1）α33‘η9toα8ubsequence琶『necessαry，　zeεconverges　to　uα3ε→Ostγりngly　in　1ア（（0，　T）×

　　　　Ω）∫breαc九1≦P＜1＊

　6）．u∈L°°（（0，　T）；Bγ（Ω）∩L2（Ω））

7）．Pα88仇g診oαsubsequence　Of　necessαry，　Duε（£，・）convergesωeα物star彦o　Du（t，・）∫br

　　　　、乙1一α．e．　t∈（0，T）α8ε→Oin　the　8eη8e　o∫1～α〔ion　meαsμres

8）・s－｝騨（t）」u・in　L2（Ω）
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）

　　　Proof．　By（A3）we　have

（2・4）　　fe（ρ）鴫痴（・）：P＋f。’＜fPP（θεP）P，P＞dθ

and　furthermore　there　exists　a　constant　OI　such　that　lfpp（p）1≦01．　Since

fg’fp（・）▽ψ）dx・一・，

we　find

（2・5）　　　」e（tt・，Si）≦C・f．1▽u・（x）12也

Thus　Asserti・n　1）immediately　f・ll・ws丘・m（1・7）・Since　the血ncti・nε→ε一2（1＋ε21ρ12－

1）is　decreasing，　we　have　by　Lemma　2．1

　　　　　　　　　　　　　　み圃≧£‡（・＋IDul2－1）≧工（1咽2－1）

Thus　it　als・f・ll・ws　fr・m（1・7）and（2・5）that｛ll　l仇1（Ω）H．・・（。，T）｝is　unif・rmly　b・unded　with

　　　　　　　　　　　　　　　Assertion　2）fbllows　from　Assertion　1）becauserespect　toε．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　uε（ちx）一・（x）＋f。㌦；（8，lv）∂8・

Passing　t・asubsequencel　ifnecessary，　we　have　Asserti・ns　3）and　4）by　Asserti・ns　2）and　1），

respectively．　By　Sobolev’s　theorem　Bγ（Ω）⊂ひ（Ω）compactly　fbr　each　1≦ρ＜1＊．　Then　in

the　same　way　as　in　the　pr・・f・f［31　Pr・P・siti・n　5・1，　passing　t・asubsequence　if　necessary，　we

・btain　Asserti・n　5）・Asserti・ns　3）and　5）imply　u∈L°°（（0，∞）；BV（Ω）∩L2（Ω））．　Asserti・n’

7）fbllows　from　5）．　　　　　　　　　　　　　　　Assertion　8）is　obtained　in　the　same　way　as　in　the　proof　of［5，　Theorem

4・1］・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

　　　Then，　up　to　a　subsequence，　Assertions　1）～6）of　Theorem　1．1　are　proved　in　the　above

proposition・Rests　are　proofs　of　Asseertions　7）and　8）．

Lemma　2・3　f｛i▽∋≧1／。｝1▽uε（x）1酬D㌔「（Si）→・α8ε→・・

　　　Proqf．　By（1．7）and（2．5）we　have

（2・6）　　　Je（uε，Si）≦・・fl▽u・（x）12dx・　　「

Assumption（A1）implies　f。。（ρ）≧mlpl，　thus　we　have　by　Lemma　2．1　and（1．6）

（27） @よ（ue，Si）≧c・（エ1＋h／等fi？2＋id　i邸）），

where　c1＝min｛c・／2，　m｝・Putting　O2－Cicr’，　we　have　by（2．6）and（2．7）

（2・8）　£1＋k／等h？，＋、畦1ぴ司（Ω）≦叫1▽ψ）12dx・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）

Note　that

　　　　　　　　　　　　　　　　l▽uε　12如王1D・u・1（Ω）
　　　　f｛i▽u。1≧1／。｝1＋ε21▽u，12＋1ε

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧（　　1∨「2＋1）5f｛i…｜≧、／e｝1▽司∂エ＋tlpsiLel（si）・・

and　thus　we　have　by（2．8）

　　　　　　　　　　　　　　　　f‘j▽∋≧、／，｝1▽uε（x）ldx＋IDsuε1⑨≦C・nst・ε

asε→b．　　　　　　　　　　←　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q・E・D・

Next　tw・pr・P・siti・ns　are　pr・ved　by　the　u；e・f琉d・n　me－s　in　Si×S＋，　and　the　pr・・fs

are　postponed　to　the　next　section・

　二Proposition　2．41Dsul（Ω）ニo

　　Remark　that　this　pr。P・siti・n　implies，　in　particular，　W：o．

Pr。P・siti・n　2．5　u∈L・・（（0，　T）；碗・2（Ω））∩W’・2（（0，　T）×Ω）

　　Proof（ザTheorem　1．1．　Assertion　7）is　proved　in　Proposition　2．5．　Now　the　rest　is　the

proof　of　8）．

　　Noting

　　　　　　　　　f｛1▽u。1＜、＿＋署等‘12＋、dx≧訂1…1＜、／e｝1▽鋼

we　have　by（2．8）

（2・9）　f｛lv。。1＜1／。｝1▽uel2dx≦C2（va＋・）f．1▽u・（x）12dx・

　　Now，　fbr　eachφ∈［0；（［0，　T）×Ω）lN

　　　　ムi痴（ε▽の：▽iPdx－L（ifp（・）：▽φ＋f。’＜fOP（εθ▽の▽uε，▽φ＞dθ）dx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－fStf，’＜fPP（εθ▽u・）▽u・・▽φ＞dθdx・

Now
　　　　　　f｛i▽u。1＜1／，｝f。’＜fp・（εθ▽uε）▽Ztε，▽φ過

一f｛lv。。1〈、／e｝＜fp・（・）▽ue，▽φ＞dx＋f。1＜［fPP（εθ▽の一fPP（・）］Vue，▽φ卿

　　　＝：∫十∬．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6



）

First　we　have　by　Lemma　2．3

1　ニ

→

Next，　since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一曇ξ書sα鍔裟蔑工）・

（A3）（Lipschitz　continuity　of　fpp）implies

　　　　　　　　llfρ（εθ▽uε）－fPP（0）｜▽Zte　l≦Const．ε1▽Ztε12，

fg〈fPP（・輌，▽φ〉　　　ど

　　　　　　一（f｛i▽u。1≧1／，｝〈f・・（・）▽uε，▽φ〉∂叫〈f・・（・）dDsue・▽φ〉）

fg〈fPP（o）dDu，▽φ〉（fSt　　　　　　　　　　’

we　have　by（2．9）

llll≦

＜一

C・nst・εsupl▽iP1　f，i▽u。1〈、／，｝1▽ue　12dx

C・nst・・2（V’2＋1）εsupl▽iPlf．1▽u・（x）12dx　一一〉・

asε→0．　Hence，　lettingε→0，　we　have　by　Definition　l　iii）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

　　　　　f，T｛一　f．　u・aS・（t，　x）dx＋嬉顯昆αヂ㌶裟d⑳｝噺・（⑭dx・

which　means　u　satisfies（1．8）in　a　weak　sense．

　　Finally　the　uniqueness　of　a　solution　to　the　linear　wave　equation　implies　the　rest　of　the

subsequence　has　another　subsequence　that　converges　to　the　same　function　u．　Thus　we　do

not　have　to　pass　a　subsequence・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

　　　　　／

3 Radon　measures　inΩ×S＋

　　Letμbe　a　Rm　valued　Radon　measure．　Then　we　write　its　total　variation　as　lμl　and　the

Radon－Nikodym　derivative　of　pa　with　respect　to　lμl　as　pt．　In　particular，μ＝・ljul　L　i［lr．

　　For　v∈［BV（Ω）］N　we　define　an　RnN＋1　valued　Radon　measureμv　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μu＝t（－Dv，Ln）．

For　an　open　set　A⊂Ω，　total　variation　lμ”1　is　given　by　　　　　　　　t

　　　　　　　1μ・1（A）－sup｛fst（9・＋vdivg）dx；（9・，9）∈・1（Ω，R・N＋’），19・12＋1912≦1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L　　In　this　article，　fbr　the　sake　of　simplicity，　we　write　S‡N＋1、＝S＋：

　　　　　　　　　　　　　　　　　S＋＝｛y＝（81，…，8蜘1）∈snN；snN・＋1＞0｝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」

We　also　write

　　　　　　　　　　　　　　　　　　S・一｛ダー（81，∵・，8nN＋1）∈sn；snN＋1ニ0｝．
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Then　S＋－S＋USi。．　Given　a　Rad・n　measure　A　in　Si×S＋，　we　let　lλl　den・te　a刷゜n　measu「e

onΩdefined　by　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1λ1（A）＝λ（A×S＋）f・raB・rel　set　A⊂Ω・　　一

v∈［Bγ（Ω）］N，　　　　　　　　　　’

（3・1）　L．S＋β＠，sT）dλ一f．β＠，fv（x））輌（β∈°°（豆×S＋）），

then　we　have　lλHμ。1．　F・r　each　Rad・n　IPeasure　A　in　Ki×S＋，　there　exists　a　pr・bability

Radon　measure〃λ，∫on　S＋fbr　lλ1－a．e．　x∈Ωsuch　that

　　　　　　　　　　　L。9＋β（‘v，st）dλ一L（ム＋β（x，sr）dyA・・）d1λ1（β∈°°（St　×3＋））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　L
（飴rexample，　The・rem…fpage・4・f［2D・Using　these　n・tati・ns，　we・ften　w「iteλ三

1λ監二盟t㍑遼蒜i霊1．t｝二nt蕊溜恕ILplywriteμε一卿and

μ¢一μ。（t，・）．N・w　we　define　a・ne　parameter　family・f　Rad・n　measures　in　St　×　S＋by

λS＝1μ引⑭δμ雲（x）．Proposition　2．22）implies　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

（32）　　es晋plL．百＋綱dλil≦・sup　1βI

f。r．s。me　c。nstant　O　independent・fε．　Thus　we・btain・the・f・ll・wing　the・rem　by　a　standard

c。mpactness　argument（c・mpare　t・［3，　Pr・P・siti・n　4・3D・

　　Lemma　3．1τんere　e襯3α3u68egμeηce（ゾ｛ε｝（8till・den・孟e輌｛ε｝）αnd　a・卿αrameteT

family（ヅRα〔ion　measuresλ£仇Ω×百＋，¢∈（0，00），　sucん仇αちノbr　eαc九ψ∈L1（0，0c）αn（i

β∈0°（Ω×5＋），　　　　　　　　＼

融゜°ψ（t）L．9＋β（x，sT！）dASdt－f。°°ψ（t）L．3＋騨λ・d舌・

Now　we　sum　up　Properties　ofλか

Lemma　3．2」For　Li一α．’e．　t∈（0，0◇），

・）・μ・－1刈L‘＋田〃λ・ρ

2）．

3）．

寸

1λ¢KA）≧1μ£1（A）fbr　eαCんBorel　set／1⊂Ω

4）・f3＋記〃λ・声一・for　IAtl　L　Z－a・e・－x

8



ノ

　　5）．sptzノλ£，x⊂5bforlλ£．lL2r一α．e．　x．

　　6）．IDSul（Ω）≦λ£（Ω×So）．

　　　ProOf．1）Fbr　any　g∈Oo（Ω；Rn／v＋1）andψ∈Ll（0，∞）

　　　　　　　　　　f。°°ψ（£）Lg（工輌τ一f。°°ψ（t）［Lg°（x）dx　＋　fff9’（x）dDz・］dt

　　　　　　　－；蛎゜°ψ（t）［f．9°（卿f．9’（x）∂輌一瓢゜°ψ（t）f．9（輌t

　　　　　　　一顧゜°ψ（t）f．9（x）醐∂君一蝋゜°ψ（オ）L。3．9（x）・記λ6砒

　　　　　　　イψ（t）f6。3＋9（x）・記λ・（x，勲一元゜°ψ（t）f．9（勾（ぴ〃λ・，x）綱一

whereλS＝1μ自⑧δμf（x）．　This　shows　assertion　1）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

i）3！麟rc罐罐㌶晋・く’sthe’nte「sect’°n°fan°pensetand豆By　ert’・n

　　　　　　　　　　　　　　　　　lL9（x）d，utl≦L　19（x）同λ¢1≦s帥1蹴・

Taking　supremum　with　respect　t・9∈0°（A；RnN＋1）with　lgl≦1，　we・btainμ、（A）≦1λ，1（A）．

　　　Let、A　be　any　Borel　set．　F＿or　each　open　set　O　with／1⊂0，μ£（A）≦μ£（0∩ζΣ）≦1λ£1（0∩Ω）．

　　　　　　　　　蕊百1λ・1（0∩Ω）＝MA），　we　haveμ・（A）≦1λ・1（A）・Thus，　since

　　　3）It　is　the　direct　c・nsequence・f・the・differentiati・n　the・ry　f・r　Rad・n　measures（see，　f・r

example，［6，　Theorem　4．7D．

　　4）By　assertions　1）and　3）we　have，　fbr　any　g（勾∈Oo（豆；Rn／v＋1），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・－fz　9（x）∂μ・－L唖＋記〃λ綱）dlλ¢1・

This　shows　assertion　4）．

5）By4），　in　particular・we　have　f9＋8nN＋’d〃λ・，x－・f・r　1λtl　LZ　e　・Since　snN＋・≧・，

we　have　8蜘1－O・f・r〃λt，ゴa・e・允r閥LZ－a．e．　x．　Thus　asserti・n　5）h・lds．

　　6）By　1）and　3）we　have，　fbrμ¢－a．e．　x∈K2－，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μrN＋1（x）－Dlμ・11A・1（x）fs＋snN＋’d〃λ・，x・

Then，　since　Dlμ、11λt　I（x）≧1fbr　lμ£1－a．e．　x∈Ω，μfN＋1（x）＝Oimplies

fg＋8nN＋’d〃λ・，x－・，

which　means　spt〃λ£，x⊂So．　Thus，　for　lμtトa．e．　x∈Ω，

　　　　　　　　　　　S・・一｛x∈Ω；μfN＋1（x）ニ0｝⊂｛x∈Sii；spt　・・λt，x⊂S。｝一・Sμt．

9
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M。re　p・6sicely　we　have　IPt、1（S。＼5μ，）－0，　and　hence　　　　》

　　　　　　　　酬⑨一1」Ut1（s・）≦1λ・1（5μ・）一λt（sμx百＋）一ん〃λ・・x（S，＋）dlλll

　　　　　　　　　　　　　　　　－　　▲〃λ・，x（So）dlλ£1≦ffi×9＋〃λ・・x（s（））dlλ£1一λt（sΣ×So）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

　　Lemma　3．3λ¢（Ω×Se）＝O

　　　ProOf　By　the　de丘nition　of　AS　we　immediately　obtain

（3・3）fSt、＋署等‘12＋、ゆ㎡1⑨一ム（snN＋・）2iξi訓2＋snN＋・4λS，

the　le拙and　side・fwhich　is　estimated　fr・m　ab・ve　by・2f．1▽u・（x）12dx　in（2・8）・・n　the

other　hand，　givenσ＞0，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＿ε2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1引2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λS（Si×s＋∩｛snN＋1＜σ｝）・L．9＋∩｛、。N＋・＜σ｝（snN＋・）2＋ε21訓2＋snN＋・dλ2≧～／7aF［FZ7＋s＋σ　　．

By　the　lower　semicontinuity　of　Radon　measure，　we　have

　　　　　　　　　λt（Si×S＋∩｛snN＋1＜σ｝）≦li恕fλ；（Si×S＋∩｛8nN＋1＜σ｝）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦li恕nf屡2＋σム1▽u・＠）12dx

　　　　　　　　，　　　　－2σf．1▽u・（x）12土

、Lettingσ→o，　we　have　the　conclusion・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q・E・D・

　　　Pr。。f。f　Pr・P・sition　2．4．　The　c・nclusi・n　immediately　f・ll・ws　fr・m　Lemma　3・26）and

Lemma　3．3．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q・E・D・

　　　Proof　of　Prop・鋤η2．5．　It　is　su伍cient　t・sh・杣∈L°°（（0，　T）；W’・2（Ω））・Since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l司2　　　　dλS
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・9＋∩｛s”N＋1＞・｝（snN＋1）2＋ε21朗2＋snN＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　≧　　ノL百＋∩｛s＿ハ胆〉ε｝8n／v＋1（　讐1♂12＋1）〔iλ；

　　　　　　　　　　‘　≧忌＋1ん百＋∩｛、。N＋、＞e｝3鷲・dλ；・

we　haVe　by（3．3）and（2．8）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

（3・4）　f，．k＋∩＿｝8鷲、dλZ≦c2（一・，，’lli＋1）f．i▽ψ）12dx・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10



For　eachσ〉ε，　since｛snN＋1＞σ｝⊂｛sn／v＋1＞ε｝，　we　have　by（3．4）　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　L．3＋∩｛，。N＋1＞。｝8票！1∂λ；≦C2（“Vl・’il｝’＋1）f．i▽u・（輌

On｛8nハ「＋1＞σ｝the　integrand　of　the　left　hand　side　of　above　is　positive　and　continuous．

Thus　by　the　lower　semicontinuity　of　Radon　measures　we　have　by　lettingε→O

　　　　　　　　　　　　　　L．3＋∩｛s。N＋、〉。｝8崇！、dλ1≦C2（teナ・）f．i▽u・（臓

Hence，　lettingσ→0，　we　obtain　with　Lemma　3．3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　L。S＋3黒！、dλ1≦C2（v夕＋1）f．i▽ψ）12dx・

　　　Since　Lemma　3・3　implies　the　supPort　of〃λ£，x　is　contained　in　S＋fbr　1λt　l－a．e．9c，　it　induces

a　measure　in　RnN　by　a　mapping　L：S＋∋ダ｝→s’v／snN＋1∈RnN．　More　precisely　we　have

　　　　　左。百18崇！、dλ¢－L‘＋8票！1∂μぷ1λ・1－LムNlρ12』湿L8nN＋1）dlλ・1・『

Let　us　de丘ne　a　measureΦon　RnN　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Φ一（fs＋8nN＋’d〃λ・，x）－1L＃（i！λ・，x　L　snN＋1）・

Then，　noting

　　　　　　　　　　　　　　Φ（RnN）〒（fs＋　snN＋1d〃λ・，x）－1L＃（UAt，．　L　sniV＋’）（R　）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（fs＋snN＋’dUA・，・）－1　fs＋8πN＋’d〃λパ

we　have　by　Jensen，s　inequality

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fR。N　lpl2d〈P≧1ムNρdΦ12・

Here，　note　that　　l

fR。N　pd・¢一（fs＋　snN＋’d〃λ・・x）－1左N晦（1・λ・，・　L　snN＋1）一（fs＋snN＋1dyλ・・x）一’　fs＋s’“d〃λ・，x・

On　the　other　hand　Lemma　3．21），3）impliy　　　　　　　－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、fs＋s”d〃λ・・x－Dlμ・IMエ）／at（x）・

Finally　we　have

L。3＋8畏！、dλ・一

〉一

Lム8nN＋’d〃λtl・　f．．．　IP12dΦdlλ・1・

L（fs．slN＋’dVA…）一”1　fs＋♂∂〃λ山2∂1λ・l

ftt（Dlμ・11λ・1鋼＋1（x））－11DIμ，IM卿）12DIμ，11λ・1（x）dliUtl

鳥鵠；）drl，utl－f．i▽・L　（X）12dx・

、．ハ

This　implies　the　assertion． Q．E．D．
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Department　of　Applied　Mathematics，　Faculty　of　Engineering，　Shizuoka　University

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hamamatsu　432－8561，　Japan

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－「entative　version，　June　3，2004

1　1ntroduction

　　　LetΩ⊂Rn　be　a　bounded　domain　with　Lipschitz　continuous　boundary　and　let　FニF（p）

be　a　fUnction　de丘ned　on　RnN，　the　set　of　all　2V　byη，　matrices　with　real　elements．　Now　let　us

considef　the　functional　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－

　　　　　　　　　　　　　　　　　’　」（u）－f．F（▽ψ・

　　　　　　　　　　　∂ILi

where▽u＝（　　　　　　　　　　　　　　）．

　　　　　　　　　　　∂xα

　　　We　suppose　the　following　facts　fbr　the　function　F．’

（A1）F∈01（RnN）

（A2）Fis　qua8iconvex　with　respect　toρ，　that　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z；．iilbD）f．F（PO十▽φ（X））dx≧F（PO）

　　　　fbr　each　bounded　domain　D⊂Rη，　for　each　po∈RnN，　and　fbr　eachφ∈W｝’°°（D；RN）

（A3），There　exist　positive　constantsμ，λand　a　constant　q＞1such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λlplq≦F（P）≦〃（1＋lplq）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11引≦μ（1十lplq－1）

　　The　equation　of　gradient　flow　fbr　J　is　given　by

（・・1）　、筈（t，x）一曇∂9．｛Fla（▽ψ））｝一い∈Ω・

We　impose　the　initial　and　the　boundary　conditions

（1．2ピ　　　　　 u（O，x）＝ψ）∴x∈Ω，

（1．3）　　　　　　　u（ちx）ニω（り，　x∈∂Ω．

　　This　research　was　partially　supported　by　Grant－in－Aid　for　Scientific　Research（No．14540202），　Japan

Society　for　the　Promotion　of　Science

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1



／

We　supP。se　that　u。　andωbe1・ng　t・W1・・（Ω，　RN）∩L2（Ω）and　that　7炉7ω‘・n∂Ω（午is

the　trace　operator　to∂Ω）．

　　In　this　article　we　say　that　a　function　u　is　aωeαk　solution　to（1．1）一（1．3）in（0，00）×Ω

if　u　satisfies　i）u∈L°°（（0，0c）；Wi・σ（Ω）∩L2（Ω）），　ILt∈L2（（0，　T）×Ω）fbr　any　T＞0，

ii）s－1鶏輌一u・（9c）in　L2（Ω）・iii）7u（£）7ω・n「f°「£1－a・e・ちand’v　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）fbr　any

φ∈（76（（0，00）×Ω）　　　　　　　・

（1．4）

顯゜°鯉工）φ’（t，x）＋書ろ；（▽u）9£（t，　x）｝dxdt－・’・

If　u　is　a　weak　solution　to（1．1），　then　J（u（t））is　absolutely　continuous　and　it　holds　that

dJ（u（t））／dt－一（zet，叫L・（Ω）≦O・f・r　L’－a・e・¢・Thus　this　de丘nes　a　gradient且・w　f・r　J・

　　We　construct　an　approximate　solution　to（1．1）一（1．3）by　the　method　of　discretization　in

time　and　minimizing　variational　f皿ctionals．　In　recent　several　years　this　approximating　way

is　widely　applied　to　constructing　weak　solutions　to　nonlinear　partial　diff已rential　equations．

・Letんbe　a　p・sitive　number．　A　sequence｛zet｝in　W’・・（Ω，　RN　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）is　constructed　as　folloWs：

we　let　uo　be　as　in（1．2）and　for　1≧1we　de丘ne　ILI　as　a　minimizer　of　the　functionaI

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ft（の一lf．L’一：ε一112由」（V）

in　the　classω＋W1・q（Ω，　RN）（that　is，　am・ng血ncti・ns　in卿（Ω，　RN）with　7v＝7w）・

The　existence　of　a　minimizer　of巧！is　assured　by　the　quasiconvexity　of　F　and（A3）（see，

　　　　　　　　　　　［1，Chapter　4，　Theorem　2．9｜）．　Note　also　that（A3）assures巧is　Gateaux丘）rexample，
differentiable．　Approximate　solutions　uん（t，勾andπん（t，∬）（（‡，司∈（0，0c）×Ω）are　de丘ned

as，　f・r（1－1）んくt≦lh，

♂（ちx）一£一（?f）九ψ）＋1んi7－：‘uト・（勾

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　πh（ち勾＝ψ）．

Then　the　fbllowing　facts　hold（see，　fbr　example，［610r　other　references　cited　in［5］）．

　　Proposition　1．1　VVeんαve

　　　1）｛1剛L・（（。，。。）．Ω）｝i8肌if・rmly　b・掘e4蹴re8蝋励

　　　2）｛1剛L・・（（。，。。）、輌（Ω）∩L・（Ω））｝i3呵・r鴫b・肌∂θ輌伽e8蝋‡・れ

　　　3）｛1剛L・・（（。，。。）、w・，・（Ω）∩Lr（Ω））｝i8叫formly　b・unded　with　respect　t・九

　　　4）for　any　T＞0，｛ll　Ztんllw・．・（（。，T）．Ω））｝i8　unif・r鴫b・unded　with　re8pect　t・九・ω九ere

4＝min｛q，2｝．　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

Then　’狽??窒?@exist　a∫funCti・n　u　SUCん‡んαちρα3卿舌・α8μb3e4μeηCε輌ece88αry・

　　　5）π九c・hverges　t・　iL　asん→0ωeα胸3顕ηL°°（（0，。。）；W’二σ（Ω））

　　　6）伽卿丁＞0，uh　c・nverges　t・・u　asん→0ωeα伽ηW1・σ（（0，　T）×Ω））

　　　7）uh　c・nverges　t・　u　asん→O　str・ngly　in　Lq’（（0，　T）×Ω）

　　　8）Of九converges　to　uα3ん→Ostrongly　in　Lζ（（0，　T）×Ω）　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　9）8一畑（£）－U・in　L2（Ω）・
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　　　Proposition　1・19）means　that　u　satisfies（1・2）in　a　weak　sense．　Proposition　1．15）implies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ω∈L∞（（0，00）；碗’q（Ω））fbr　each　h（notethat　u　satisfies（1．3）in　a　weak　sense　since芭ん

that畔（Ω）is　a　cl・sed　subspace・f　W1・・（Ω））．　Thus　the　pr・blem・is・whether・u・satisfies（1．4）．

Since　ul　is　a　minimizer　of巧（v），∂」弓（2Ll十εφ）／dε1ε＝o＝Ofbr　anyφ∈碗’q（Ω），　and　noting

　　　　　　　（1－1）んくt＜1ん，¢（t，勾＝（ILI（x）－ZLt＿1（x））／ん，　we　havethat，　fbr

（1．5）
曇L｛（u？）i　（x）　ipi（x）＋妄L（▽め農（x）｝dx…　・

毎anyφ∈畔（Ω）∩L2（Ω）and　any　t∈U歪。（（e－1）醐）．　This　equality　leads　us　t。　expect

that　the　limit　u　is　a　weak　solution　to（1・1）一（1．3）．　However　we　have　not　yet　succeeded　to

show　it．　Instead　in　this　article　we　show　an　identity，　which　should　be　a　key　estimate　in　our

problem．　Our　main　tool　is　varifbld　theory　and　it　is　discussed　in　Section　2．　The　main　theorem

is　stated　in　Section　3　and　it　is　proved　in　Section　4．

2 Varifbld　setting　and　first　variation　with　respect　to　J

　　　Letσ一Ω×RN・Usually　an　n－varif・ld・in　U・is　a・Rad・n　measure・nσ×G，　where　G　is

the　collection　of　all　n－dimensional　vector　subspaces　of　R”＋N．　However　in　this・article　we　say

V　is　an　n－vαrifold　inσif　V　is　a　Radon　measure　inσ×RnN．　Let　V　be　an　n－varifbld　inσ．

The　weight　of　V　is　defined　byμγ（B）＝V（B　x　RnN）fbr　each　Borel　set　B⊂σ．　Clearlyμγ

is　a　Rad・n　measure・nσ・By　Lemma　38・4・f［7］　there　is　a　pr・bability　M・n　measureη警）

forμγ一a．e．　z∈σsuch　that

　　　　　　　　　　　　　　　fu。．Nβ（z，P）砺（2，P）－fu（fR。Nβ（z，P）吻el）（P））dPSv，・

　　　Suppose　that人イis　a　countably　n－recti丘able　set　inσ（refer　to［7，　Chapter　31　fbr　the

definition　and　basic　properties　of　an　n－rectifiable　set）and　thatθis　a　locally究n－integrable

function　onルt，　where？7t”　is　the　n－dimensional　Hausdorff　measure．　We　further　suppose　that

冗n－a．e．　z∈ルf　the　approximate　tangent　space　Tzル臼s　not　transversal　to　Rn．　Then　it　is　a

linear　space　given　by　the　equation　y＝Azx　（x∈Rn，　y∈RN）for　an　N　by　n　matrix∠Az．　Then

avarifbld　inσ，　i．e．　a　Radon　measure　onσ×RnN，　is　defined　by　a　continuous　linear　functional

q　一〉　fM　9（z，　A）θ（z）d”n・lt　is　called　an　n－rectifiable　varif・ld　and　den・ted　by　v（M，θ）．　We

callθamultiplicity　function．　For　each　N　by　n　matrix．4，．let　M（A）denote　the　vector　consists

・fall　min・r　determinants・f舳cluding　O－th・rderdeterminant，　i．e．，1．　Then　fD　IM（A）ldx

is　the　area　of　the　plane　y＝Ax　over　the　set　D⊂Rn．　Given　a　countably　n－rectifiable　set

such　that　Hn－a・e・z∈Mr@the　apPr・ximate　tangent　space　T，M　is　n・t　transversal　t。　Rn，

we　putθ・（の一1／IM（A・）1　and　define．an　n－recti丘able・varif・ld　v（M，θ。）whenθ。　is（1・cally）

胃n－integrable　onノレt．　It　is　called　a　graph　type　n－rectifiable　varifbld．

　　The　terminology“graph　type”comes　from　the　following　fact．

　　Proposition　2・1　Let　v　beα　function　in’　VVi・1（Ω，　RN）．

　　　1）G。乞8c・雄α殉ηイec舌輌ble

2）ムθ・臓一Ln（Ω）・where　G・　is　the　graph　・fv

　　3）　θo　is　？¢n－inte9γ「αble　on　（享む　and　thus　there　exists　α　9γ「aph　彦ype　n－rectifiαble　vam701d

V：＝”（（］v，θo）
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4）かαcん一egα加e　c・η痂一麺伽∫・ηΩ×RN×RnN・

（2．・）　　ゐ∫（x，ψ叫））dx＝　fu。R。Nf（z，P）dV（z，P）・

　　Pr。Of　Asserti・n・）is理ell－kn・wn（c・mpare　t・，　f・r　example，　The・rems　4・f［4・ISecti°n

3・1 F・”n．a．e．　z∈Gv，　the　apPr。ximate　tangent　space　T，G．　exists　and　is　expressed　by　the

equati。n・y－Dv（π（小Herebyθ・（の一1／IM（Dv（π（z）））l　and　hence

　　　　　　　　　　　　　　　ムθ・ぽ一f．r．（S．（x））11M（Dv＠））1時dエ・

Thus　Asserti。n　2）f・11・ws　and　Asserti・n　3）is　the　immediate　c・nsequence・f　2）・

　　When　spt∫is　c・mpact，　we　have　by　the　de丘niti・n・f　graph　type　rectifiable　va「if・ld

（2．2）
fu。R。N　f（z・ρ）dV（z，P）一ム∫（測π（z）））θ・ぽ（z）・

ReplacingΩwith　any・pen　set　in　Asserti・n　2），　we　haveπ‖（（7・CnLG・）Lθ・）－Ln・Thus　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．Hereby　we　obtain　theright　hand　side・f（2．2）c・incides　with　the　left　hand　side・f（2・1）

conclusion　fbr　a　function　f　with　a　compact　support．　　　　　　　　　　　　　　　－
　　　SupP。se　that∫is　a　general－egative　c・ntinu・us　functi・n・‘Then，　apPr・ximating　f

with　an　increasing　sequence・鋤cti・ns　in　O8（Ω×RN×RnN），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　we　obtain　the　conclusion

by　the　monotone　convergence　theorem・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q・E・D・

　　　We　say、an　n－varif・ld　V・is・pre－graph　type　if　sptμγis　c・untably　n－recti丘able　andμγ一a・e・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　We　say　an’pre－graph　typez　the　apPr・ximate　tangent　space　T。Pav　is　n・t　transversal　t・Rn・

varifold　V　is　1ゾif
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llVllLr：－fu．k，，．　lpl’dV＜…

Pr。P。siti・n　2．2　SupP・se　tん吻くr．　Le‘ル，P）beαc・nt拠・us　function・nσ×Rη・

鋤。se　that　for’　eαCh　z－（X，y）∈σαηd　eαCんρ∈RnN

（2．3）　　　　　　1∫（z，P）1≦μ1（1＋lplq）

hαve
　　　　　　　　　　　　　　　叫♂z，P）ユP）－fu。．Nル，ρ）昧，P）一

Further　we　have　lfe（z，P）1≦2μ1ε一1　by（2β）・It　f・ll・ws・fr・m　Pr・P・siti・n　2・1　that

（2．4）
fu。R，，N　fE（z，P）埠ρ）－fu。R。N　f（z，P）dVk（z，P）1

4



L

　　　　　　　　　　　　　　　≦fu。R。N　l脚二∫（z，P）1∂砕・ρ）

　　　　　　　　　　　　　　　－fu．R。N　lル，ρ）1レ（ε（1＋1ρlq））1叫（z，ρ）

　　　　　　　　　　　　　　　≦・工1∫（z，P）凧

　　　　　　　　　　　　　　　≦μ・工（1＋1ρ臓，

where　Feニσ×｛ρ；1十1ρlq≧ε一1｝．　Since

（2・5）　曝）≦工（1＋lplq）dVk≦・fu．RnN（・＋1ρr）覗≦κ・

fbr　some　constantκo　independent　of　k，　we　have　Vk（Fe）＜κoε．　Furthermore　by　H61der，s

inequality　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘

　　　　　　　　　　ム（1＋lplq）覗≦姻1一σ／「（工（1＋lplq）r／螂「≦K・ε1－q／・・牛

Hence　we　have　that，　asε→0，

L♂（・，P）dVk（z，ρ）→fu．．Nル，P）dVk（z，P）

unifbrmly　with　respect　to　k．

　　On　the　other　hand，　since　fe（z，p）∈C8（σ×RnN），　we　have

（2・6）　　㍊♂（z・晒（z・P）－fu。R。N　fe（z，P）dV（z，P）・

By　Proposition　2．1　and（2．3）we　have

1‘♂（z，P）dVk（z，P）1≦fu．R。N　lf（z・P）ldV・（z，P）

　　　　　　　　　　　　　≦μ・fu．RnN（・＋IPlq）dV，≦K・μ・，

where　Ko　is　as　in（2．5）．　This　and（2．6）imply

lfu．R．N　fe（Z，P）dV（Z・P）1≦K・μ・・

Without　loss　of　generality　we　may　assume　that　f　is　nonnegative，　and　then　we　have∫』（z，p）＜

fe，（z，p）wheneverε〉ε’．　Hence　by　the　monotone　convergence　theorem　we　have，　as　e→0，

　　　　　　　　　　　　　　　fu。R。N　fe（z，P）dV（z・P）→fu．．Nル・P）dV（・，P）・

Thus　we　have　the　conclusion　by　the　use　of　a　standard　fact　in　iterated　limits．　　　Q．E．D．

　　Letγbe　an　n・・varifbld　inΩ×Rn．　The　first　variation　of　J　fbr〃，　which　is　denoted　by

δ」［V］（φ），is　de丘ned　as

（2・7）δ」間（φ）－fu。誌ピL（P）（…裟（・2）＋鵠（z）2）dV（z，P）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5／
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variation　is　denoted　by　IIδJ［V川．

The。rem　2．3　Let　V　be　a∬pre，grαph　type　n－vαrif・ld　for　s・me　r＞q・鋤・se　thαt　V

hαS　1。cally　b・unded　first　Vαriαti・耐」　in・9・Then　V　satisfies

　　　　　　　　　　　　　誌ろL（P）ぽα）吻e’）（P）一゜（‘，」ニ1，…，N）

f。r　Hn一α．e．2∈sptμγ，　where・P・den・te8　the　mαtrix・wんich　describs　the　apPr°ximate　tangent

8Pαce・fpav　at　z，　namely，　T。・pav－｛y－P・X｝・

　　　P碑Since　sptμv　is　c・untably　n－recti丘able，θn（μv，z）一・θ（z）exists　f・r　Pav－a・e・z∈σ・

For　such　a　z　we　have

　　　　　　　　v，，λ（Bρ（z）×RnN）・一（λ一n（η。，λ）uVL77・，λ（σ））（Bρ（z）×RnN）→ρnω・θ（勾

asλ→0，　whereη、，λ（ζ）一λ一・（ζ一z）．　Thus，　passing　t・a　subsequence　if　necessary，　V・・λ

c°nfgt蕊i瓢蒜㌶ly＿atest血ncti・ninthelimitingPr・cedure，We　have

μo＝θo（z）7t”LTz　pav・

　　　Since　V　has　locally　bounded丘rst　variation　of　J　inΩ，　we　have

（2・8）　　　　Ii漂ρ1一ηllδ」間ll（Bρ（勾）＝°・

φ∈0；（BR（0）；Rn＋N）with　1φ1≦1，

　（2．9）　　　1δJ［Ol（φ）1

－　ifRn＋＿N顯嚇寡（く）＋鍔（ζ）盛）d・（ζ，P）1

一瓢＋N．隠シL（P）（；裟（ζ）＋ξ；多（ζ）盛）d眺ρ）1

一概λ一nl　fu。密N顯L（P）（麗（λ一1（ζ一勾）悌（λ一1（ζ一z））醐く，ρ）1

一概λ一nl　fu。．N顯L（P）λ（∂iα（φ‘（λ一1（く一）））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋ξλ∂iゴ（φ’（λ一1（ζ一z）））Pla）dV（ζ・ρ）1

　　　　＝limλ1－nlδJ間（φ（λ一1（・－Z））l

　　　　　　　A　o

　　　　≦R　11鵯f（λR）1－nllδ」［γ川（BλR（z））ニ゜・　　　　　　　・
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　　Let　9　be　a　functi・n　in　Oδ（Rn＋N），　and　we　test　a　vect・r　field　9（〈）△iゴ（y一励，　where△iゴ

is　the　Nby」V　matrix　such　that（i，のelement　is　l　and　others　are　O．　Then（2．9）implies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　／V

0　＝・
ム＋＿［顯㌦（P）（農α（〈）［△i・’　（Y　一一　POX）］・k＋9（ζ）δ・k（一銘α））

＋曇（券（ζ）［△i2’　（Y　一’一　P・x）］kps＋9（ζ）醐；）瞬，P）

ム＋NムN［n　IVΣΣ廃（Pαニ1k＝1）（農（ζ）［△iゴ（剛ん＋9（ζ）δik（－plbα））

＋ξ（券（ζ）［△iゴぽ）］kpE＋q（ζ）δikδゴipt）］吻e〈）dμc・

Since　sptμo＝Tz　pav＝｛y＝pox｝，　the　terms　having　y　一　pox　vanish　and　thus

　　　　　　　　　　　　　　　ム＋．　・P（ζ）ムN躯（P）（一銘α＋凪）吻εdμ・一・・　’

Since（P　is　arbitrary，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム羅（P）ぽα）吻9）一・・

It　is　n・t　di伍cult　t・sh・wη9Lη聯）飴rμc－a．e．ζ∈Rη＋N．　Thus　the　pr・・f　is　c。mplete．

Q．E．D．

3　Main　Theorem
　　Suppose　that　u∈L°°（（0，00）；Wl，q（Ω））∩UT＞o　Wi・4（（0，　T）×Ω）is　a　weak　Solution　to（1．1）一

（工3）・There　is　a　recti丘able　varifbld”（（］u（ち．））inσfbr　L1－a．e．　t．　By（1．4）and　Proposition

2．1we　have，　fbr　eachφ（z）＝φ（x，　y）∈C6（（0，00）×σ）（we　use　notations　x　and　z＝（x，　y）fbr

variables　inΩandσ＝Ω×Rハ「，　respectively），

（3・1）曇元゜°｛ム弓ゆ）φ・（t・』））dx

　　　　　　　　＋fu。分N顯長（P）（9裟（ち勾＋掛z）綱，P）｝dt－・，

where　Vt＝”（Gu（t，．），θo）．　Conversely　suppose　that　a　functionμand　a　general　varifbld　Vt　with

a　parameter　t∈（0，00）satisfy（3．1）．　Then　u　is　a　weak　solution　to（1．1）if

（3・2）　　　　　　Vt＝”（G。（ち．），θ。）fbr　L’－a．e．t．

　　Let　uん（t，x）and百九（t，x）be　apPr・ximate　s・luti。ns　c。nstruct6d　in　Secti。n　1．　By　Pr。p。si．

tion　2．1　there　exists　a　one　parameter　family　of　graphic　rectifiable　varifolds

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v、h－”（Gih（ち．）。θ・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’7

　　　　　　　　　　　　　・へ



／

ノ

／

Further　by　Proposition　2．1　we　can　rewrite（1．5）as（3．1）：for　eachψ（t）∈08°（0，00）and

φ（z）∈0『（σ）

（3．3）

曇1°°｛fSt（ze9）’（t，　c）φ‘（ちx，thu（t，　x））dx

　　　　　　。R。N｛顯㌦ω（∂φi　　　（t，z∂xα）＋曇；多（t，z）醐（z，P）｝dt－・・
＋fu

We　have　by　Proposition　2．12）

（3．4） ess
Gミ：plL。．Nβ（z，P）dV，h（z・P）1≦Ksuplβ1

fbr　anyβ（1，P）∈08（σ×RnN）・

　　　The　fbllowing　Proposition　can　be　obtained　by　the　use　of（3・4）in　the　standard　compactness

argument（compare　to　Proposition　4．30f［3D．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

Pα蕊瓢㍍蹴漂：㍑罐魏μ罐㍑㍑｛：Vth｝ψ（t））∈α麟

αn〔iβ（1，P）∈08（σ×Rnハ「），　　　　　　　　　　　．

概。f。°°ψ（t）fu。R．．　5（z，　P）dV・h（z，P）dt　一　f，T　zb（t）fu．．Nβ（・，P）dV・（z，P）dt・（

　　If　we　could　show　Vt　as　in　Proposition　3．1　satis丘es（3．2），　the　we　would　arrive　our　final

destination．　However　we　have　not　yet　succeeded　it．　Instead　in　this　article　we　show　the

following　identity．

　　Theorem　3．2　Suppose　tんαt｛11訓IL。。（（o，。。）；wl，r（Ω））｝is　uniformly　bounded　with　respect　to

hf・r　s・mεr＞σ．　Then，　f・r　Li一α．e．ちαnd　for　Hn一α・e・Z∈Gu（t，・），

誌綱（∂蒜zL凪）吻e’）（P）一・ （i，」＝1，＿，N）・

4 Proof　of　the　Main　Theorem

　　　Since｛Il　thu　llL。。（（o，。。）；w1，，（Ω））｝is　unifbrmly　bounded　with　respect　to九，　we　obtain　the

following　proposition　in　the　same　way　as　in　the　proof　of　Proposition　2．2．

Pr・P・siti，・n　4．1　SupP・3e£九吻くr．　Let・f（z，P）be・a　c・漁拠輌励・n・nσ×R”　such

t九at　（2．3？ん・lds．　Let　T　be　any　P・緬・number・Then，ザ｛Vtん｝αn州αre　as　in　Pr・p・siti・n

3．1，fbr　eαc九ψ（£）∈L1（0，　T）2〃e九αve

恕∬ψ（t）fu。R。N　f（z，P）dV，h（z，P）dt－∬ψ（t）fu。R。Nf（z，P）獅，P）dt・
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　　　Note　that　the　fbllowing　proposition　holdS．

　　Proposition　4．2　The　function　u　of　Proposition　1．1　and　Vt〔プ」Proposition　3．1　satisfy
（3i1）．

　　　P螂P・ssibly　passing　t・血rthersubsequences，　we　have　by　Pr・P・siti・n　1．15）and　6）that

　　　　　　　　　　　　　of（3・3）converges　to　that　of（3・1）asん→0・Since，　in（3．3），　sptψ⊂（0，　T）the　first　integral

fbr　some　T，　we　apPly　Proposition　4．1　to　the　case　that

（4・・）
@∫（　）一曇［t？，Fpa（ρ）（…寡（z）悌（z）盛）1・

Then　the　second　integral　of（3・3）converges　to　that　of（3．1）asん→o．　　　　　　　Q．E．D．

　　Lemma　4・3　For　eαcんψ∈L°°（0，　T）and　iP∈08（σ）ωe　have

　　　　　　　　　　　∬ψ（t）fStip（輌脚t－∬ψ（t）fu．．Nφ（剃，ρ）dt．．

　　　」Proof．　It　follows　from　Proposition　1．18）that，　fbr　anyψ∈L°°（0，　T），

（42）　認∬ψ（t）ムφ＠・芭九（t・x）櫛一∬ψ（t）工φ（x，u（ち勾櫛

On　the　other　hand，　since　Proposition　2．14）implies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムφ（x，πh（t，x））dx－fu．R。Nφ（勾曝，ρ），

we　have　by　Proposition　2．2

（4・3）畑。∬ψ（t）工φ（x，thu（t・x）櫛一∬ψ（t）fu。．Nφ（卿，ρ）dt．

Thus　the　conclusion　follows　from（4・2）and（4．3）．　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

　　Lemma　4・4μMαnd（7tnLG。（t，．））Lθ・αre　m励吻αb8・蹴吻c・nt拠・u8　for　Li一α．e．　t∈
（o，。。）．

　　This　lemma　implies　in　particular　that　sptμvi＝spt？tnLGμ（t，．）．

　　　ProOf．　We　putμ£＝（7t！n　LGu（¢，．））Lθo．　By（2．1）we　have

　　　　　　　ムφ（x・姻）dx’　・・　fu　tO（z）IM（D・L（π（z）））r1∂（7tlnLG・（ち・））－fuip（づdμか・

Then　we　have　by　Lemma　4．3　that，　fbr£1－a．e．　t’∈（0，00），

fuip（z）dμ・－fuφ（z）（ムN吻㍑）（P））輌

f・r　each　iP∈08（σ）・This　means，　f・r　L1－a・e・t∈（0，，。。），

（4・4）　　　μ・（A）－fA（ムN吻髭）（P））dPv，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
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fbr　each　Borel　set、4⊂σ．

　　　When　a　Borel　set　A　satisfies　JuVt（A）＝0，　we　haveμμ）＝Oby（4・4）・Thusμ£＝

（7tnL（；u（t，．））Lθ。is　abs・lutely　c・ntinu・us　with　respect　t・μu　f・r乙’－a・e・孟∈（0，。。）・

　　　Conversely，　whenμ£（A）．：＝0，　we　have　Vt（A×RπN）ニOfor乙1－a．e・t∈（0，00）by（4・4）l

Thenμvl　is　absolutely　continuous　with　respect　to？¢πLGu（t，・）fbr乙1－a・e・t∈（o，　oo）・Q・E・D・

　　　By　Theorem　2．3　the　proof　of　Theorem　3．2　is　complete　if　we　show　the　fbllowing　lemma・

　　Lemma　4．5　Vt九α810cα〃y吻ite　first　variation　q∫Jin　9’　for　Li一α．e．診∈（0，00）．

　　　Proof．　Let　T　be　any　positive　number　and　let　W　be　any　open　set　inσsuch　thatΩ’：＝

π（W）⊂⊂Ω．SupP・se　thatφ∈0；（（0，。。）×σ；RN）satis丘es　sptφ⊂（0，　T）×W・By（3・3）

and　the　definition　ofδ」［Vth］we　have　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　、

（4．5）
f。°°δ」［哨（φ）dt－一副゜°工（¢）’（ち勾φゼ輪ゴ（t，　x））dxdt・

Thus　by　Proposition　1．11）

If，TδJ［嘲（φ）dtl≦CT，vv　sup　lq！）1，

where（7T，w　is　a　constant　independent　Qf　h．　This　inequality　implies　that　the　linear　fUnctional

c6（（・，・・）×σ；RN）∋ip”f。°°δJ［嘲（φ）dt・E　R

has　a　unique　extension　to　a　functional　Lんon　O8（（0，00）×σ；R／v）and　that

1．Lんφ1≦0ルv，T　sup　lφ1・

By　the　Banach－Alaoglu　theorem　and　the　Banach－Steinhaus　theorem　there　exists　a　subse．

quence（still　denoted　by｛Lん｝）and　a　functional　L　such　that　L九φconverges　to　Lφfbr　each

φ∈08（（0，00）×σ；RN）and　fbrφwith　sptφ⊂（0，　T）×W　　　　　　－

（4．6）　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　lLφ1≦CT，w　sup　lφ1．

By　the　Riesz　representation　theorem　there、　are　a　Radon　measure〃on（0，00）×σand　a〃

measurable　RN　valued　function　v　with回＝1，〃－a．e．，　such　that

Inequality（4．6）implies

Lφ一
ﾒ。。）。uv・iPdu・

〃（（・，T）×W）－sup｛編丁）。wv・φ城∈C8（（・・T）×W；RN）・　lq51≦・｝≦CT，vv・

We　defineρ（A）・＝〃（A×W）fbr　a　Borel　set．4⊂（0，T）．　It　is　well－known　that　fbr　pトa．e．

t∈（0，T）there　exists　a　probability　Radon　measure　m£on　W　such　that　d〃＝dmt（z）吻（t）

（refer・t・［2，　Chapter　1，　The・rem　10］）．　Then・f・r　iP∈（コ8（（0，　T）×W；RN）

（4．7）

Lφ一f。T，，．fw．v・iPdm・dp・

10
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　　　Letφbe　a　vect・r丘eld　in　O；（σ；RN）・ApPlying　Pr・P・siti・n　4．1　f・r　f　as　in（4．1），　we　have

　丘）reach　T＞Oandψ∈L1（0，T）

（4．8）　　概∬ψ（t）δ」囲（φ）∂¢一∬ψ（孟）δ」岡（φ）dt．

Thus，　since　Lん（ψφ）－fe°°ψ（t）δ」［嘲（φ）∂¢and膓L九φ一Lφ，　we　have　f・r　th∈C8（・，・・）

　andφ∈（76（σ；R∧「）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

（4・9）　　　L（ψφ）－f。°°ψ（t）δ」［v・］（φ）dt・

Forφwith　sptφ⊂Wand　fbrψwith　sptψ⊂（0，　T）we　have　by（4．7）and（4．9）that

（4…）　　f。°°ψ（舌）δ」岡（φ）∂諺一∬ψ（t）Lり・φ輌

｛1罐㌶：「2籾n1’11），（4・5）・and（4・8）that　the「e　ex’sts　a　c・nstant隅バch

（4・・1）　　1∬ψ（t）δ」岡（φ）剥≦己wllψIL・（。幻suplφ1．

N・te　that　m・（W）－sup｛か・φ鋤；φ∈・8（W；RN），1φ1≦1｝．　Since　m、　is　a　pr・bability

measure，
（4・12）　　sup｛か・φ輌∈C8（W；RN），1φ1≦・｝－1．

．Combining（4．10），（4．11），　and（4．12），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l∬ψ（t）dρ（t）1≦c6，w‖zb　llL・（。の．

Thusthe血ncti・nalψイψ（t）dρ（りisb・unded　in　L2（・，T）．　Then　thereexistsa血ncti。n

P∈L2（・，T）such　that∬φ（脚）イψ（t）ρ繊飴r　anyψ∈L2（・，τ）．　Putting砺一

P（t）残，we　have　by（4・10）that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬ψ（りδ」岡（φ）dt－∬ψ（¢）fwv・｛

Thus　fbr　L1－a．e．　t∈（0，T）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ」岡（φ！一んu・φ晦・

Since　T　is　arbitrary・we　have　the　conclusion．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．
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