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はしがき

　この報告書は、平成14年度～平成16年度に実行された科学研究費基盤研

究（C）（2）「非干渉計測法を用いたフレネル回折弓鍍からの物体再生の研究」の成

果をまとめたものである。光のように高い振動数をもつ波動によって物体構造・形状

測定を行う際、通常、参照波を用いた干渉縞測定法が使われるが、本研究は、ガウス

フィルタ関数を物体波に掛けて物体の構造・形状をより簡便に再生する新しい方法の

確立を目的としていた。この報告書では、研究成果として平成14年度～平成16

年度の3年間に発表した論文3編と現在投稿中の論文1編をまとめてある。

　最初の論文は、レーザ光を用いて実際に位相物体を再生する実験結果であり、レー

ザ光のガウスビームをガウスフィルタの代わりに使用することで実際の物体位相を波

長の約1／10の精度で再生可能であることを示している。2番目の論文は、従来、ガウ

スフィルタによる位相回復では2次元物体に対して必要であった3回の2次元回折強

度分布測定を、2回に減らすことができる新しい計算アルゴリズムを提案している。

しかし、このアルゴリズムは使用できる画像の分点数に制限があるので、さらなる改

善が必要である。3番目の論文は、最近、研究が盛んなX線による回折強度からの物

体再生の分野へ、本方法を適応するシステムの提案を行っている。X線の領域ではレ

ーザ光のように適当なガウスビームを作ることは難しいので、ここでは微小円形開口

にX線を照射し、その遠方回折分布であるエアリーディスクパターンの中心部分をガ

ウスビームとして近似的に用いることを提案し、計算機シミュレーションでその有効

性を示した。4番目の論文では、物体からのフレネル回折面上でスリット開口を走査

し、その回折光弓鍍を測定することで物体に間接的にガウス関数をかけたデータを得

る新しいシステムを提案している。さらに、この論文ではフーリエ変換を用いた新し

い位相計算法も提案し、2次元複素物体の計算機シミュレーションによってその有効

性を示している。

　本研究においては、干渉測定を用いない新しい物体再生システムをいくつか提案し

た。しかし、実際に実験を行うことは、ガウスビームを用いた光の実験だけに留まっ

ており、新たに提案した円形開口照明システムや、走査スリットを用いたシステムに

っいては、時間的および予算的問題で実験を行えなかった。今後これらの問題が解決

した段階で、実証実験を行う予定である。

　平成17年5月

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　中島伸治
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Phase　retrieval　from　experimental　far－field　intensities

　　　　　　　　　　　　　　　　　using　a　Gaussian　beam

Abstract

The　noniterative　phase　retrieval　rnethod　by　use　of　Gaussian　filtering　is　applied　to　the

reconstruction　of　phase　objects　from　experimental　far－field　intensities．　In　this　method，

the　complex　amplitude　of　transmitted　light　through　an　object　is　reconstructed　from

three　far－field　intensities，　which　are　measured　with　the　modulation　of　the　object　by

laterally　shifted　and　unshifted　Gaussian　filters．　In　the　experiment，　the　arnplitude　of　a

Gaussian　beam　illuminating　objects　is　utilized　as　a　Gaussian丘lter，　and，　as　the　phase

・bjects，　a・・nv・・ging　l・ns　with　a・mall　exit　pupil　and　a　pla・ti・fib・・immersed　in

optical　adhesive　are　used．　The　experilnental　results　show　that　the　Gaussian．　beam　of

alaser　is　capable　of　retrievillg　the　phases　of　those　objects　with　the　accuracy　of　the

range　from～1／10　to　1／40f　the　laser’s　wavelength．
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1．INTRODUCTION

Phase　rneasurements　of　wave　fields　are　of　importance　in　various　areas　of　science　and

engineering．　In　optics，　interferometric　teclmiques　are　generally　used　to　determine

the　phase．　For　high－frequency　waves　such　as　x．rays，　electrons，　and　atolnic　waves，

the　phase　rneasurement　using　interferometric　techniques　is　difllicult　because，　in　such

waves，　a　coherent　reference　wave　is　barely　obtained　and　some　severe　conditions　on

measurement　system　are　required　when　observing　interference　fringes．　Thus　there　have

been　studies　of　noniterferometric　methods　of　retrieving　a　phase　distribution　fronl　the

intensities　of　a　wave丘eld．1－80ne　approach　to　the　phase　retrieva1　from　intensities　is　the

use　of　iterative　algorithms，　in　which　the　phase　is　determined　as　an　iterative　solution

under　some　constraints，　that　is，　measured　intensities　andαpriori　informatiorl　of　a

wave丘eld．　In　iterative　algorithms，　there　are　several　types　for　using　some　constraints，

for　example，　image　and　far－field　intensities　of　an　object，9αpriori　information（e．g，

nol1－negativity　and／or　support　of　an　object）and　far－field　intensity，10，11　two　far一丘eld

intensities　of　an　object　inodulated　and　unmodulated　by　an　exponential　filter，12　far－field

intensities　of　an　object　a1ユd　the　object　m．ultiplied　by　a　window　functioni3，　and　far一丘eld

intensities　of　all　object　and　its　sma，11＿phase　solution　used　as　a　starting　point　for　an

iterative　algorithrn．14　The　demonstration　of　iterative　algorithms　has　been　shown　in

the　phase　measurernent，　for　example，　ill　e！ectron　microscopy2　and　the　x－ray　imaging

for　noncrystalline　samples．15　The　other　approach　to　the　phase　retrieval　is　the　use　of

a皿lytic（noniterative）methods，　for　example，　phase　retrieval　based　on　the　properties

of　wave　functions　pertaining　to　entire　functiorls，3，7，8　and　phase　recovery　by　solving

the　transport－of－intensity　equation．16－19　The　intensity　propagation－based　rnethod　has

been　applied　to　phase　measurements　using　x－rays，20　electrons，21　and　neutrons．22

Recently　we　proposed　a　phase　retrieva！method　by　llse　of　Gaussian　filterjn9，23，24
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which　is　based　on　the　properties　of　entire　functiolユs　of　a　wave　field．　In　this　method，

the　phase　of　a　wave　field　in　a　plane　is　retrieved　by　solving　simultaneous　equations

consisting　of　unknowl！coefEcients　ill　the　Fourier－series　of　the　phase　and　intensity　data

in　the　far－field　plane　for　an　object　measured　by　modulation　of　the　object　with　a

known　Gaussian　function　and　with　its　shifted　functions　along　horizontal　and　vertical

directions　in　rectangular　coordinates．

　　　In　this　paper　we　demonstrate　the　application　of　the　method　using　the　modulation

with　Gaussian　fi1七ering　to　tl〕e　reconstruction　of　complex　amplitude　in　the　object　plane

from　its　Fourier　intensity　data　collected　in　a　laboratory　experiment．　Two　types　of

objects　are　treated　here：one　is　composed　of　a　converging　lens　and　a　srrlall　circular

aperture，　and　the　other　is　a　plastic　fiber　immersed　in　optical　adhesive．　In　the　present

optical　system，　the　amplitude　of　a　Gaussian　beam　illuminating　objects　is　utilized　for

modulating　the　objects　as　a　Gaussian丘lter．　From　the　experilnental　results，　it　is　found

that　the　Gaussian　beam　froln　a　laser　is　capable　of　retrieving　the　phases　of　the　oblects

with　the　averaged　root－mean－squared　errors　of　the　range　from～2π／10　to　2π／4　rad．　A

brief　outline　of　the　phase　retrieval　rllethod　used　here　is　given　in　Sec．　II．　Experimental

results　and　discussioll　are　presented　in　Sec．　III，　and　Sec．　IV　is　the　conclusions．

2．Outline　of　the　Phase　Retrieval　Method

In　this　secti。n，　a　summa・y・f　th・phase・et・ieva11n・th・d　using　a　Gaussian　beam24　is

described　for　the　sake　of　readability．　An　object　of　two－dimensional　complex　amplitude

t・anslnittance（・r　reHectance）∫（姻（whi・h　is　assumed　t・b・・f　6nite　extent）i・illu－

minated　by　a　Gaussian　beam　with　a　wavelengthλ，　of　which　the　complex　arnplitude　is

3
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expressed　in　the　forrn

　　　　　　　　　　　　　　b（輌A；；exp（」2し吉U2）exp［乞π（μ；三u2）］，　（1）

where．4　is　a　constant　cornplex　amplitude，　Wo　is　the　waist　radius，　and　W　and　R

denote　the　bealn　radius　and　the　radius　of　curvature，　respectively，　on　the　object　plane

and　are　assumed　to　be　known　constants．　The　Gaussian　amplitude　of　the　beam　is

utilized　as　a　Gaussian　filter　that　is　necessary　for　the　present　phase　retrieval．　The

object　reconstruction　is　base（10n　two　far一丘eld　intensity　measurernents．　One　of　the

measured　data　terms　is　the　intensity　distribution　of　the　Fourier　transform　Fl＠，y）of

the　object　illuminated　by　the　Gaussian　beam，　and　the　other　is　the　intensity　distribution

of　the　Fourier　transform　F，（x・，　y）of　the　object　illuminated　by　its　shifted　bealn　with

ahorizontal　displacem．entτ（which　is　assumed　to　be　another　known　constant）．　The

complex　arnplitude　Fl（：lv，y）is　given　by

　　　　　　　　　F・（x，y）一胸μ，輌）exp［一乞芸（鋤小刷　　（2）

where　unimportant　multiplicative　constants　associated　with　the　diffraction　integra！s

are　ignored，　d　is　the　normal　distance　between　the　u－vand　cc－yplanes，　andσis

the　extent　of　the　object．　With　the　definition　ilユEq．（1），　the　shifted　Gaussian　beam　is

represented　by

　　　　　　　b（⊇－b（鋤・Xp（；讐）・xpCτ2蒜μ）・xpC識：2）・（3）

Equatio11（3）indicates　that　the　shifted　Gaussian　bealn　consists　of　the　original　bealn，

an　exponential　functiol1，　a　linear　phase　factor，　and　a　complex　constant．　TIle　effect

of　the　exponential　function　o1〕the　Fourier　intensity　of　the　object　is　utilizecl　for　phase

retrieval．　Substituting　Ecl．（3）into　Eq．（2）instead　of　b（u，　v），　we　obtain

　　　　　　　　　　　　輌）一・xp（÷＋・：瓠∫⑭輌

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4



×exp｛一篇［（・・U　＋　i・　＋・迦・］｝畝 （4）

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dλT
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　πW2，

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S＿竺．　　　　　　　　　　　（6）

The　values　of　c　and　s　can　be　evahlated　from　the　known　constantsτ，　d，λ，　W，　and　R．

Th，n　th，，elati・n　between　F、＠，y）an眠（鋤is　w・itten　f・・m　Eq・・（2）and（4）

　　　　　　　　　　　　　　　F・（x，y）一・xp（－f？、＋τ昂（・・＋・c＋・，y）・　（7）

Th・functi・n　F2＠，y）・・rresp・nds　t・th・functi・n　F1（x，y）　displaced　al・ng　the　imagi－

na・y　axi・・f　the　c・mplex　plan・・f　its　a・gument　x　simultane・usly　with　th・di・placement

s・al。ng　th・zaxis，・xcept　f・・the　c・mp1・x　c・n・tant　t・・m・Then，1・t　M（x，IY）andφ＠，IY）

be　the　modulus　and　the　phase，　respectively，　of　F1＠，y），　i．e．，

F1（x，y）－A4（x，y）・xp［τφ（x，y）］・ （8）

Expanding　the・eal　va・iable・x・in　Eq．（8）int・the　c・mpl・x・n・，鍋c，　and・1sing　Eq・・（7）

and（8），　we　can　obtain　a　relationship

　　　　　　　　　　　　　　　　　lnl舞二瓢1＋㌃一一lmφ＠＋鋤　　（9）

where　Im　denotes　the　imaginary　part　of　a　complex　function．01i　the　left－hand　side

of　Eq．（9）the　second　term　consists　of　the　known　constallts，　and　the　first　term　call

be　calculated　from　the　observed　intensity　data　ilユthe　Fourier　plane　because　IF，＠一

鋤is　the　m・dulus・btained　th・・ugh　c・mpensati・n・f　the　m・dulus　fiF2（鋤l　f・・its

displacelnent　5　al・ng　the忽axis　and　because　lM＠＋碗）l　i・the・n・dulus・f　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5



Fourier　trallsform　of　the　product　of　the　iIユverse　Fourier　transform　of　M（，x，？y）alユd　the

exponential　function　exp（2π四），　as　described　in　the　previolls　paper．23　We　can　retrieve

the　phase　distributions　along　lines　parallel　to　the　x　axis　by　so！ving　Eq．（9）with　a

Fourier　series　expan．sion．　The　phaseφ（x，y）on　a　set　of　l－D　lines　parallel　to　the　x　axis

is　represented　in　terIns　of　a　Fourier　series　basis：24

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

　　　　　　　　　　　　　　　　　卿竺亙［α・ω…等＋b・（小in竿1，　（1・）

where　the　observatiolユal　region　of　the　function　Fl（x，y）is　designated　as－1＜x＜1，　arld

Nis　su伍ciently　large．　Thus　the　unknown　function　ip（　u，y）on　a　set　of　1－D　lines　parallel

to　the　x　axis　is　represented　by　the　unkllown　coefficientsαn（y）and　bn（y），（n＝1，＿，N）．

Substituting　relation（10）into　Eq．（9），　we　obtain

ln
｣㍊1＋監曇［αn（y）sin÷∫蝸）…㍗］・inh（ηチc）・（11）

By　calculating　the　left　hand　side　of　relation（11）at　21V　values　of　sU，　we　obtain　2N

sim　lltaneous　equations　from　which　the　unknown　coef6cientsαn（Y）and　bn（Y），（n＝

1，＿，N）for　the　set　of　lines　parallel　to　the　x　axis　can　be　determined．　However，　there

are　unknown　constant　phase　dif［erences　among　the　retrieved　phase　distributions　along

those　lines．　To　resolve　this　alnbiguity，　we　take　an　additional　intensity　measurement　of

the　Fourier　transform　F3（x，y）with　the　Gaussian　beam　shifted　in　the　v　axisラs　direction．

From　the　modu！i　I　F，（x，y）land　l　lF』＠，y）1，we　determine　the　col！stant　phase　differences．

Then　the　overall　phase　distributionφ＠，y）can　be　determined．　Finally，　we　reconstruct

the　object　function　f（u，　v）by　eliminating　the　ef［ects　of　the　known　Gaussian　beam

from　the　inverse　Fourier　transform　of　the　function　consisting　of　the　measured　Inoduhls

IF，（5C，y）l　and　the　retrieved　phaseφ（x，y），

6



3．Experimental　Results　and　Discussion

We　have　done　the　phase　retrieval　from　experimental　intensity　data　for　two　types　of

object：（1）aconverging　lens　with　a　slnall　circular　aperture　and（2）aplastic　fiber

immersed　in　optical　adhesive．　NVe　first　show’　the　reconstruction　of　the　former　object・

The　optical　system　used　in　performing　the　experiment　is　shown　in　Fig．1．　A　He－Ne

laser　beam　of　wavelengthλ＝0．6328LLm　is　used　to　illulninate　an　oblect　consisting　of

aconverging　lens　LI　and　a　1－mm　dialn　circular　aperture　situated　on　the　center　of　the

lens．　Lens　L20f　focal　length　f2＝405mm　produces　a　Fourier　transforln　of　the　complex

amplitude　in　the　plane　of　the　circular　aperture　that　is　defined　as　the　object　plane．　The

Fourier　intensity　data　are　collected　by　a　charge　coupled　device（CCD）camera．　The

video　signal　is　converted　to　a　256×2568－bit　digital　image　by　using　a　digital　image

memory．　Calculating　the　phase　retrieval　and　reconstructing　the　complex　amplitude　in

the　object　plane　are　carried　out　by　a　personal　computer．　The　Gaussian　beam　of　the

laser　used　as　a　G肌1ssian　filter　has　the　radius　W＝0．546mm　and　the　radius　of　curvature

R＝455mm　in　the　place　of　the　object　plane．　The　examples　of　the　object　reconstructlon

are　shown　in　Figs．2and　3，　which　correspond　to　the　cases　of　the　collverging　lens　objects

LI　with　focal　lengths∫1＝2021nm　and　fi＝253mrn，　respectively．　Figure　2（a）（or　3（a））

shows　the　measured　Fourier　intensity　corresponding　to　the　intensity　of　the　complex

amplitude　Fl＠，　y）in　Sec．2．　Figures　2（b）and（c）（or　3（b）alld（c））show　the　Fourier

intensities　of　the　object　shifted　with　displacement　O．05rnm　in　each　direction　of　u　alld　v

axes　on　the　object　plalユe，　respectively，　instead　of　shifting　the　Gaussian　beam，　because

the　measurement　with　shifting　the　object　is　easier　in　this　optical　system　than　that

with　shifting　the　beam．　The　amount　of　the　displacelnent　determines　the　ilユclination

of　the　exponential　function　exp（2TzL／VV2）in　Eq．（3），which　is　a　significant　function　for

the　phase　retrieval　method．　Studies　of　numerical　experilnents　on　phase　retrieval　using

7
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Fig．1．　Schematic　arrangement　of　the　experiment：f2　is　a　focal　length　of　lens　L2．

exponential　filtering　indicate　that　suitable　values　of　the　term　2τ／W2　are　about　in　the

range　O．02π／D〈（2τ／W2）〈02π／D，　where　D　denotes　the　width　of　an　object．　ln　the

present　experiment，　the　value　of　2τ／「レV2（＝0．335）is　in　that　range．

　　　The　Fourier　phase　of　the　object　was　calculated　from　three　intensities　in　Figs．2（a），

（b），and（c）（or　3（a），（b），　and（c））．　Then　the　object　was　reconstructed　by　eliminating

the　effect　of　the　Gaussian　beam　from　the　inverse　Fourier　transform　of　the　complex

function　with　the　retrieved　phase　and　the　modulus　of　the　intensity　in　Fig．2（a）（or

Fig．3（a））．　Figures　2（d）and（e）（or　3（d）and（e））represent　the　modulus　and　phase　of

the　reconstructed　object，　where　these　figures　show　only　the　central　64×64　points　for

display　pu．rpose．　In　Fig．4，　the　cross－sectional　profiles　of　the　reconstructed　phases　along

the　lines　that　passes　through　the　center　of　the　reconstructed　objects　are　compared　with

the　phase　distributions　in　the　object　plane　calculated　fronユthe　focal　length　fi　of　the

lens　L1．　The　dotted　curves　in　Figs．4（a）and（b）show　the　calculated　phase　distributions

from　the　focal　lengths　fi＝202mm　and　fi＝253mm，　respectively．　The　solid　and

dashed　curves　in　Fig．4（a）（or　Fig．4（b））show　the　cross－sectional　pro丘les　at　the　center

of　the　reconstructed　phases　along　the　Iines　parallel　to　the〈1．L　and　v　axes，　respectively．　In

Figs．4（a）and（b），the　averaged　root－mean．squared（RMS）errors　for　the　cross－sectional

profiles　of　the　reconstructed　phases　are　O．557　rad　and　O．168　rad，　respectively，　within

8



the　width　of　the　object．　Since　the　ideal　form　of　the　object　modulus　is　a　cylindrical

shape，　it　can　be　seen　from　Figs．2，3，　and　4　that　the　reconstruction　quality　of　the　object

modulus　appears　to　be　less　accurate　than　that　of　the　object　phase．　This　fact　is　due　to

the　following　two　reasons．　One　is　that　it　is　difHcult　to　reconstruct　the　edge　part　of　the

cylindrical　modulus　from　far－field　data　with　very　noisy　components　for　high　spatia1－

frequency．　The　other　is　that　the　Fourier　modulus　are　less　influenced　by　a　change　of

object　modulus　than　by　a　change　of　object　phase．　Conversely，　the　reconstruction　of

object　modulus　is　very　sensitive　to　noise　in　the　Fourier　modulus．　This　is　a　property

in　the　Fourier　transform　relationship．4

　　　Next　we　present　the　phase　retrieval　for　the　obj　ect　of　a　plastic　fiber．　The　transversal

cross－section　of　the　object　for　an　optical　axis　is　illustrated　in　Fig．5．　The　fiber　consists

of　the　core　of　a　refractive　index　nl＝　1．492　and　the　cladding　of　a　refractive　index

n2＝1．402．　The　diameters　of　the　fiber　and　its　core　are　250μm　and　240μm，　respec－

tively．　The　fiber　is　put　between　slide　glasses，　and　optical　adhesive　is　poured　into　an

opening　surrounding　the　fiber．　The　refractive　index　of　the　adhesive　after　hardening

is　n3・＝1．519．　In　order　to　remove　unwanted　light　from　measured　data，　the　extent

of　illuminating　light　on　the　fiber　is　restricted　by　a　slit　on　the　slide　glass　as　shown　in

Fig．5．　The　object　plane　is　defined　as　the　plane　immediately　behind　the　slide　glass

on　the　right　hand　side　in　Fig．5．　Then　the　complex　amplitude　in　the　object　plane　is

reconstructed　by　using　the　same　optical　system　as　shown　in　Fig．1　except　for　the　use

of　the　Fourier　transforming　lens　L20f　focal　length　f2＝100mm　in　order　to　obtain

higher　spatial－frequency　components　for　the丘ber　object．　Since　the　phase　distribution

of　the　fiber　in　the　axial　direction　can　be　assumed　to　be　constant，　the　fiber　object　can

be　regarded　approximately　as　a　one－dimensional（1－D）object．　Thus　we　here　treat　the

reconstruction　of　a　1－D　complex　amplitude　corresponding　to　a　two－dimensiona1

9
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Fig，2．　Reconstruction　of　the　object　consisting　of　the　converging　lens　with　the　focal　length

fi＝202　mm　and　the　circular　aperture　of　1－mm　diameter：（a）is　the　Fourier　intensity　of　the

object．（b）and（c）are　the　Fourier　intensities　of　the　object　shifted　with　displacement　O．05

mm　in　each　direction　of　u　and　v　axes　in　Fig．1，　respectively．（d）and（e）are　the　modulus

and　the　phase，　respectively，　of　the　reconstructed　object　from　the　data　of（a），（b），　and（c）．
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complex　amplitude　integrated　in　the　direction　of　the　v　axis　on　the　object　plane．　The

1－Dcomplex　amplitude　was　reconstructed　by　using　a　1－D　phase　retrieval　Inethod（i．e．，

the　same　procedure　as　in　Sec．2　except　for　substituting　y＝Ointo　the　equations）from

1－Dintensity　distributions　along　the：2r　axis　of　two　Fourier　intensities　of　the　object

unshifted　and　shifted　in　the　zL　axis’s　direction　with　displacement・τ＝0．061nm．　Figures

6（a）and　6（b）show　the　modulus　and　the　phase　of　the　reconstructed　complex　amplitude

in　the　object　plane，　respectively．　In　Fig．6（b），　the　reconstructed　phase　is　represented

ollly　within　the　extent　of　the　fiber’s　diameter　for　display　purpose，　and　the　dotted　curve

shows　the　phase　distribution　calculated　from　the　known　refractive　indexes　nl，n2，　and

n3　in　the　assumption　tlユat　the　deviation　of　the　light　is　negligible．25　The　averaged　RMS

error　for　the　reconstructed　phase　is　1．76　rad　within　the　extent　of　the　fiber．　Although

the　reconstructed　modulus　is　contaminated　by　noise，　the　retrieved　phase　is　very　close

to　the　calculated　one　except　for　the　abrupt　variations　at　the　both　ends．　The　abrupt

variations　appeared　at　both　ends　of　the　calculated　phase　are　due　to　the　influence　of

the　fiber’s　cladding　layer　with　5．0μln．　Those　variations　cannot　be　retrieved　in　this

experimel！t，　because　the　spatia！resolution　on　the　oblect　plane　is　limited　to　9．1μm　by

apparatuses　used　here　for　the　measurement　of　Fourier　intensities．

IV．　CONCLUSIONS

Phase　retrieval　from　Fourier　intensities　of　objects　by　use　of　Gaussian　filtering　has

been　demonstrated　in　a　laboratory　experiment．　The　phase　retrieval　method　used　here

is　one　of　noninterferometric　techniques，　and　is　based　on　measuren！ents　of　two　Fourier

intensities　of　an　object　modulated　with　slユifted　and　unshifted　Gaussian　filters　along　the

transverse　direction　for　the　optical　axis．　Although　the　Gaussian　alnplitude　distribution

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11
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Fig．4．　Cross－sectional　profiles　of　the　reconstructed　object　phases：（a）and（b）correspond

to　the　phase　distributions　in　Figs．2（e）and　3（e），　respectively．　In　each　figure，　the　solid　and

dashed　curves　show　the　cross．sectional　pro丘les　at　the　center　of　the　reconstructed　phases

along　the　lines　parallel　to　the　u　and　v　axes，　respectively，　and　the　dotted　curve　shows　the

calculated　phase　from　the　focal　length　of　the　object　lens．
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Fig．5．　Schematic　diagram　of　the　fiber　object．

of　a　laser　beam　is　utilized　here　instead　of　a　Gaussian　filter，　the　reconstructed　phases

for　the　converging　lens　and　the　fiber　objects　show　good　agreernent　with　the　calculated

phase　from　known　parameters　of　the　objects　with　the　accuracy　of　the　range　from

～2π／10to　2π／4　rad．　Thus　the　experimelltal　restllts　verify　that　the　use　of　the　Gaussiall

beam　of　a　laser　is　very　effective　in　the　present　phase　retrieval．　Since　the　present

method　has　no　need　of　a　coherent　reference　wave，　the　measurernent　system　used　here

is　very　simple　and　insensitive　to　alignment　ill　contrast　to　interferometric　techniques．

III　addition　there　is　a　possibility　that　the　method　can　be　applied　to　IIleasurement

systerns　with　all　x－ray　or　an　atomic　wave，　in　which　a　coherellt　reference　wave　is　barely

obtained．　However，　there　exist　some　remaining　issues，　for　example，　the　how　to　do

the　Gaussian丘1tering　for　phase　retrieval　in　such　a　wave，　and　the　investigation　of　the

influence　of　partially　coherent　illurnination　on　the　phase　retrieva！．
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Noniterative　two－dimensional　phase－retrieval　method

from　two　Fourier　intensities　using　an　exponential　filter

Abstract

Anolliterative　m．ethod　of　retrieving　the　two．dimensional　phase　of　a　wave　field　from　two

intensity　measurements　is　proposed．　In　the　m．easurements，　one　records　two　far－field

intensities　of　the　wave丘eld　modulated　and　unmodulated　with　an　exponential　filter・

The　phase　retrieval　method　is　based　on．　the　solution　of　the　sir皿ltaneous　equations

with　unknown　coe伍cients　of　the　two．dimensiona！discrete　Fourier　transform　for　the

phase・Then　there　is　no　need　for　the　information　about　the　wave　field，　which　is

used　in　iterative　phase　retrieval　methods．　The　usefulness　of　this　method　is　shown

in　colnputer　simulated　examples　of　the　reconstruction　of　two－dimensio皿l　complex

amplitude　objects．
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1．INTRODUCTION

Non－interferolnetric　reconstruction　of　the　phase　of　wave　fields　is　a、　topic　of　current

interest　in　a　Ilumber　of　areas　for　object　imaging　or　structure　determi皿tion　by　use　of

various　waves　such　as　optica1，l　x－ray，2　electron，3　and　atomic4　waves．　It　is　generally

difficult　that　the　deterrnination　of　the　phase　of　a　wave　field　froln　one　measurement　of　its

intensity　distribution．　To　retrieve　the　phase　requires　Inore　information　about　the　wave

field．　Many　methods　have　been　developed　to　solve　the　phase　retrieval　problem．5－12

1terative　methods　are　widely　used，　of　which　there　are　several　types　for　using　some

information，　for　example，　two　intensities　of　a　wave　field　in　object　and　far－field　planes，13

αpriori　information（e．g．，　non．negativity　and／or　extent　of　a　wave　field　in　an　object

plane）and　far－field　intensity，14，15　and　two　far－field　intensities　of　a　wave　field　modulated

and　unmodulated　by　an　exponentia1丘lter．16　However，　the　use　of　iterative　methods　is

accompanied　by　convergence　problems，　and　hence　those　methods　sometimes　stagnate

in　a　local　minimuln　solution　different　from　a　true　one．

　　　OII　the　other　hand，　there　is　the　other　apProach　to　the　phase　retrieval　problell1，

which　is　the　use　of　noniterative（alialytic）Inethods，　for　example，　phase　retrieval　based

on　the　properties　of　wave　filnctions　pertaining　to　entire　functions，7，11，12　and　phase

recovery　by　solving　the　transport－of．intellsity　equation．1，17－20　The　maill　difFerence　be－

tween　two　types　of　the　analytic　m．ethods　is　that　the　forlner　methods　are　able　to　cope

with　the　existence　of　vortices（i．e．，screw　dislocations）in　the　phase　distribution　in　coll－

trast　to　the　latter　olles．　As　one　of　the　former　lnethods，　a　lirlear，　one－dimellsio皿1（1－D）

method　of　retrieving　the　phase　frOIII　tWO　far－field　intensities　of　a　wave　field　Inodulated

and　ul11皿odulated　by　an　exponential　filter　in　an　object　p！alie　was　proposed．21，221n　this

method，　the　phase　in　far一丘eld　plane　of　the　wave　field　is　retrieved　by　solving　simul－

taneous　equations　froin　the　t，wo　far－field　intensities．　Whell　applying　the　1－D　method
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to　the　two－dimensiona1（2－D）case，　three　2－D　intensities　measurements　are　required：23

0ne　far－field　intensity　of　a　wave　field　in　an　object　plane　and　two　far－field　intensities　of

the　wave　field　Inodulated　with　exponential　filters　along　the　horizontal　and　tlユe　vertica！

directions　in　2－D　coordinates，　However，　it　has　been　shown　that　the　iterative　method16

is　able　to　retrieve　the　2－D　phase　from　only　two　far一丘eld　intensities　of　a　wave　field

Inodulated　and　umnodulated　with　an　exponential　filter．　So　far，　there　has　not　been

any　noniterative　method　for　the　phase　retrieval　from　such　two　far一丘eld　intensities．

　　　In　this　paper，　to　the　best　of　my　knowledge，　it　is　first　shown　that　2－D　phase　re－

trieval　can　be　solved　by　using　a　noniterative　m．ethod　from　only　two　far－field　intensities

obtained　with　and　witlユout　an　exponential丘lter．　In　the　noniterative　method，　the　2－D

analytic　properties　of　these　two　intensity　fllnctions　are　utilized　for　the　solution　of　the

simultaneous　equations　with　unknown　coefficients　of　the　2－D　discrete　Fourier　trans－

forln　for　the　phase　distribution　in　the　far一丘eld　plane．　Hence　there　is　no　need　for　the

information　about　the　wave　field　in　an　object　plane（e．g．，　the　extent　of　the　object），

which　is　used　in　the　iterative　method16　to　increase　the　speed　of　convergence．

　　　In　Section　2，　I　formulate　the　2－D　noniterative　phase　retrieval　method．　Tests　of　the

Inethod　by　computer　silnulation　of　2－D　complex　amplitude　objects　are　represented　ill

Section　3，　and　Section　4　presents　the　conclusions．

2．Formulation　of　the　2－D　Phase　Retrieval　Method

We　here　consider　the　pIユase　retrieval　frorn　iIユtensities　measured　in　the　Fourier　transform

plane　for　an　object　illuminated　by　a　quasi．monochromatic　fully　spatially　coherent

light．　Although　the　theoretical　development　in　this　section　is　restricted　to　the　optical

diffraction　phenomenon，　there　is　a　possibility　that　the　present　metho（二l　can　be　apPlied
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Fig．・．　Ax…f・…dinat・・used　in　th・f・・mulati・n・f　th・m・th・d・th…tati・nal　angle

between　the　object　function　f（u，v）and　the　exponential　filter　exp（－2πcσ）is　represented　by

θ．

to　an　arbitrary　phenomenon　with　a　Fourier　transform　relationship．

We　assume　that　the　object　has　a　2－D　cornplex　arnplitude　transmittance（or　re一

flectance）∫（仰・）with　a丘nite　ext・nt．　Th・・ec・n・t・ucti・n・fth・・bject　functi・ii　f（画

is　based　on　two　far－field　illtellsity　measurements．　One　of　the　meastlred　data　terl！ls　ls

the　int，nsitv　di，t，ibuti。n。f　tlle　F・uri・・t・ansf・・m　．F1＠，・’y）・f　th・・bject　illuminat・d

by　a　plane　wav・，　and　the・th・・i・the　int・nsity　di・t・ibuti・n・f　the　F・・1ri・・t・ansf°n！l

F2＠，　L・／）・f　the・bject　m（・dulat・d　by　an　exp・n・ntial　filt・・exp（－2π・U），　whe「e　c　is　a

knowll　collstant　andσis　the　axis　of　coordinateg．　rotated　at　an　angleθto　the⑳axis　as

，h。wn　in　Fig．1、　U－u…θ＋v　Si1・θ．　Then　the・・tat・d　axi・f・・th・’y　axi・i・given　by

レ＿－ia，inθ＋v，。，θ．　The　ang1・θj・assulned　t・b・an・the・kn・wn・・nstarlt　f・・the

丘lt，，．　Then　the　c。mpl，x　amplitudes　F1（x，y）and　F2（c・17，yt）a・e　giverl　by，・espectiv・ly・

F，　（x，　・y）一恥，u）・xp卜乞訣（輌）1鋤

and

（12）
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輌）一∫Z々・）・xp［－2π・（一・θ＋v・inθ）］exp［一篇（⑭u）1畝（13）

where皿important　multiplicative　constants　associated　with　the　diffraction　integrals

are　ignored，　d　is　the　normal　distance　between　the　u－vand　z－Yl　planesラλis　the

wavelength　of　the　ilhllninating　light，　andσis　the　extent　of　the　object．　Then　the

relationship　between　Fl＠，y）and、凸＠，y）is　written　from　Eqs．（1）and（2）as

乃＠，ッ）一君＠－ic、，y－ic2） （14）

where　c1［＝（cdA）cosθ］and　c2［＝（cdλ）sinθ］are　evaluated　from　the　known　constants

c，θ，（1，andλ．　The　furlction　F2＠，y）corresponds　to　the　function　Fl＠，IY）displaced

simultaneously　along　the　imaginary　axes　of　the　Four－dimensional　colnplex　plane　of

its　arguments⑦and　y．　In　the　previous　paper，23　we　regarded　the　function　F2（x，y）［＝

Fl（X－ic，　Y），where（X，　Y）are　the　rotated　coordinates　from（x，y）by　the　angleθ］as

the　function　Flピ，y）［＝Fl（X，γ）］displaced　along　the　imaginary　axis　of　the　complex

plane　of　the　argument　X，　and　then　the　1－D　phase　retrieval　procedure　has　been　applied

to　the　lines　parallel　to　the　X　axis．　In　contrast　to　that，　we　here　utilize　the　following

2－Dphase　retrieval　procedure．

　　　Let　A・tl”＠，yt）andφ（x，yz）be　tlle　modulus　and　the　phase，　respectively，　of　F，（x，y），

i．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F1（x，yt）＝M（x，y）exp［・i（P（コワ，y）］。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

Expanding　the　real　variables　x　and　y　of　Fl（x，ty）into　the　coinplex　olles，　x一乞cl　and

y一乞c2，　and　takillg　the　moduhls　of　the　resultant　fu1ユction，　the　Fourier　modulus　of　the

object　Inodula、ted　wit！〕the　exponential　filter　can　be　represented　from　Eq．（4）as

「F1＠一…ic1，！／一τ・・）一μ（・r－－ZCI，1（ノーZC2）1・xp［lmφ（x一τ・1，y？ie，）］， （16）
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where　lm　den。tes　the　imaginary　part・f　a　c・mplex　functi・n・Substituti・n・f　Eq・（3）

into　Eq．（5）yields

　　　　　　　　　　　　　　lnlM（¢1芸；』c2）rImφ◎働，　（17）

where　the　values。f　the　m。duli。n　the　left－hand　side　are　assumed　t・be　n・t　zer・・The

term。n　the　left．hand　side。f　Eq．（6）can　be　calculated　fr・m　the・bserved　data　because

lF2（x，y）l　is　the　measured　m・dulus　when　using　the　exp・nential丘lter　and　because

IM（x・・一一　ic、，y一τc2）1is　evaluated　as　the　m・dulus・f　the　discrete　F・urier　t・ansf°「m°f

the　pr。duct。f　the　inverse　F・urier　transf・rm・f・the　measured　m・dulus　M（x，y）and

the　exp。nential・functi・n　exp［－2π（c、u＋c2v）／dλ］　in　the　same　way　as　in　Eqs・（1）一（3）・

　　　Next　we　c。nside，　a　meth。d。f　c・mputing　the　2－D　phase　distributi・n　di・ectly　fr・m

Eq．（6）．　One　approach　to　solving　Eq．（6）is　to　representφ＠，y）in　terms　of　a　2－D　discrete

Fourier　transform：

　　　　　　　　　　　　φ（cc，y）竺N竃1　M竃㌦mexp［2πi（芸工刷，　（・8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝－N／2十1　　　m＝＝－M／2十1

where　the。bservati。nal　regi。n・f　the　functi・n　Fi（x，y）　is　designated　as　一一K／2≦x≦

K／2and－L／2≦y≦L／2，　and　b・th・f　N　and　M　are　even　numbers　m・re　than　2　and

suMciently　large　t。　enable　the　phase　distributi・n　t・be　rec・nstructed・Thus　the　un－

known　functionφ（x，y）is　represented　by　the　unknown　complex　coeflicients　anm・Since

the　F。u，ier　transf。rm。f　a，eal　functi・n　is　a　Hermitian　functi・n，　the　c・mplex　F・urie「

c。efficient　anm。f　the　real　functi・nφ＠，　y）has　the　pr・perties・f　Hermitian　functi°ns，

namely　the　real　and　the　imaginary　parts・fαnm　are　even　and・dd　functi°ns

tively．　Thus，　in　the　case　of　expression（7），

（1V－1）（M－1），which　are　composed　of

皿kn。wns，　respectively，　f・・the　real　and　the　imaginary　parts・fα一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，respec－

　　a　total　of　unknown　coe伍cients　amounts　to

（N－1）（M－1）＋・and（N－1）（M－1）－1

　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　The　imaginary
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part　ofφ＠－ic1，y－ic2）is　written　from　expression（7）as

Imφ（・，y－ic2）
O刊m㌃｛1－－c・S［2π（㍗三y）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋Reα一sin［2π（ltx＋；の］｝exp［2π（c・緩＋c2T）］（」g）

where　Re　denotes　the　real　part　of　a　complex　function，　and　the　term　Imαoo　is　always

zero　because　of　the　Hermitian　character　ofαπm．　By　substituting　expression（8）into

Eq．（6），we　have　one　equation　in　the（N－1）（M－1）unknowns．　Thus　the（N－1）（M－1）

known　values　in　the　left－hand　side　of　Eq．（6）generate（N－1）（M－1）simultaneous

equations　in　the（N－1）（M－1）unknowns．　When　solving　the　simultaneous　equations，

however，　we　have　to　pay　attention　to　the　treatment　of　the　constant　and　linear　phases

ofφ（x，y）．　First，　it　is　noted　that　the　constant　phase　corresponding　to　the　term　Reαoo

cannot　be　determined　from　the　simultaneous　equations，　because　the　sinusoidal　function

for　n＝m＝Oin　the　right－hand　side　of　expression（8）becomes　zero　for　all　values　of

xand　y．　However，　the　constant　phase　is　a　trivial　ambiguity　for　the　reconstruction

of　the　object　function　and　then　it　can　be　disregarded　for　phase　retrieva1．　Thus　the

term　Reαoo　as　well　as　Imαoo　is　excluded　from　expression（8）．　Secondly，　we　consider

the　in且uence　of　a　linear　phase　2π（αx十by）on　the　simultaneous　equations，　whereα

and　b　are　relevant　to　the　unknown　coordinate　components　of　the　object，s　position　in

the　u－vplane．　The　imaginary　part　of　the　linear　phase　that　is　extended　into　the

complex　variables，　x－icl　and　y－ic2，　in　the　same　procedure　as　in　expressions（7）

and（8）becomes　to　be　a　constant－2π（αc1十bc2）．　Therefore，　we　cannot　determine

two　unknown　parameters　a　and　b　from　the　constant　value　by　solving　the　simultaneous

equations．　Thus　we　separate　the　linear　phase　from　the　phase　in　expression（7）and

rewrite　the　imaginary　part　of　the　linear　phase　as－2πc1αノin　order　to　determine　the

one　unknown　valueαノinstead　ofαand　b．　Although　the　true　position　of　the　object

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　26



cannot　be　obtained　then，　such　ambiguity　is　unimportant　in　many　apPlications・By

rewriting　the　right　hand　side　of　expression（8）according　to　the　above　consideration

and　substituting　this　expression　into　Eq．（6），　we　obtain

ln
Zc2）1竺2πc・㎡芸∴㌃｛lm・anm　c・S［2π（曇馴

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋Reα一sin［2π（ltx＋；の］｝exp［2π（c・芸＋c2T）］（2・）

where　the　two　terms　of　Reαoo　and　Imαoo　are　not　included　on　the　right－hand　side．　By

calculating　the　left－hand　side・f　expressi・n（9）at（N－1）（M－1）values・f　x　and　y，

we。btain（N－1）（M－1）simultane・us　equati・ns　fr・m　which　the（N　一一　1）（M－1）

unknown　coef丘cients　of　Re　anm，　Imαηm，　andα’can　be　determined．　The　2－D　phase　is

，etrieved　by　substituting　the　s・1uti・ns　f・r　Re・a．．　and　lm・an．　int・exp・essi・n（7）and

adding　a　deduced　linear　phase　27「αノx　to　the　result．　Consequently，　the　object　function

is　reconstructed　by　an　inverse　Fourier　transform　of　the　function　with　the　observed

modulus　and　the　retrieved　phase．　However，　when　an　object　function　is　a　Hermitian

function［i，e．，f（u，v）＝f＊（－u，－v），where　the　asterisk　denotes　the　complex　conjugate］，

it　is　necessary　t・use　the　l・garithmic　Hilbe・t　transf・rm　a1・ng　with　the　present　meth・d

in　the　same　way　as　in　the　previous　method，23　because　in　that　case　the　values　of　the

left－hand　side　term　in　expression（9）become　zero　at　al1　values　of　x　and　y．

　　　Note　that，　if　a　sampling　point（nノ，　m，）in　the　n－mplane　satis丘es　the　condition

・fc、n・／κ＋c2M・／L－0（i．e．，　then　the　exp・nential　functi・n　in　the　right－hand　side・f

expressi・n（9）is皿ity），　the（N－1）（M－1）simultane・us　equati・ns　bec・mes　rank－

deficient　because　in　expression（9）the　sum　of　the　terms　at　two　points（n，，mノ）and

（－n’，－m・）（which　are　symmetrical　with　respect　t・the・rigin）is　zer・f・r　all　values・f

x　and　y・wing　t・the　Hermitian　pr・perty・fα＿・Thus　it　is　necessary　t・select　the

angleθbetween　the（・L，、v）axes　and　the　exp・nentia1丘lte・（i・e・，　tanθ一c2／c・in　Fig・1）

27



to　satisfy　the　condition　of　c2／c1≠－n、L／m、K　for　two　integers　of　n　and　m．

3．Computer　Simulation

The　phase　retrieval　method　presented　in　this　paper　has　been　tested　by　computer　sim－

ulation　of　the　reconstruction　of　2－D　complex－valued　objects．　Figures　2　and　3　show　two

examples　of　reconstructing　2－D　complex－valued　objects．　Data　processing　by　computer

was　performed　with　32×32　sampling　points．　The　duration　for　the　fast　Fourier　trans－

form　algorithm　used　here　was　assumed　to　have　the　value　of　10　for　arbitrary　units　in

each　direction　of　the　u　and　v　axes　in　the　object　plane．　Hence　the　region（K×L）of

the　Fourier　phase　shown　in　expression（7）becomes　to　be　3．2×3．2，　and　the　sampling

points　IV×」M　for　the　Fourier　phase　is　32×32．　The　parameters　for　the　inclination

of　the　exponentia1丘lter　exp［－2π（clIL十c2v）／dλ］used　in　this　simulation　are　set　to　be

c1＝0．0145　and　c2＝0．0198，　which　are　chosen　in　order　to　prevent　the　rank－deficient

of　the　simultaneous　equations　using　expression（9）（i．e．，　c2／c1≠－nL／mK　for　two

integers　of　n　and　m）．　In　addition，　the　value　of（dλin　Eqs．（1）and（2）is　set　to　be　unity

for　simplicity．

　　　Figures　2（a）and　2（b）［or　Figs．3（a）and　3（b）］show　the　modulus　and　the　phase　of

the　original　object　function，　respectively．　Figures　2（c）and　2（d）［or　Figs．3（c）and　3（d）］

show　the　modulus　and　the　phase　of　the　object　reconstructed　from　two　noiseless　Fourier

intensities　of　the　original　object　modulated　and　unmodulated　with　the　exponential

filter．　The　example　of　the　reconstruction　from　noisy　Fourier　intensities　is　shown　in

Figs．2（e）and　2（f）［or　Figs．3（e）and　3（f）］．　To　simulate　the　noisy　intensities，　complex

normal　random　noises　nl（x，y）and　n2（x，y），　which　are　independent　of　each　other，　are

added　to　the　Fourier　transform　functions　F，（x，y）and、F，（x，y）［which　are　shown　in
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Fig．2．　Examples　of　the　reconstruction　by　the　present　method：（a）modulus　and（b）phase

of　the　original　object　function．（c）and（d）［or（e）and（f）］are　the　modulus　and　the　phase，

respectively，　of　the　reconstructed　object　function　from　noiseless［or　noisy（SNR＝210）］Fourier

intensities．　The　units　of　the　coordinates　u　and　v　are　arbitrary．
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Eqs．（1）and（2）］，　respectively．　A　factor　of　the　signal－to－noise　ratio（SNR），　defined　by

SNR＝Σ靱田（x，　y）12／Σx，y　lni（x，　y）12　is　now　introduced，　and　then　the　SNR　for　the

reconstruction　in　the　noisy　cases　of　Figs，2　and　3　become　210　and　690，　respectively．　It

is　found　from　comparison　of　the　reconstructed　objects　with　the　original　ones　in　Figs．2

and　3　that　the　errors　surrounding　the　object’s　region　in　Fig．3　are　larger　than　that　in

Fig．2．　The　reason　of　this　fact　is　that　the　density　of　the　sampling　points，　which　is　needed

to　encode　the　change　of　the　Fourier　phase　of　the　object　in　Fig．3，　is　slightly　insuf五cient

for　precise　reconstruction　like　that　in　Fig．2．　Hence，　even　in　the　high　SNR　case，　the

reconstructed　object　in　Figs．3（e）and　3（f）suffers　more　errors　from　the　in且uence　of

noise　than　that　in　Fig．2．　However，　it　can　be　seen　that　the　profiles　within　the　object’s

extent　is　relatively　well　reconstructed　in　both　cases　of　Figs．2　and　3．

4．Conclusions

Anoniterative　phase　retrieval　method　from　two　Fourier　intensities　of　a　2－D　object

modulated　and皿modulated　by　an　exponelltia1丘1ter　has　been　presented．　So　far，　only

the　iterative　method16　has　been　utilized　fbr　the　solution　of　the　2－D　phase　retrieval　from

two　Fourier　intensities　measured　by　use　of　an　exponential　filter．　Since　the　present

method　is　based　on　the　properties　of　analytic　functions，　there　is　no　need　fbr　the

information　about　the　object（e．g．，　the　extent　of　the　object），　which　is　used　in　the

iterative　method　to　increase　the　speed　of　convergence．　On　the　other　hand，　the　previous

noniterative－method23　using　an　exponential　filter　requires　three　Fourier　intensities　in

2－Dcases：one　Fourier　intensity　of　an　object　and　two　Fourier　intensities　of　the　object

modulated　with　exponential　filters　along　the　horizontal　and　the　vertical　directions　in　2－

Dcoordinates．　Although　the　procedure　of　calculating　the　phase　in　the　present　method
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Fig．3．　Examples　of　the　reconstruction　by　the　present　method：（a）modulus　and（b）phase

of　the　original　object　f皿ction．（c）and（d）［or（e）and（f）］are　the　modulus　and　the　phase，

respectively，　of　the　reconstructed　object　function　from　noiseless［or　noisy（SNR＝690）］Fourier

intensities．　The　units　of　the　coordinates　u　and　v　are　arbitrary．
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is　similar　to　that　in　the　previous　noniterative－method，　the　former　differs　form　the　latter

in　respect　that　the　analyticity　of　2－D　functions　is　used　directly　for　the　theoretical　basis．

　　　Computer．simulated　examples　of　this　method　presented　the　good　reconstructions

of　the　complex　oblects．　However，　the　main　di伍culty　with　practical　use　of　this　method

arises　from　the　huge　size　of　the　matrix　treated　in　the　phase　calculation．　For　example，　in

the　phase　retrieval　with　IV×1V　sampling　points，　it　is　necessary　to　solve　the　simultaneous

equations　with　the　matrix　of　N4　elements．　In　the　previous　noniterative－method，　the

phase　is　gotten　by　simply　repeating　the　solution　of　simultaneous　equations（with　the

matrix　of　N2　elements）1V　times　over．　Thus，　in　order　to　overcome　this　di伍culty，　it

may　be　efFective　to　decompose　the　huge　matrix　into　a　set　of　small　matrices，　from　which

each　spatial　part　of　the　phase　distribution　is　retrieved　by　the　present　method　and　then

the　phase　is　synthesized丘om　the　spatial　parts．　The　details　of　such　improvement　are

currently　being　studied．

32



References

ー

1
ー

ー

2
ー

ー

3
ー

ー

4
ー

15
ー

ー

6
ー

ー

7
ー

D．Paganin　and　K．　A．　Nugent，“Phase　measurement・f　waves　that・bey　n・nlinea「

equations，，，　Opt．　Lett．27，622－624（2002）・

J．Mia。，　P．　Charalamb・us，　J．　Kirz，　and　D．　Sayre，“Extending　the　meth・d・1・gy・f

x．ray　c，ysta11・graphy　t・a11・w　imaging・f　mic・・meter－sized　n・n－crystalline　speci－

mens，”Nature　400，342－344（1999）．

S．Bajt，　A．　Barty，　K．　A．　Nugent，　M．　MaCartney，　M．　Wa11，　and　D．　Paganin，

・Quantitative　phase－sensitive　imaging　in　a　transmission　electron　microscope，”

Ultramicroscopy　83，67－73（2000）．

B．E．　Allman，　P．　J．　McMah・n，　K．　A．　Nugent，　D・Paganin，　D・L・Jac・bs・n，　M・

Arif，　and　S．　A．　Werner，・・Phase　radi・graphy　with　neut・・ns，”Natu・e　408，158－159

（2000）．

H．A．　Ferwerda，・The・phase・ec・nst・ucti・n　p・・blem　f・・wave　amplitudes　and　c・her－

ence　functi。ns，・in・lnverse・S・urce・Pr・blems　in　Optics，　H・P・Baltes，　ed・（Springer－

Verlag，　Berlin，1978），　pp．13－39．

W．0．Saxton，　Oomputer　Techniquesプ’or　lmαge　Processing　in　Electron　Microscopy

（Academic，　New　Ybrk，1978）．

G．R。ss，　M、　A．　Fiddy，　and　M．　Niet・－Vesperinas，“The　inverse　scattering　Pr・blem

in　structural　determinations，”in　Inverse　Scαttering　Problems　in　Optics，　H．　P．

Baltes，　ed．（Springer－Verlag，　Berlin，1980），　pp．15－71．

33



　［8］MH．　Hayes，“The　unique　reconstruction　of　multidimensional　sequences　from

　　　　Fourier　transform　magnitude　or　phase，”in∫imαge」Recovery：7〔heoryαη∂、4pplicα一

　　　　tions，　H．　Stark，　ed．（Academic，　New　Ybrk，1987），　pp．195－230．

　［9］J．C．　Dainty　and　J．　R．　Fienup，“Phase　retrieval　and　image　reconstruction　for　a£－

　　　　tronomy，”in加αge　Recovery：Theory　and、4pplicαtions，　H．　Stark，　ed．（Academic，

　　　　New　Ybrk，1987），　pp．231－275．

［10］A．Levi　and　H．　Stark，“Restoration　from　phase　and　magnitude　by　generalized　pro－

　　　　jections，”in∫mαge　Recovery：Theoryαη∂、4pplicαtions，　H．　Stark，　ed．（Academic，

　　　　New　Ybrk，1987），　pp．277－320．

［11］M．A．　Fiddy，“The　role　of　analyticity　in　image　recovery，”in加αge　Recovery：

　　　　Tんeoryαnd、Applications，　H．　Stark，　ed．（Academic，　New　Ybrk，1987），　pp．499－529．

［12］N．Nakajima，“Phase　retrieval　using　the　properties　of　entire　functions，”in、4∂－

　　　　vances　in　lmα鋼g　and　Electron　Physics，　P．　W．　Hawkes，　ed．，　Vbl．93（Academic，

　　　　New　Ybrk，1995），　pp．109－171．

［13］R．W．　Gerchberg　and　W．0．　Saxton，“A　practical　algorithm　for　the　determination

　　　　of　phase　from　image　and　diffraction　plane　pictures，”Optik（Stuttgart）35，237－

　　　　246（1972）．

［141J．　R．　Fienup，“Phase　retrieval　algorithms：acomparison，”Appl．　Opt．21，2758－

　　　　2769　（1982）．

［15］J．R．　Fie皿p，“Reconstruction　of　a　complex－valued　object　from　the　modulus　of

　　　its　Fourier　transform　using　a　support　constraint，”J．　Opt．　Soc．　Am．4，118－123

　　　　（1987）．

34



［16］J，G．　Walker，“Computer　simulation　of　a　method　for　object　reconstruction　from

　　　　stellar　speckle　interferometry　data，”Appl．　Opt．21，3132－3137（1982）．

［17］M．R．　Teague，“Irradiance　moments：their　propagation　and　use　for　unique　re－

　　　　trieval　of　phase，”J．　Opt．　Soc，　Am．72，1199－1209（1982）．

［18］M．R．　Teague，“Deterministic　phase　retrieva1：aGreen’s　function　solution，”J．

　　　　Opt．　Soc．　Am．73，1434－1441（1983）．

［19］T．E．　Gureyev，　A．　Roberts，　and　K．　A．　Nugent，“Phase　retrieval　with　the　transport－

　　　　of－intensity　equation：matrix　solution　with　use　of　Zernike　polynomials，”J．　Opt．

　　　　Soc．　Am．　A　12，1932－1941（1995）．

［20｝T．E，　Gureyev　and　K．　A．　Nugent，“Phase　retrieval　with　the　transport－of－intensity

　　　　equation．　II．　Orthogonal　series　solution　for　nonuniform　illumination，”　J．　Opt．

　　　　Soc．　Am．　A　13，1670－1682（1996）．

［21］N．Nakaj　ima，“Phase　retrieval　from　two　intensity　measurements　using　the　Fourier

　　　series　expansion，”J．　Opt．　Soc．　Am．　A　4，154－158（1987）．

［22］N．Nakajima，“Phase　retrieval　using　the　logarithmic　Hilbert　transform　and　the

　　　Fourier－series　expansion，”J．　Opt．　Soc．　Am．　A　5，257－262（1988）．

［23］N．Nakajima，“Two－dimensional　phase　retrieval　by　exponential　filtering，”Appl．

　　　　Opt．28，1489－1493（1989）．

35



Lensless　imaging　from　diffraction　intensity　measurements

　　　　　by　use　of　a　noniterative　phase－retrieval　method

Abstract

Amethod　of　reconstructing　the　complex　amplitude　of　an　object　illuminated　by　a

coherent　wave　from　its　Fresnel　diffraction　patterns　is　proposed　for　high－frequency　wave

phenomena　such　as　x－rays　and　electron　waves．　A　noniterative　phase　retrieval　method

by　use　of　a　Gaussian丘1ter　is　utilized　here，　and　it　is　shown　that　the　object’s　illumination

with　amplitude　distribution　in　the　Fraunhofer　diffraction　pattern　of　a　circular　aperture

can　be　used　as　a　substitute　for　the　Gaussian丘1ter．　This　method　has　the　advantage

of　retrieving　phase　vortices　in　compared　with　any　other　noniterative　phase　retrieval

methods．
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1．INTRODUCTION

The　imaging　technique　utilizing　high　frequency　wave　phenomena　such　as　x－rays　and

electron　waves　has　been　developed　with　the　aim　of　understanding　the　structure　of

smaller　objects，　In　such　imaging　techniques，　however，　we　have　to　solve　some　prob－

1ems　relevant　to　lenses　in　order　to　achieve　better　resolution　of　images．　For　example，

in　electron　microscopy，1ens　aberration　is　the　major　barrier　limiting　the　resolution．

Some　softwarei，2　and　hardware3　methods　of　correcting　the　images　for　the　effects　of

spherical　aberration　have　been　proposed．　However，　spherically　corrected　images　are

still　limited　in　resolution　by　chromatic　aberration．41n　x－ray　microscopy，　the　e伍ciency

of　Fresnel　zone　plates　used　for　imaging　is　worse　than　electron　lenses．　One　approach　to

overcome　these　problems　is　to　reconstruct　an　object　from　measurements　of　diffraction

fields　without　using　lenses．　For　this　purpose，　we　have　to　measure　the　modulus　and

phase　of　the　diffraction丘eld　of　an　object　illuminated　by　a　beam　of　coherent　waves．

However，　the　directly　measurable　quantity　in　the　illumination　with　high　frequency

waves　such　as　x－rays　and　electron　waves　is　only　the　intensity，　which　is　proportional

to　the　square　of　the　modulus　of　the　wave　field，　and　the　phase　is　lost　on　an　inten－

sity　recording．　Determination　of　the　phase　from　the　observed　intensity　is　referred　to

as　a　phase　problem，　and　many　method　have　been　developed　to　solve　this　problem．

Holography　5　is　well－known　as　a　standard　approach　to　this　problem　in　electron　mi－

croscopy，　in　which　a　hologram　is　obtained　from　known　reference　waves　and　unknown

object　waves，　and　converted　to　an　image　by　using　either　light－optical　or　digital　re－

construction．　For　such　high－frequency　waves，　however，　the　phase　measurement　of　a

diffraction丘eld　by　a　holographic　or　interferometric　technique　is　di伍cult　in　practice

because　a　coherent　reference　wave　is　barely　obtained　and　some　severe　conditions　on

the　measurement　system　are　required　when　observing　interference　fringes．　In　another
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we11－kn・wn　diffracti・n　meth・d・1・gy　such　as　x－ray　c・ystall・9・aphy，　the　phase　pr。blem

is　solved　by　using　a　numerical　algorithm　6　based　on　the　properties　of　object　structures

with　peri・dic　repeats（i・e・，　crystals）・H・wever，　many　samples　in　materials　sciences，

structural　biology，　and　other　areas　are　very　often　noncrystalline　or　nonrepetitive，　and

thus　cannot　be　accessed　by　this　algorithm．

　　　Recently，　another　apProaches　have　been　developed　to　solve　the　phase　problem　un．

der　the　more　general　condition　that　an　object　is　noncrystalline　and　its　diffraction

intensities　are　measured　directly　without　using　lenses　and　reference　waves．　One　of

them　is　an　iterative　meth・d　usingα卿励f・rmati・n（e・9・，　n・nnegativity　and／・r

extent　of　a　wave　field　in　an　object　plane）with　the　diffraction　intensities，　which　is

pr・P・sed　by　Fie皿p7　as　a　m・di丘cati・n・f　the・rigina1　Ge・chberg－S朕t・n　alg。rithm．8

The　dem・nst・ati・n・f　ite・ative　a19・rithms　has　been　recently　sh・wn　in　the　x－ray　phase

retrieval　experiments　for　noncrystalline　samples，9・10　and　the　computer　simulations　of

phase　retrieval　from　diffraction　patterns　fbr　complex　large　biomolecules　with　coher．

ent　x－ray　illumillation　ll　and　for　a　single　noncrystalline　object　illuminated　with　a

c・herent　elect・・n　beam・12　H・wever，　the　use・f　iterative　meth・ds　is　acc・mpanied　by

convergence　problems，　and　hence　those　methods　sometimes　exhibit　slow　convergence

and　stagnation　in　a　local　minimum　solution　that　is　different　from　a　true　one．　Thus

there　are　some　studies　on　noniterative　methods　for　phase　retrieval　from　diffraction

intensities，　for　example，　phase　recovery　by　solving　the　transport－of－intensity　equation

from　intensity　distributions　in　two　or　three　transverse　planes，13－16　and　phase　retrieval

by　solving　simultaneous　equations　for　unknown　phase　from　three　diffraction　inten．

sities　of　an　object　filtered　with　known　Gaussian　functions，17　which　is　based　on　the

pr・perties・f　entire　functi・ns（i・e・，　wave　functi・ns　bel・ng　t・entire　functi・ns）．・8・・g　The

former　method　has　been　used　for　phase　retrieval　in　the　Fresnel　region　in　electron　20
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and　optical　microscopy，2i　x－ray　imaging，22　and　so　on．　The　reconstruction　by　the　latter

method　was　demonstrated　in　the　optical　experiments　with　a　Gaussian　beam　instead

of　the　Gaussian　filter，23　The　latter　method　has　the　advantage　of　retrieving　the　phase

distribution　with　the　vortices（i．e．，　screw　dislocations）in　contrast　with　the　former　one，

because　entire　functions，　of　which　the　properties　is　used　in　the　method，　intrinsically

include　zero　points（which　indicate　the　possible　presence　of　vortices　in　the　phase）．　In

the　former　method，　it　has　been　shown24　that　the　solution　of　the　transport－of－intensity

equation　does　not　yield　unique　results　when　phase　vortices　are　present．　The　pres－

ence　of　wave－field　vortices　is　ubiquitous　rather　than　exotic．　It　is　the　known　fact　that

vortex－free　propagating　wave　fields　will　almost　always　develop　vortices　after　evolving

through　a　certain　critical　length　of　space．25，26　Thus，　in　the　phase　measurements　for

optical，　x－ray，　and　electron　wave　fields，　it　is　possible　that　phase　vortices　may　arlse．

Therefbre　the　retrieval　of　phase　vortices　is　significant　in　the　phase　problem．　Iterative

methods　have　been　used　for　the　phase　retireval　in　the　presence　of　vortices．24・26，271n

noniterative　methods，　to　the　best　of　my　knowledge，　the　latter　method　is　the　only　di－

rect　one　of　phase　retrieval　which　can　retrieve　the　phase　when　vortices　are　present．　In

the　latter　method，　however，　it　is　a　subject　of　inquiry　how　to　do　Gaussian　filtering　for

phase　retrieval　of　x－rays　or　electron　waves．

　　　Thus，　an　extension　of　the　latter　method　is　presented　in　this　paper．　In　the　extended

method，　the　Fraunhofer　diffraction　pattern　of　a　circular　aperture（i．e．，　a　besinc　func－

tion）is　used　as　the　object’s　illumination　instead　of　a　Gaussian　beam，　and　such　an

illumination　enables　the　object　reconstruction　by　the　latter　method　from　the　diffrac－

tion　intensities　for　x－rays　or　electron　waves，　provided　that　the　object，s　extent　is　con－

fined　within～1／30f　the　first　zero，s　radius　of　the　besinc　function．　The　validity　of

this　method　is　demonstrated　here　in　computer　simulations　of　the　reconstructions　of　a
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Fig．1．　Schematic　diagram　of　the　object－reconstruction　system　by　use　of　the　phase　retrieval．

The　object　function　is　reconstructed　from　Fresnel－zone　intensities　of　the　object　unshifted

and　shifted　in　each　direction　of　u　and　v　axes　in　the　illumination　of　the　Fraunhofer　diffraction

pattern　of　a　circular　aperture．

general　complex　object　and　a　particular　object　with　phase　vortices．

2．Formulation　of　the　Reconstruction　Method

We　consider　the　object　reconstruction　in　the　two－dimensiona1（2－D）arrangement　of

Fig．1．　This　layout　consists　of　three　planes　perpendicular　to　an　optical　axis，　which

are　the　aperture，　the　object，　and　the　observation　planes．　We　assume　that　an　object

of　complex－amplitude　transmittance　f（u，　v）（which　is　assumed　to　be　of　finite　extent）

in　the　object　plane　is　illuminated　by　the　amplitude　distribution　in　the　Fraunhofer

diffraction　pattern　of　a　circular　aperture　with　a　known　radius　w　in　the　aperture　plane．

If　a　unit－amplitude，　coherent　monochromatic　plane　wave　of　the　wavelength　A　is　incident

normally　on　that　aperture，　then　the　field　distribution　b（u，v）in　the　object　plane　is　given

by　28

輌一π
|exp［iStll、（ZL2＋v2）］ 2」1（kwas／Zl）

kω∨縮／Zl’
（21）

where　Ji　is　a　Bessel　function　of　the　first　kind，　order　1，　zl　is　the　normal　distance

between　the　aperture　and　object　planes，　and　k　is　the　wave　number．　Then，　by　use　of
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the　Fresnel　apProximation，

as

the　complex　amplitude　in　the　observation　plane　is　written

　　　　　　　　　e琉Z2

Fi（x，y）＝
　　　　　　　　　iλz2

exp
m乞芸（x2＋小鋤 （22）

where

U・（x，y）一ぴ卿）exp［Z芸（・L2＋v2）］exp［一乞1：（x2L・＋・YV）］　dudv，（23）

in　whichσdenotes　the　extent　of　the　object．　If　the　complex　amplitudeσ1（x，　y）is

obtained　in　an　experiment，　the　object　function　can　be　reconstructed　fromσ1＠，y）by

using　the　inverse　Fourier　transform　and　eliminating　the　effect　of　the　illuminating　field

b（u，v）（which　is　calculated　from　the　known　constantsλ，ω，　and　z1）from　the　resultant

function．　Unfbrtunately，　the　only　physical　quantity　that　can　be　directly　observed　is

the　intensity　fbr　high　frequency　phenomena　such　as　light，　x－rays，　and　electron　waves．

The　phase　information　is　lost　on　an　intensity　recording．　Thus　we　consider　here　the

object　reconstruction　method　based　on　the　phase　retrieval　from　three　Fresne1－zone

intensity　measurements．　One　of　the　measured　data　terms　is　the　intensity　distribution

of　Fi（v，y），and　the　others　are　the　intensity　distributions　of　the　Fresnel－zone　transforms

of　the　object　shifted　along　the　u　and　v　axes．　First，　we　consider　the　Fresne1－zone

transform、F2（x，Z，t）of　the　shifted　object　with　horizontal　displacementアin　the　u　axis’s

direction（which　is　assumed　to　be　another　known　constant），　The　complex　amplitude

F2（x，y）is　given　by
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F・（x，y）一肋（ze　一　T，　v）b（ze，v）exp［夢2＋v2）］exp［一弦（x2L＋小吻

一”’　ff．　f（？L”　v）b（u・＋T，v）exp［乞芸（u・2＋v2）］

×exp｛　　2π一zλz2［（z－T）ze’　＋　yv］｝鋼（24）

where　A－（e’kz2　／iλz2）exp傾〆＋y2）／2z2］，　A’－A　exp［iπ（ア2－29cT）／λz2］，　and　u・＿

u一丁・Equation（4）indicates　that　the　object’s　shift　corresponds　to　the　both　shifts

of　the　illuminating　field　b（u，v）in　the　object　plane　and　the　complex　amplitude　in

the　observation　plane．　Secondly，　we　assume　that　the　extent　of　the　central　lobe　of

the　illuminating　field　6（u，　v）is　larger　than　the　object’s　extentσenough　to　represent

apProximately　the　besinc　function　of　b（u，のas　a　Gaussian　function　in　Eqs・（3）and（4）．

This　apProximation　can　provide　the　use　of　the　noniterative　phase　retrieval　method17

in　the　following　way．

　　The　besinc　function　in　Eq．（1）can　be　expanded　by　a　polynomial　approximation　as

2」、（r） 　　　　　r2

＝1－一十
　　　　　8

r4

　　　十…，
192

（25）

where

r＝
Zl

（26）
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Fig．2．　Difference　between　the　functions　2」1（ア）／r　and　exp（－r2／8）as　a　function　of　r．

Thus　we　try　to　approximate　the　besinc　function　as　a　Gaussian　function　exp（－r2／8），

of　which　the　Maclaurin　expansion　becomes

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　exp（十・÷芸＋…・　　（27）

The　deviation　of　2」1（r）／r　from　exp←r2／8）is　shown　in　Fig．2　as　a　function　of　r．　From

studies　of　numerical　experiments，　this　approximation　was　found　to　be　effective　for　the

phase　retrieval　provided　that　the　radius　r　is　smaller　than～1／30f　the丘rst　zero，s

radius（ro｛llil　3．83）of　the　besinc　function．　Under　the　condition　that　the　object’s　extent

is　confined　within　the　radius　r＝ro／3，　we　can　substitute　exp（－r2／8）into　Eq．（1）

instead　of　the　besinc　function：

　　　　　　　　　6㊥π誓exp［τ左（2・2＋v2）］expドω2鴎＋v2）］，（28）

and　then　the　function　b（uノ十7－，　v）in　Eq．（4）can　be　rewritten　as

b（zL’＋T，v）－b（2L・，　v）exp［一（：：）2TzLt］exp（學）exp［橿；i－；⑫2］・（29）
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Equation（9）indicates　that　the　shifted　function　consists　of　the　original　function，　an

exponential　function，　a　linear　phase　factor，　and　a　complex　constant．　The　present　phase

retrieval　relies　on　the　effect　of　the　exponential　function　on　the　Fresne1－zone　intensity

of　the　object．　Substituting　Eq．（9）into　Eq．（4）and　using　Eq．（3），　we　can　obtain　the

relationship　between　the　Fresnel－zone　moduli　of　the　shifted　and　unshifted　objects：

輌1－exp機1）2］IU・（x－s－ic，y）1，
（30）

where

3－

i1＋竺　　　　Zl）ア，

（31）

and

c一
fG：）2T・ （32）

Equation（10）indicates　that　the　modulus　of　F2（x，y）corresponds　to　one　ofσ1（x，　y）

displaced　along　the　imaginary　axis　of　the　complex　plane　of　its　argument　x，　simultane－

ously　with　the　displacement　s　along　the　x　axis，　except　fbr　the　exponential　term　with

the　known　constant　parameters．　As　we　shall　see，　the　displacement　along　the　imaginary

axis　renders　the　modulus　of　F2（c，　y）dependent　on　one－dimensiona1（1－D）phases　of

σ1（x，y）along　lines　parallel　to　the　x　axis．

　　Let　M（x，　y）andφ＠，y）be　the　modulus　and　the　phase，　respectively，　of　Ui（x，y），
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1・e・，

σ1（x，y）＝M（u，　y）exp［τφ（x，y）］． （33）

Note　that　M（x，y）is　equivalent　to　the　observable　modulus　I　Fi（x，y）1　of　Eq．（2）．　When

the　real　variable　v　ofσ1（x，y）is　expanded　into　the　complex　one，　x－　ic，　the　modulus

of　the　function　U1（x，y）is　written　from　Eq．（13）as

IU，（x　一一　ic，y）1＝IM（x一乞c，y）Iexp［－Imφ（x－ic，y）］， （34）

where　Im　denotes　the　imaginary　part　of　a　complex　function，　If　the　values　of　the　moduli

IM（X－ZC，　y）l　and　l」F2（x，y）l　are　not　zero，　the　relationship　between　these　moduli　can

be　written　from　Eqs．（10）and（14）as

ln
IF，（x十s，y）1

IM（x－　ic，y）1

＋；⑫2－－lmφ（コC－ic，　y）・
（35）

On　the　left－hand　side　of　Eq．（15）the　second　term　consists　of　the　known　constants，　and

the丘rst　term　can　be　calculated　from　the　observed　data　because　l、F2（x十s，y）lis　ob－

tained　through　compensation　of　the　modulus悟＠，　y）lin　Eq．（10）for　its　displacement

salong　the　x　axis　and　because　lM（x－ic，　Z，t）lis　given　by　the　modulus　of　the　Fourier

transform　of　the　product　of　the　inverse　Fourier　transfbrm　of　M（x，y）（＝1昂（x，y）D　and

the　exponential　function　exp（－2πcu／λz1）．19

　　　By　representing　a　1－D　phase　along　the　line　parallel　to　theエaxis　in　terms　of　a　Fourier

series　with　unknown　coe冊cients，　we　can　use　Eq．（15）to　construct　a　set　of　simultaneous
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equations　from　which　the　unknown　coe伍cients　can　be　computed．17　The　1－D　phases

along　lines　parallel　to　the　x　axis　can　be　retrieved　by　this　procedure．　Note　that，　even　if

the　moduli　l　M（x－ic，　y）l　and｜」5＠十s，y）lhave　some　zeros，　the　unknown　coe伍cients

can　be　determined　from　the　data　of　the　moduli　at　the　points　except　at　the　zeros．

However，　there　are　unknown　constant　phase　differences　among　these　lines　because

their　phase　calculations　are　independent　of　one　another．　To　solve　this　ambiguity，　we

take　a　third　intensity　measurement　of　the　Fresne1－zone　transform、F3（x，y）of　the　object

f（u，v－〃）that　is　shifted　with　displacement〃（which　is　also　assumed　to　be　a　known

constant）in　the　v　axis，s　direction．　Using　the　same　derivation　as　in　Eqs．（4）一（10），　we

can　obtain　the　relationship

輌1－expB聯2］IUi　（x，　：y　一一　s・－ic’）1，
（36）

where

st－
i1＋竺　　　　Zl）〃，

（37）

and

c・一 （38）

By　using　the　relation　of　Eq．（16）and　the　same　procedure　as　the　phase　calculations

along　lines　parallel　to　the　x　axis，　we　can　determine　the　phases　ofσ1（x，y）along　lines

parallel　to　the　y　axis．　A　phase　distribution　along　one　line　in　the　y　axis，s　direction

can　be　regarded　as　the　constant　phase　difference　among　the　1－D　phases　along　the
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1ines　parallel　to　the　x　axis．　Then　the　overall　2－D　phaseφ（x，y）is　determined　by

addition　of　the　constant　phase　to　the　1－D　phase　on　each　line　parallel　to　the　x　axis．

Note　that　the　orthogonality　between　two　displacements（T　and〃）of　the　object　is

not　necessary　for　phase　retrieva1，　because　the　constant　phase　difference　among　the

1－Dphases　can　be　also　determined　from　the　data　for　the　object，s　displacement　along

an　inclined　line．　It　is　found　from　Eq．（3）that　the　object　function∫（u，　v）is丘nally

reconstructed　by　eliminating　the　effects　of　the　known　illuminating　beam　6（u，v）and

the　quadratic　phase　factor　exp［ik（u2十v2）／2z2］from　the　inverse　Fourier　transform　of

the　complex　amplitude　function　with　the　measured　modulus　lσ1（x，y）1（＝1、Fl（sc，y）1）

and　the　retrieved　phaseφ（コc，y）．　The　present　phase　retrieval　method　is　applicable　for

all　kinds　of　functions　except　the　Fourier　transforms　of　Hermitian　functions，　in　which

the　equations　of　Eq．（15）cannot　be　solved　because　the　modulus　l、F2（x十s，y）l　becomes

equivalent　to　lM（x－ic，　y）l　for　all　value　of　x．　However，　even　if　an　object　function　is

aHermitian　function［i．e．，f（u，の・＝∫＊（－u，一の］，　such　an　object　function　can　be　also

reconstructed　by　using　the　present　method　because　the　product　of　the　object　function

and　the　quadratic　phase　factor　becomes　to　be　a　non－Hermitian　function　generally．

Hence，　the　reconstruction　for　all　kinds　of　object　functions　can　be　expected　in　practice．

3．Numerical　Examples

The　reconstruction　method　presented　in　the　previous　section　has　been　tested　by　com－

puter　simulation　of　examples　of　2－D　complex－valued　objects．　Data　processing　by

computer　was　performed　with　256×256　sampling　points．　The　modulus　and　the　phase

of　the　original　object　function　used　in　the　first　simulation　are　shown　in　Figs．3（a）and

3（b），respectively，　where　the　figures　show　only　the　central　128×128　points　out　of
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（a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（b）

Fig．3．　Original　object　fUnction　used　in　the　compu七er　simulation：（a）modulus　and（b）phase

of　an　objec七With　the　circular　extent　of　radius～14μm．

256×256points　in　all　assumed　square　with　sides　of　100μm　on　the　object　plane．　Tlle

modulus　and　phase　are　constructed　from　normal　random　numbers　by　a　computer．　The

distribution　of　the　modulus　is　in　the　range　between　l　and　3　for　arbitrary　units　within

circle　of　radius～14μm，　and　the　modulus　outside　the　circle　is　zero．　The　distribution

of　the　phase　is　in　the　range　between－1．57　rad　and　1．25　rad．　We　also　assume　that　a

monochromatic　plane　wave　x－ray　with　wavelengthλ＝0．682nm（1．83　keV）is　norma皿y

incident　on　a　circular　aperture　with　the　radius　5μm，　and　an　oblect　is　illuminated　by　the

Fraunhofer　diffraction　amplitude　distribution　of　the　aperture．　The　distances　between

七he　aperture　and　object　planes　and　between　the　object　and　Fresne1－zone　planes　in

Fig・1　are　assumed　to　be　z1＝600mm　and　z2＝80mm，　respectively．　Since　the　first

zero’s　radius　of　the　diffraction　pattern　of　the　aperture　is～50μm　in　the　object　plane，

an　effective　area　for　the　illumination　of　obj　ects　in　the　present　phase　retrieval　becomes

to　be　within　a　circle　of　radius～17μm（i．e．，　about　one　third　of　50μm）as　mentioned　in

Sec・2・The　object’s　extent　in　Fig．3　is　set　to　be　smaller　than　this　effective　area．　It　was

seen　from　another　simulations　that七he　reconstruction　error　gradually　increases　with
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Fig．4．　Reconstruction　of七he　object　shown　in　Fig．3　from　noisy］Fresne1－zone　intensities　when

in　the　system　of　Fig．1　the　distances　i1＝600㎜，　z2＝80mm，　the　aperture　of　the　radius

5μm，and　the　coherent　illumination　with　wavelength　A＝0．682㎜are　used．（a）Modulus

and（b）phase　of　the　reconstructed　object，　and（c）and（d）are　cross－sectional　profiles　of

the　functions　in（a）and（b），　respectively，　taken　along　horizon七al　lines　passing七hrough　the

center．　The　dotted　and　solid　curves　represent七he　original　and　the　reconstructed　objects，

respectively．

the　increase　of　the　object’s　extent　from　the　effective　area．

　　　Figures　4（a）and　4（b）show　the　modulus　a　nd　the　phase　of　the　object　Teconstructed

from　noisy　Fresne1－zone　intensities　of　the　object　and　the　shifted　objects　with　a　horizon－

tal　displacement　of　T＝6．25pam　and　a　vertical　displacement　of　u・＝6．25μm．　As　shown

in　Eq．（9），　the　object，s　shift　under　the　illumination　of　the　Gaussian　beam．　corresponds

t・the　pr・duct・f七he・bject　and　the　exp・nential　functi・n　exp［一（πω／λz1）2τ司，which

is　the　key　t・the　phase　retrieval　in　this　paper．　Fr・m　studies・fnumerical　experiments，19

it　was　found　that　the　suitable　values　of　the　inclirLation　factorα・＝（πω／λz1）2T　of　the

exp・nential・f皿cti・n　are　apPr・ximately　in　the　range　O・04π／σu＜α＜0・5π／σu，　where

σμ　denotes　the　width　of　the　object　in　the　direction　of　u　axis．　In　the　present　simulation

usingσμ一28μm，　andアー6．25μm，　the　valueα（－9・24×10－3）is　in　that　range・Cr・ss一
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（a）

（b）

Fig・5・O・iginal・bject　fun・ti・n・ms・d　in　the　c・mputer　simUlati・n・（a）m・dulu・and（b）phas・

of　an　object　wi七h七wo　first－order　vortices　of　Laguerre－Gaussian　mode．

sectional　profiles　of　the　original　and　the　reconstructed　modulus　and　phase　along　the

horizontal　line　that　passes　through　the　center　of　the　object　are　compared　in　Figs．4（c）

and　4（d），　respectively．　For　simulating　the　noisy　intensities，　three　complex　normal　ran－

dom　noises　ni（x，y）（i＝1，2，3）are　produced　by　a　computer　and　added　to　the　complex

amplitudes　Fi（x，y）（i＝1，2，3）in　the　Fresnel－zone　plane，　respectively．　A　factor　of　the

signa1－to－noise　ratio（SNR），　de丘ned　by　SNR＝Σ靱悟（x，　y）12／Σx，y　ln1（x，y）12，　is　now

introduced，　and　then　the　SNR　in　Fig．4　becomes　499．

　　　A　measure　of　the　quality　of　reconstruction　is　defined　by　the　normalized　root－mean－

squared（rms）error，

ER＝

Σげ（μ7？ノ）一一　fr（u，　v）12

u，v

1／2

2）1f（u，v）12

Ulv

，

（39）

where　f（u，　v）and　fr（u，　v）are　the　original　and　the　reconstructed　object　functions，

respectively．　The　rms　error　for　the　reconstructed　object　in　Fig．4　is　O．463．　The　ad－

vantage　of　the　present　method　is　that　one　can　retrieve　the　phase　distribution　with

vortices（i．e．，　screw　dislocations）．　To　demonstrate　the　pha£e　retrieval　of　vortices，　an
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Fig．6．　Reconstruction　of　the　object　shown　in　Fig．5　from　noisy　Fresnel－zone　intensities　when

the　same　parameters　as　in　Fig．4　are　used　in　the　system　of　Fig．1．（a）ModUlus　and（b）phase

of　the　reconstructed　object，　and（c）and（d）are　cross・・sectional　profiles　of　the　functions　in（a）

and（b），　respectively，　taken　along　horizontal　lines　passing七hrough七he　center．　The　dotted

and　solid　curves　represent　the　original　and　the　reconstructed　objec七s，　respec七ively．

25

（pm）

object　with　vortices　of　Laguerre－Gaussian　mode　was　assumed．　Figures　5（a）and　5（b）

show　the　modulus　and　phase　of　the　originaユobject　having　two　first－order　vortices　of

opposite　charge，　where　the　figures　are　represented　with　the　centra1128×128　points　on

the　same　scale　as　in　Fig．3．　Figures　6（a）and　6（b）show七he　modulus　and　phase　of　the

object　reconstructed　in　noisy　case（SNR＝444）by　using　the　same　object’s　displace－

ment　as　in　Fig．4．　Figures　6（c）and　6（d）indicate　comparison　between　cross－sectional

profiles　of　the　original　and　the　reconstructed　objects　along　the　horizontal　line　through

the　center．　The　rms　error　for　the　reconstructed　object　in　Fig．6　is　O．401．　It　is　found

from　the　results　in　Figs．4　and　6　that七he　reconstructed　objects　are　somewhat　degraded

owing　to　the　presence　of　noise，　but　they　represent　the　main　features　of　the　original

objects　in　the　general　case　and　in　particular　in　the　presence　of　vortices．
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4．Conclusions

Anoniterative　method　for　reconstructing　an　object　f皿ction　from　its　diffraction　in－

tensities　has　been　presented，　In　this　method，　the　Fraunhofer　difEraction　pattern　of　a

circular　aperture　is　used　as　the　illumination　for　an　object，　and　the　complex　amplitude

of　the　object　is　reconstructed　by　inverse　Fourier　transforming　the　complex　amplitude

in　the　Fresne1－zone　plane，　of　which　the　phase　is　retrieved　from　three　intensity　mea－

surements　in　the　Fresne1－zone　region：the　Fresnel　intensity　of　the　object　and　the　two

intensities　of　the　object　shifted　along　two　orthogonal　directions　in　the　object　plane．

The　phase　retrieval　method　in　this　paper　is　based　on　the　approximation　of　the　ampli－

tude　function　of　the　object’s　illuminating　beam　to　a　Gaussian　function．　In　the　case

of　the　illumination　with　the　Fraunhofer　diffraction　pattern（i．e．，　besinc　function）of　a

circular　aperture，　it　was　found　from　computer　simulations　that　this　approximation　is

effective　for　phase　retrieval　provided　that　the　extent　of　the　object　is　smaller　than～1／3

0f　the　first　zero，s　radius　of　the　besinc　function．　This　effective　extent　of　the　illuminating

beam　can　be　easily　adjusted　by　changing　the　distance　between　the　aperture　and　the

object　planes．　Although　the　present　method　requires　a　shaping　of　the　illuminating

beam，　the　system　of　making　the　Gaussian－like　beam　with　a　circular　aperture　is　very

simple　and　implemented　easily　in　measuring　with　x－rays　or　electron　waves．　However，

there　exists　no　high－power　source　like　a　laser　in　such　wave　phenomena，　and　so　it　may

be　necessary　that　a　beam　of　x－rays　or　electron　waves　is　focused　to　a　small　spot　on　the

aperture　plane　by　a　zone　plate　or　a　electron　lens　in　order　to　increase　the　signa1－to－noise

ratio　of　measurements，

　　　Computer－simulated　examples　of　this　method　have　presented　good　reconstructions

of　the　complex　objects．　Since　the　phase　retrieval　method　used　here　is　noniterative　and

analytic，　there　are　not　convergence　problems　such　as　the　stagnation　and　the　slow　speed
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convergence．　In　addition，　the　present　simulations　have　shown　that　this　method　is　able

to　cope　with　the　existence　of　vortices　in　the　phase　distribution　in　contrast　witlユall　the

noniterative　phase　retrieval　methods　developed　until　now．　Consequently，　these　results

exhibit　that　the　present　method　provides　potentially　very　useful　means　for　object’s

imaging　in　a　wide　class　of　wave　fields　that　obey　linear　phenomena．
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Phase　retrieval　from　diffraction　intensi七ies

　　　　　by　use　of　a　scanning　slit　aperture

Abstract

Anoniterative　method　of　retrieving　the　phase　of　a　wave　field　from　intensities　measured

while　scanning　a　slit　aperture　is　proposed．　In　the　measurements，　one　records　the

diffraction　intensities　bf　wave　fields　transmitted　through　the　slit　which　is　scanned　along

two　directions　in　the　Fresne1－zone　plane　of　an　object’s　field・From　these　intensities，　the

phase　in　the　Fresnel－zone　plane　can　be　retrieved　by　the　method，　in　which　a　novel　phase

calculation　technique　using　Fourier　transforms　is　included．　Since　the　method　does　not

require　lens　systems，　it　provides　potentially　useful　means　for　coherent　irnaging　by　use

of　x－rays，　electrons，　or　nuclear　particles．
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1．INTRODUCTION

Non－interferometric　reconstruction　of　the　phase　of　wave　fields　in　coherent　scattering

phenomena　is　a　topic　of　current　interest　in　a　number　of　areas　for　object　imaging　or

structure　determination　by　use　of　various　waves　such　as　optical，　x－ray，　electron，　and

atomic　waves．1　The　iterative　method　usingαpriori　information（e．g．，　nonnegativ－

ity　and／or　extent　of　a　wave　field　in　an　object　plane）with　the　diffraction　intensities

are　widely　used，　which　was　proposed　by　Fienup2　as　a　modification　of　the　original

Gerchberg－Saxton　algorithm．3　For　example，　the　demonstration　of　the　object　recon－

struction　by　use　of　the　iterative　method　has　been　shown　in　the　x－ray　phase　retrieval

experiments　for　noncrystalline　samples，4－6，　the　coherent　electron　imaging　of　a　car－

bon　nanotube　from　its　diffraction　intensity，7　and　the　computer　simulation　of　phase

retrieval　from　diffraction　patterns　for　complex　large　biomolecules　with　coherent　x－ray

illumination80r　for　a　single　noncrystalline　object　illuminated　with　a　coherent　elec－

tron　beam．9　However，　the　use　of　iterative　methods　is　accompanied　by　convergence

problems，　and　hence　those　methods　sometimes　stagnate　in　a　local　minimum　solution

different　from　a　true　one．　Recently，　it　was　shown　that　an　iterative　method　from　multi－

diffraction　patterns　measured　by　use　of　overlapping　aperture　positions　in　the　object

plane　is　useful　to　eliminate　such　ambiguities　in　the　retrieved　phase．10

　　　0n　the　other　hand，　there　are　some　studies　on　noniterative　methods　for　phase　re－

trieval　from　diffraction　intensities，　for　example，　phase　recovery　by　solving　the　transport－

of－intensity　equation　from　intensity　distributions　in　two　or　three　transverse　planes，11－14

and　phase　retrieval　by　solving　simultaneous　equations　for　unknown　phase　from　three

diffraction　intensities　of　an　object丘ltered　with　known　Gaussian　functions，15，16　which

is　based　on　the　properties　of　entire　functions．　It　is　well－known　that　wave　functions

belong　to　entire　functions．17，18　The　former　method　has　been　used　for　phase　retrieval　in
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electron　microscopy，19　x－ray　imaging，20　and　so　forth．　The　reconstruction　by　the　latter

method　was　demonstrated　in　the　optical　experiments　with　a　Gaussian　beam　instead

of　the　Gaussian　filter．21　The　latter　method　has　the　advantage　of　retrieving　the　phase

distribution　with　the　vortices（i．e．，　screw　dislocations22）in　contrast　with　the　former

one，23　because　entire　functions　intrinsically　include　zero　points，　which　indicate　the

possible　presence　of　vortices　in　the　phase．　In　the　latter　method，　however，　there　exists

the　dif五culty　of丘ltering　a　small　object　with　Gaussian　functions．

　　　Thus　an　extension　of　the　latter　method　is　presented　in　this　paper．　In　the　extended

method，　the　Gaussian　filtering　for　phase　retrieval　is　done　indirectly　by　taking　the

correlation　of　a　slit　aperture　with　the　Fresnel　dif［raction　amplitude　of　an　object．　The

intensity　data　of　such　a　correlation　are　obtained　by　measuring　the　difEraction　intensities

of　a　wave　field　transmitted　through　the　slit　aperture　which　is　scanned　on　the　Fresnel－

zone　plane．　Then　the　one－dimensional　phases　in　the　Fresne1－zone　plane　of　the　object

can　be　retrieved　from　two　series　of　the　intensities　measured　while　scanning　the　slit　by

anew　phase　calculation　technique　using　Fourier　transforms．　Combining　these　phases

and　another　retrieved　phase　from　the　data　obtained　by　a　90°rotation　of　the　above

slit，　the　two－dimensional　phase　in　the　Fresne1－zone　plane　can　be　determined，　and　then

the　object　function　is　reconstructed　by　transforming　the　inverse　Fresnel　diffraction　of

the　complex　function　consisting　of　the　measured　modulus　and　the　retrieved　phase．

　　　The　reconstruction　method　is　developed　in　Section　2．　In　Section　3，　the　resolution

attainable　by　the　system　with　a　scanning　slit　is　discussed．　The　validity　of　this　method

is　demonstrated　in　Section　4　with　a　computer　simulation　of　the　reconstruction　of　an

object　with　phase　vortices．　Concluding　remarks　are　given　in　Section　5．
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2．Formulation　of　the　Reconstruction　Method

Figure　l　shows　a　schematic　diagram　of　the　measurement　system　with　a　scanning

slit　aperture．　We　assume　that　an　object　of　complex　amplitude　transmittance∫（u，　v）

（which　is　assumed　to　be　of　finite　extent）in　the　object　plane　is　illuminated　by　a　coherent

monochromatic　plane　wave　of　wavelengthλ．　In　the　Fresnel．zone　plane　with　coordinates

xand　y，　a　scanning　slit　aperture　is　inserted　to　take　a　correlation　of　the　slit　function

and　the　field　distribution　F（x，y）of　the　wave　dif［racted　from　the　object．　By　use　of　the

Fresnel　apPr・ximdti・n，　F（x，y）is　written　as

F（x，y）一∫Z胸exp｛τ㌃［⑭2＋い）2］｝dudv， （40）

whereσdenotes　the　extent　of　the　object，，2　is　the　normal　distance　between　the　u－v

and　x－y　planes，　unimportan七multiplicative　constants　associated　with　the　diffraction

integrals　are　ignored．　Assuming　the　Fresnel　diffraction　of　the　wave　transmitted　through

the　slit　aperture，　the　complex　amplitude　H（ξ，η）in　the　detector　plane　is　given　by

H（ξ，η）－4∫ピF（x，　y）R（x　一　s）exp｛莞［（x－s）2＋y2］｝

　　　　　　　　　　　　　　　　×exp｛　27「－i・x／T［x（ξ一s）＋yη］｝∂鋤，
（41）

where　l　is　the　normal　distance　between　the　x－y　andξ一ηPlanes，　R（x）is　the　aperture

function　of　unit－amplitude　transmittance　within　its　extent，　s　is　the　position　of　the

center　line　of　the　slit　on　the　cc　axis，　and　q＝exp［τπ（ξ2－82＋η2）／λ1］．　First，　in　the

present　method，　the　one－dimensional　phases　of　the　function　H（ξ，η）along　the　lines

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　61



Object　plane

Coherent
奄撃撃浮高奄獅≠狽b

”’

　　u@霧獣灘 s

醸・
謎 ’　＿”ぶ

　μ
nbject

　、、
ﾔ’・
唐ﾔぶs

蛯ﾔ’
コc

k

Fresnel－zone　plane
　　　　　　　　　　y　　，・

an

’

馨

慧

S

　難灘嚢

麟

嚢ム

Detector　plane

　　　　　　　　η

S

S十τ

・2：一一一うト←一一1－一う1

Fig．1．　Schematic　diagram　of　the　object－reconstruction　system　that　uses　phase　retrieva1・The

object　reconstruction　is　based　on　the　measurement　of　two　series　of　intensities　recorded　along

the　lines　parallel　to　theηaxis　at　two　coordinates　of　s　and　8十τin　the　detector　plane　as　a

function　of　the　slit　position　8．

parallel　to　theξaxis　are　retrieved　from　two　series　of　intensities，　which　are　recorded

at　two　coordinatesξ＝sandξ＝8＋τ（whereτis　a　constant）in　the　detector　plane

as　a　function　of　the　slit　position　s．　Secondly，　the　phases　of　H（ξ，η）along　lines　parallel

to　theηaxis　are　also　retrieved　from　data　obtained　by　a　90°rotation　of　the　slit．　Then

the　two－dimensional　phase　of　F（sc，y）is　reconstructed　by　eliminating　the　effect　of　the

slit　function　R（x）from　slices　of　H（ξ，η）parallel　to　theξandηaxes　and　combining

one－dimensional　phases　of　the　resultant　f皿ctions　in　two　dimensions．

　　　Thus，　substituting　Eq．（1）into　Eq．（2）and　integrating　for　y　coordinate，　the　two

intensities　of　H（ξ，η）atξ＝s，s＋7－can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　IH（s，η）12－f，ita・・（x，η）R＠－s）dx12　　（42）

and

　　　　　　　　lH（s＋丁，η）12－f，itα・・（x，η）R（x－s）exp（－i27rXT／λ1）dxl2，　（43）

whereαdenotes　half　a　width　of　the　slit，

62



F’（x，η）－ff．　f（z・，　v）　exp［乞是（x－u）2＋τ斎2］exp［一τλ缶ηu］姻44）

and　unimportant　multiplicative　constant　is　ignored．　In　Eqs．（3）and（4），　the　Fraun－

hofer　approximation　was　assumed　to　be　satis丘ed　for　the　diffraction　intensities　along

the　di・ecti・n・f　C　axis（i・e・，　the　quadratic　phase　fact・r　exp［編（x－s）2］in　Eq・（2）is

approximately　unity　l　over　the　slit　function　in　the　x　direction）．

　　　Tb　utilize　the　phase　retrieve　method　based　on　the　properties　of　entire　functions，15，16

we　assume　that　the　extent　of　the　inverse　Fourier　transform　of」R（x）［i．e．，asinc　function］

has　large　extent　enough　to　approximate　it　into　a　Gaussian　function　within　the　extent

of　the　inverse　Fourier　transform　of　F’＠，η）：

　　　　　　　　　ぴ（cc）exp（乞2πψ）dx－・－2a　sinc（2πψ）

一2α
m1一 （2παψz）2

6
＋・・

n，

≡≧　　2αexp［一（2Tαze／λz）2／6］， （45）

where　the　Maclaurin　expansion　of　the　sinc　function　is　used　for　the　approximation，　It

can　be　seen　from　Eq．（5）that　the　one－dimensional　inverse　Fourier　transform　of　F，（x，η）

for　x　coordinate　corresponds　to　the　product　of　the　spatial－frequency　spectrum　of　the

object　function　along　the　direction　of　u　axis　with　a　quadratic　phase　factor．　From

studies　of　numerical　experiments，　the　approximation　in　Eq．（6）was　found　to　be　effective

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

provided　that　the　main　part　of　the　object’s　frequency　spectrum　is　smaller　than～i

of　the　first　zero，s　extent　of　the　sinc　function．　Thus　substituting　the　Fourier　transform
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of　Eq．（6）into　Eqs．（3）and（4）instead　of、lil＠），we　obtain　the　relation　between　the　two

intensities　of　H（ξ，η）atξ＝s，3＋T：

　　　　　　　　　　　　　　　IH（s十T，η）12＝exp（－3c／2／2α2）IH（s－icノ，η）12，　　　　　　　　　　　　　（46）

where　c，＝2πα2ア／3λ1．　Then　substitution　of　H（s，η）＝M（s，η）exp［τφ（s，η）］into　Eq．（7）

yields

　　　　　　　　　　　　　ln牒認1］＋3c’・／4α2－－lmφ（8一吻），　（47）

where　M（s，η）andφ（s，η）are　the　modulus　and　phase　of　H（s，η），　and　Im　denotes　the

imaginary　part　of　the　complex　function．

　　　In　the　previous　papers，15，16　the　phaseφ（s，η）along　the　direction　of　6　axis　was　solved

from　Eq．（8）by　representing　the　phase　in　terms　of　a　Fourier　series　basis．　In　this　paper，

anew　method　of　solving　Eq．（8）by　Fourier　transforms　is　presented．　Thus　we　rewrite

Eq．（8）in　the　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D（s，η）＝－Imφ（s－ic’，η），　　　　　　　　　　　　（48）

where　D（8，η）is　a　measurable　function　consisting　of　two　terms　on　the　left－hand　side

in　Eq．（8）．　The　Fourier　transform　of　Eq．（9）for　s　coordinate　can　be　written　as

ア［D（s，η）］一一誘［φ（3－ic・，η）一ゲ（s＋ic’，η）］exp（一一一i2Tafs）ds，
（49）

whereア［・］denotes　the　Fourier　transform，　which　is　assumed　to　be　a　function　of　variable

α，and　the　asterisk　means　a　complex　conjugate．　Integration　by　substitution　for　8±ic’

in　the　right－hand　side　of　Eq．（10）yields
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ア［D（5，η）］一一bl－z［φ（s，η）exp（2　c・）－il＊（s，η）exp（－2Tafc，）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×exp（一一i2πcys）ds，

一一isinh（2παc’）ピφ（s，η）exp（一乞2πα3）d8，
（50）

where　the　property　of　the　real　function　of　the　phase［i．e．，φ（8，η）＝φ＊（s，η）］was

used・Hence　the　phaseφ（s，η）along　the　direction　ofξaxis　can　be　obtained　from　the

measurable　function　D（s，η）by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ（s，η）一・1’一・［乞畿劉，　　（51）

whereアー1［・I　denotes　the　inverse　Fourier　transform．

　　　The　complex　function・H（s，η）on　one－dimensional　lines　parallel　to　theξaxis　can　be

reconstructed　from　the　measured　modulus　in　Eq．（3）and　the　retrieved　phaseφ（s，η）．

Then　we　can　calculate　the　deconvolution　of　Fノ（x，η）from　the　reconstructed　function

H（8，η）by　using　the　known　slit　function、1｛）（x）．　However，　there　are　unknown　constant

phases　among　these　lines　that　are　independent　of　each　other．　To　retrieve　this　ambigu－

ity，　we　make　a　second　measurement　for　two　series　of　intensities　of　H（ξ，η）atη＝s，8＋ア’

（where　7－，　is　also　a　constant）by　scanning　a　slit　aperture　that　is　parallel　to　the　x　axis

（obtained　by　a　90°rotation　of　the　above　slit）．　Then　the　function　F’（ξ，y）along　the

direction　of　y　axis　can　be　reconstructed　in　the　same　way　as　Fノ（x，η）．　The　two　functions

F’（¢，η）and、F’〃（ξ，　y）can　be　combined　in　the　following　way．　After　canceling　the　known

quadratic　phase　exp（iπx2／λx）of　F’（x，η），　we　calculate　a　set　of　one－dimensional　inverse

Fourier　transforms　of　the　resultant　function　along　lines　parallel　to　the　x　axis，　Then
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one－dimensional　Fourier　transforms　of　the　products　of　the　set　of　the　functions　and　the

quadratic　phase　exp［－iTzL2／λz十i7「zL2／λ（z十1）］is　given　by

Fl（ξ，η）－ff．　f（iL，　v）　exp［ix（fiT／）（Zt2＋v2）］exp［－ix（芸り（ξ⑭］蜘52）

on　condition　that　the　phase　information　among　slices　of　FC’（ξ，η）parallel　to　theξaxis　is

unknown・In　the　same　way，　the　function場（ξ，η）having　the　phase　information　in　the

ηdirection　can　be　obtained　from　F’（ξ，y）・The　phase　information　of・F6（ξ，η）permits

us　to　determine　the　differences　among　the　one－dimensional　phases　associated　with

slices　of　Fg（ξ，η）parallel　to　theξaxis・By　taking　the　two－dimensional　inverse　Fourier

transform　of　the　resultant　combined　function　and　compensating　for　the　quadratic

phaseexp
m　　　Tiλ（z＋1）（2・2＋v・）］，wecan丘nally・btainthe・bjec鋤cti・n∫（u，v）・

3．Resolution　of　the　phase　retrieval　using　a　scanning　slit

In　this　section　we　discuss　the　resolution　of　the　object　reconstruction　using　the　present

phase　retrieval　method．　As　described　in　Section　2，　the　approximation　of　Eq．（6）is

effective　provided　that　the　main　part　of　the　object，s　spatia1－frequency　spectrum　is

smalle，　than～！。f　the丘rst　zer。，s　extent。f　the　inverse　F。u，ier　t，ansf。rm。f　the　slit

　　　　　　　　　　　　　2

function．　Hence　it　is　found　that　the　resolution　for　the　object　reconstruction　from　the

intensities　of　Eqs．（3）and（4）is　limited　by　two　times　the　width　of　the　slit．　However，

the　resolution　can　be　improved　by　changing　the　coordinates　of　the　measurement　points

in　the　detector　plane．　To　explain　this　fact，　we　first　rewrite　Eq．（1）as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F＠，y）－exp［乞㌃（x2＋y2）］Ff（x，y）・　　（53）
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i

where

Ff　（x，　Y）－ff．　f（i・，v）　exp［乞㌃（u2＋v2）］exp［一乞篇（⑭u）］　dudv・
（54）

Thus　we　consider　the　amplitude　H（ξ，η）at　the　coordinatesξ＝5（1＋1／z）in　the

detector　plane．　Substitution　of　Eq．（14）andξ＝s（1＋1／，2）into　Eq．（2）yields

H［3（1＋；），η］－4広exp｛乞そ［（1＋i）（x－8）2］｝exp［乞：（i＋1）司

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　趾卿一s）expC乞誓yη）軸・（55）

where　q，＝exp［iπs2（1十1／z）／λz十iπη2／λ1］．　In　this　equation，　if　the　distances　z

and　I　satisfy　the　conditions　required　for　validity　of　the　Fraunhofer　approximation

for　a　slit　of　width　D（＝2α）in　the　direction　of　x　axis，　the　quadratic　phase　fac－

t・rexp｛i（π／λ1）［（1＋Z／z）（x－s）2］｝is　apPr・ximately　unity・ver　the　slit　functi・n

R（x－8）．Using　this　approximation，　substituting　Eq．（15）into　Eq．（16），　and　integrat－

ing　for　y　coordinate，　the　intensity　of　Eq．（16）can　be　written　as

H［s（1＋9，η］
2 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2f，itaFi（x，η）R（x－8）dx

（56）

where

Fl（x，η）－ff．　f（iL，　v）　exp「τ：（÷＋芸）］exp［一τ㌻＠＋z¢lu）］⑭57）
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where　unimportant　multiplicative　constant　is　ignored．　In　the　same　way，　the　intensity

of　H（ξ，η）at　the　coordinateξ　＝　s（1＋1／z）＋7－is　given　by

H［s（1＋1）＋T，n］
2

fs二αF；ピ，η）R＠－5）exp（－2π励晒
2

（58）

The　resolution　of　the　object　reconstruction　based　on　Eqs．（17）and（19）is　made　clear　by

investigating　the　inverse　Fourier　transform　of　the　correlation　integral　in　Eq．（17），　which

corresponds　to　the　product　of　two　inverse　Fourier　transforms　of　R（x）and耳（x，η）．　It

can　be　seen　form　Eq．（18）that　the　inverse　Fourier　transform　of　F｝（x，η）for　x　coordinate

becomes　the　product　of　the　object　function∫（tt，　v）in　the　zL　direction　and　the　quadratic

phase　exp（i7「u2／λz）in　contrast　to　that　of　F’（x，η）in　Eq．（5）．　This　reason　is　that　the

functi・n恥，η）d・es　n・t　include　the　quad・atic　phase　fact・r　exp［iπx2／λ・］・f　F’（x，η）

in　the　Fresne1－zone　plane．　Consequently，　we丘nd　that　in　this　case　the　resolution　of

the　object　reconstruction　is　limited　by　the　width　of　the　scanning　area　with　the　slit　on

the　Fresnel－zone　plane，　provided　that　the　object’s　extent　in　the　u（or　v）direction　is

smaller　than－！。f　the丘rst　zer。，s　extent。f　the　inverse　F。urie，　t，ansf。rm（i．e．，　the

　　　　　　　　　　　　　2

sinc　function）of　the　slit　function．

3．Computer　simulation

The　performance　of　the　present　method　is　demonstrated　by　computer　simulation　for

the　reconstruction　of　a　two－dimensional　complex－valued　object．　Data　processing　by

computer　was　carried　out　with　256×256　sampling　Points，　of　which　the　physical　size

was　assigned　to　1．2×1．2　mm．　The　wavelength　was　set　to　O．6328μm．　The　distances　z
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（a） （c）

　　　　　　　　　　　　　　　　（b）　　　　　　　　　　　　　　　　　（d）

Fig．2．　Reconstruction　of　a　complex－valued　object　with　phase　vortices　in　noise－free　case：（a）

modulus　and（b）phase　of　an　original　obj　ect，　and（c）modulus　and（d）phase　of　a　reconstructed

one．

and　1　were　fixed　to　6．67　mm　and　20．O　mm，　respectively，　and　the　sht　aperture　of　width

63．3pam　was　assumed．　The　advantage　of　the　present　method　is　that　one　can　retrieve

the　phase　distribution　with　vortices　in　contrast　to　the　other　noniterative　methods．11－14

To　demonstrate　the　pha£e　retrieval　of　vortices，　an　object　with　vortices　of　Laguerre－

Gaussian　mode　was　assumed．　Figures　2（a）an　2（b）show　the　modulus　and　phase，

respectively，　of　the　original　object，　which　was　produced　by　adding　a　function　with　two

丘rst－order　vortices　of　opposite　charge　to　a　random　complex　f皿ction　generated　by　a

computer．　The　extent　of　the　object　was　the　square　with　sides　of　O，48　mm．　Figures

2（c）and　2（d）show七he　modulus　and　the　phase　of　the　object　reconstructed　from　series

of　noise－free　intensities　observed　at　the　coordinatesξ＝8，　s＋アandη＝8，　s＋7／in

the　detector　Plane　as　a　function　of七he　position　3　for　the　slit　apertures　parallel　toη

andξaxes，　respectively，　where　T＝〆＝28．1μm　was　assumed．

　　　The　example　of　the　reconstruction　from　noisy　intensities　is　shown　in　Fig．3，　where
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the　distancesτand〆were　increased　to　56．2μm　in　order　to　raise　the　signal　level　of

the丘rst　term　on　the　left－hand　side　in　Eq．（8）．　For　simulating　the　noisy　intensities，

complex　normal　random　noises　n（ξ，η）are　produced　by　a　computer　and　are　added

to　the　complex　amplitudes　H（ξ，η）in　the　detector　plane．　A　factor　of　the　signal－to－

noise　ratio（SNR），　de丘ned　by　SNR＝Σ8，ηIH（5，η）12／Σs，η　ln（s，η）12，　is　now　introduced，

where　H（s，η）and　n（s，η）are　the　complex　amplitude　and　the　noise，　respectively，　at

the　coordinate　of　the　position　s　of　the　slit　parallel　to　theξaxis．　Then　the　SNR　in

Fig．3　becomes　347．　Figure　3（a）and　3（b）show　the　modulus　and　the　phase　of　the

reconstructed　object，　and　cross－sectional　pro丘1es　of　the　original　and　the　reconstructed

moduli　and　phases　along　the　horizontal　line　that　passes　through　the　center　of　the

object　are　compared　in　Figs．3（c）and　3（d），　respectively．　It　can　be　seen　from　Fig．3，

that　the　reconstruction　quality　in　the　neighborhood　of　the　edge　of　the　object’s　extent

appears　to　be　less　accurate　than　that　of　the　central　part　of　the　object．　The　reason　of

this　fact　is　that　the　high　spatia1．frequency　components　are　generally　sensitive　to　noise

in　the　Fresnel　intensities，　though　these　components　are　necessary　fbr　reconstructing

the　edge．　However，　the　result　faithfully　represents　the　main　features　of　the　original

object，　particularly，　the　vortices　of　the　phase．

5．Conclusions

Anoniterative　phase　retrieval　method　by　use　of　a　slit　aperture　has　been　presented

that　is　capable　of　reconstructing　a　complex－valued　object　from　diffraction　intensities

measured　while　scanning　the　slit　in　the　Fresne1．zone　plane．　The　phase　retrieval　is　based

on　the　properties　of　entire　functions，　which　are　effective　under　the　approximation　of

the　inverse　Fourier　transform（i．e．，　the　sinc　f皿ction）of　the　slit　aperture　to　a　Gaussian
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Fig．3．　Reconstruction　of　the　object　shown　in　Fig．2　from　noisy　intensities：（a）modulus　and

（b）phase　of　the　reconstructed　object，　and（c）a皿d（d）are　cross－sectional　pro丘1es　of　the

figures　in（a）and（b），　respectively，　taken　along　horizontal　lines　passing　through　the　center

of　each　figure．　The　dotted　and　solid　curves　represent　the　original　and　the　reconstructed

objects，　respectively．

f皿ction．　It　was　found丘om　computer　simulations　that・this　appro）dmation　can　be

used　for　phase　retrieval　provided　that　the　main　part　of　the　spatial　frequency　spectrum

・fan・bject　is　smaller　than－；・fthe丘rst　zer・，s　extent・fthe　sinc麺cti・n・・n

this　condition，　the　phase　in　the　Fresne1－zone　plane　can　be　retrieved　from　two　series

of　intensities　recorded　at　two　coordinates　in　a　diffraction　plane　for　the　wave　passed

through　the　slit　aperture，　In　particular，　a　new　phase　calculation七echnique　ha忘been

presented　here，　in　which　the　phase　can　simply　be　retrieved　by　using　Fourier　transforms

in　contrast　to　the　solution　of　the　simultaneous　equations　for　unknown　coeMcients　of　the

phase　in　the　previous　papers．15，161t　has　been　shown　that　the　resolution　of　the　object

reconstruction　using　the　present　method　is　limited　by　two　times　the　width　of　the　slit

in　the　case　that　the　Inea£urement　points　are　depended　to　only　the　position　of　the　slit，

but　this　limitation　can　be　changed　into　the　reciproca1　of七he　width　of　the　scanning　area
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with　the　slit　on　the　Fresne1－zone　plane　by　the　measurement　of　the　intensities　at　the

coordinates　depending　to　the　position　of　the　slit　and　the　two　distances　between　the

object　and　Fresnel－zone　planes　and　between　the　Fresnel－zone　and　detector　planes．　The

computer－simulated　example　of　this　method　in　the　former　case　of　the　measurement

has　presented　here　the　good　reconstruction　of　a　complex　object　with　phase　vortices．

The　performance　of　this　method　in　the　latter　case　of　the　measurement　will　be　shown

in　a　forthcoming　Paper．

　　　Since　the　phase　retrieval　method　used　here　is　noniterative　and　analytic，　there　are

not　convergence　problems　such　as　the　stagnation　and　the　slow　speed　convergence．

In　addition，　unlike　the　other　noniterative　methods，11－14　this　method　can　cope　with

the　existence　of　vortices　in　the　phase　distribution．　Consequently，　these　facts　exhibit

that　the　present　method　provides　potentially　very　useful　means　fbr　lensless　coherent

imaging　in　a　wide　class　of　wave　fields　such　as　x－rays　and　electron　waves．
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