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内部発熱の項を有する非定常,三次元,異方性熱伝導方程式の解について検討し,厳密な温度

分布を得ることができた｡この解を木材の疲れに伴 う温度変化に適用し,発熱係数を求めること

が出来た｡疲れき裂が発生するまでは,発熱係数は一定か,やや微増であり,き裂が発生すると

上昇する｡

1.緒 言

今山ら1)は木材の疲れに伴 う温度変化を測定し,

その温度変化より疲れ過程について検討を行ってい

る｡ 表面温度は内部の発熱と外部-の放熱との釣合

によって決まり,表面温度を基準とする検討は,内

部温度や発熱量による検討に比較しやや不正確であ

る｡発熱量の方が内部の状態をより正確に表してい

ると考えられる｡ 木材についての熱伝導による温度

分布は,満久2)によって解かれている｡ しかし,内部

発熱の項を有する温度分布についてはまだ求められ

ていない｡本報告では,内部発熱の項を有する非定
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常,三次元,異方性熱伝導方程式の厳密解を求め,

次に,具体例として今山ら1)の木材の疲れに伴 う温

度変化に適用し,発熱係数を求め,その妥当性を検

討した｡

2.熱伝導方程式

2.I 鰐析

Fig.1に示すように,x,y,Z軸をとり,この各軸

に,木材の半径,繊維および接線方向を-致させる｡

内部発熱を伴う物体の任意の点(x,y,I),任意の時

間(i)での三次元,非定常温度分布 (e)は一般に次

式で表される3,4)｡

普 -忘 (Ax瀞 + ん 瀞 ･̂ 溜 )+

1
CpP

u(x, y,I) (I)

ここで,uはある位置での単位時間,単位体棟当た り

の発熱量,a,は比熱,pは密度,lx,ん ,AEは,それ

ぞれx,y,Z軸方向の熱伝導率である｡試験片の寸法
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Fig･1･ x -y-Ic0 -0rdinatesystemandtestspecimen.

は,Fig.1に示すように,X,y,Z軸方向にそれぞれ

2a,2b,2Cとし,原点を試験片の中央にとるO 試験

片は最初一様な温度場にあり,その温度を基準温度,

0とする｡ある瞬間(t>0)から次式の境界条件およ

び初期条件のもとに加熱されるものとする｡

x-a;6,x+Hxe=0,

y=b;6,,+Hye-0,

2=C;6,I+HEe-0,
i-0;6-0

x--a;-9,x+HxG-0
y--b;-9,y+Hye-0

I--C;-9.I+Hle-0
(2)

ここで,C.xなどは ∂e/axなどを表し,Hx,H,,
Hzはそれぞれx,y,Z軸に垂直な面での相対熱伝達

率である5)｡ここで,次のような座標変換をおこな

う ｡

x-Axxl, y-A,yl, 2=AEZl,

a-Axal, b-右bl, C-右cl,

hx-AxHx hy-んHy hz-右Hz

Jz･-Jm ,(i-x,y,2)

(3)

ここで,lEま任意の基準伝導率である｡式(3)を用

いると式(I)の熱伝導の基礎方程式は次式となる｡

ae/at=xv26+(x/A)u(xl, I/1,21) (4)

ここで,

x-A/(cpp),▽2- ∂2/ax12+ ∂2/aJ,.2+∂2/aE12

である｡式(ユ)の境界条件および初期条件は,求(3)

を用いると次式となる｡

xl=al;8,xl+hx∂-0,:xl=-al;-8,xl+Axe-0,

yl=bl;8,,l十hye-0,yl=-bl;-8.y,+hy9-0, (5)
zl=Cl;a.1.+hE∂-0,21=-Cl;-0,21+hz♂-0,

g=0;♂-0

次に,求(4)の解 を求める｡式(4)の解は定常解

a(xl, yl,Zl)と非定常解 免(xl,yl,El, i)の和とし

て,次式で与えられる｡

8-el(xl,yl, Zl)+C2(xl,yl,Zl,i) (6)

また,温度関数 el, 82はそれぞれ次式を満足する｡

▽ 2β1- - u(xl, yl,Zl)/) - - W(xl, yl,21)(7)

x∇282-∂C2/at (8)

9

また,境界条件は次式となる｡

xl-al;Oj.x.+h講-0,x1--al;-Oj,xl+hxCj-0
yl-bl;0,I,,1+h誹,･-0,ylニーbl;一鉱,1十hyGj-0

zl-C1;Cj,zl+hECj-0 zl=-C1;-8,.,Rl+hzCj-0
U-1,2) (9)

初期条件は式で与えられる｡

t-0;e=0 従って,92=-el (10)

まず,境界条件式(9)を満たす式(7)の定常温度分

布elは次式で与えられる｡
C¢ ○ロ CD

81- ∑ ∑ ∑AlmnCOSqLXl･COSYmyl･COSSnZl(ll)
L=1Tn=1TZ=1

ここで,係数 ALmnは次式で与えられる｡

I

Azmn=櫛

(rmbl)2
十

(qLal)2
+hxalCOS2qlal

/::W(xl･yl,Zl)cossnzl･COSrmyl･COSqzXldzldyldxl
(12)

また,qL,r･m,Snは,次式を満たす根で,小さい順

に番号をつけたものであるO

tanqLa1-hx/qL,tanrmbl=A,/rm,tansmcl==hJsn
(13)

次に,境界条件式(9)を満たす式(8)の非定常温度

分布 免は変数分醒法を用いると,次式の様に求ま

る｡

COOO00
82- ∑ ∑≡BijkeIN(aL2+βJ2+rAB)cosαfXl･COSBjyl･

2'=lJ'=lk=l

cosrhEl (14)

ここで,αZ･,Bj,γAは,次式を満たす根でn番目の

大きさの根を表すものとする｡

tanαial-hx/az.,tanejbl-hJPj,tanγhCl-hz/γk
(15)

式(15)と式(13)を比較すると,qE-ai,rm-&,

sn-γhとなる｡また,求(ll),求(14)を初期条件式

(10)に代入すると次式を得る｡

Bz･,.A- - AL,nn (i,j,k=1,2,3) (16)

最終的に,求(ll),(14),(16)を式(6)に代入すると,

温度関数 βは次式となる｡
8000ぬ

β- ∑ ∑∑ALmn(トe-"i(qL2佃2十Sn2))cosqlXl･COSZ=ln2=172芸1

rmyl･COSSnZl (17)

以上のように,内部発熱を伴う直交異方性,三次

元,非定常熱伝導方程式の一般解を得ることが出来

た｡

2.2 木材の熱伝導率と熱伝達率の適用

木材の熱伝導率の方向による比は,樹種に関係な
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く-版に次のようにいわれている6)0

Ax=AE=A,hy= 2見

また,相対熱伝達率を

Hx-H,=Hz-h

とすると,座標変換の関係式(3)は次のようになる｡

xl- X, yl=y/J2, 21=Z

al-a, bl=b/J2, cl=C (18)

hx-A, hy=J2h, hl=h
この関係を用いて座標を元に戻すと式(17)は次式

となる｡
餌OD CO

∂-∑∑∑ ALmnt1-eW (qL2十rm之十Sn望))CosqlX･COSZ=1m=172=1
(rmy/Jf)･coss乃Z
ここで,

ALmn-

(rmb)2十2hbcos2(rmb/招)

(qLa)2
(qla)2+hacos2qEa

(snc)2
て義打2ヰ扇i6~【露嘉~~pI

(19)

I:W(x･y,I)Cossnz･cos(Ymy/Jf)･cosqlXdzdydx･
また,qz,rm,snは次式を満足する｡

tanqEa=h/ql, tan(rmb/耳)=JTh/rm, tansnc=h/sn
以上のように,木材について内部発熱を伴 う非定

常熱伝導方程式の解を得ることが出来た｡

2.3 応力条件

寛験の項で述べるように,用いた実験は中央集中

荷重による40Hzの速さの両振 り練返し三点曲げで

あるO応力(o･)を,梁の牽外面における最大応力(qo)

を用いて次式のように表す｡ここで,Pは帯重,抄は

角速度である｡

6- OT.(b- Jy1)2/(bc)sinbut, Oo-3Pb/(8ac2)
(20)

-舷に応力と,応力による内部発熱の関係は,u-

kCnで示される7)Oここで,kは減衰係数であり,本

報告では発熱係数 (heatgenerationcocfrlCient)と呼

んでいる｡ 材料が線型粘弾性 として挙動すると仮定

すると,応力 Uと発熱量 uの間には,u-ko･2の関係

があり8),これに式(20)を代入すると次式となる｡

u-kob2(b-IyI)222/(b2C2)sin2cut
ここで,lサイクル当た りのJo2sin2a,tを計簸 (-

(7r/a))oTo2)し,更に27r/aJで除して単位時間当たり平

均値を出すと,(1/2)a.2となる｡oTo2sin2aJtの代わりに

(1/2)0㌔がコンスタントに作用しているとすると,u

および Wは次のようになるO,

u-kco2(b-IyI)222/(2b2C2)

W-K(b-IyI)222,K-kao2/(2Ab2C2)

更に,求(19)のAzmmは次式となるO

Alm,2-
16Kb2C2 hacos

1-(Jfh/rm)cos(Y,nb/J2)
(rmb)2/2+hbcos呈(Ymb/Jf)
((snc)之(hc+2)

cosZqla

-2hc)cossnc
2+hccos2snc (23)

3.実 験

実験値には既報1)を用いた｡実験方法9)および実

験結果1)の概略を次に示す｡40年生スギ材を用い,

Fig.1に示す ような20mm十10mmX320mmの試

験片を作成した｡試験片の平均比重は0.35,含水率

は 且ュ-15%であった｡疲れ試験は,中央集中荷重に

よる両振 りの繰返し面外曲げ強制振動で,平均荷重

がゼロとなる定荷重疲れ試験である｡荷重の方向は,

試巌片の厚さ方向すなわち接線方向である｡スパン

は 177mmである｡温度分布の計算にはスパンを約

180mm として取り扱ったO繰返 し速度は正弦波の

40HzとしたO応力繰返しによる発熱に伴 う温度の

上昇は,温度ゲージによって測定した.測定箇所は

Fig.Iに示すように,温度ゲージの中央が試験片中

央の中立軸と一致するように接線面にはりつけたO

繰返し応力は,約 190-340kgf/cm2の範囲であるO

直接疲れ実験に用いた試験片は約40本である｡負荷

の始めから破断までの温度の上昇の一例をFig.2に

103 1が 105 106
n(numberofcycles)

Fig.2.Temperature-rise(C.b)duetothegeneration
ofheatunderalternativebendingstress(da).

示す｡横軸は繰返し数を対数にとっている｡縦軸は

温度を普通目盛りで表している｡疲れの過程には四

つの段階が存在し,矢印でき裂が発生する｡



1988年 ‖∃] 内部発熱項を有する熱伝導方程式と疲れ

4.計 算

次のように,寸法,時間,温度を無次元化する｡

寸法 旦-x/a, Y-y/b, Z-I/C
一旦≦X≦1,-1≦Y≦ 1,-1≦Z≦1

時間 T-Ht/a2 (7-リュ数)

温度 首=C/(16Ka2b2C2) (24)

e～の計算は,求(19)ど,求(23)を16Kb2C2/a2で除
した式とによって行われた｡従って,単位は無次元

であるo e～の値は,定常状態では左 m,nが数項で

安定したo非定常の場合は,時間 g=0.05-2.0の範囲

で 15項で安定した｡qE,Ym,Snの級数計算は 15項ま

で行った｡式(24)の温度 鋸こは,計算値 鮎 1と実測

値 C.bがあるが,この場合 6-eobとすると,0-と)が

決まれば,発熱係数 kが求められる｡ まず,封こつい

て検討するo hc-1の場合,熱伝導率 をl=0.075

Kcal/m･hr･BCIO)とすると,相対熱伝達率 との関係

より,熱伝達率はh-15.OKcal/m2･hr･oCとなる｡満

久2,ll),川下12)による と,静止す る空気は3-30

Kcal/m2･hr･oC,運動する空気は 10-500Kcal/ma･

hr･oCとなっている｡本実験の場合,荷重点でのたわ

み振幅をやや大きくみて,約0.2cm とすると,0.3

m/secの風速になる｡ これは,静止しているか,やや

運動している空気に相当する｡従って,熱伝達率 h-

15.OKcal/m2･hr･dCは妥当な借と思われるO

次に,無次元化時間Tは

T=xt/a2=At/(cppa2)
の関係があるから,Å=0.075Kcal/m･hr･oC,C,=0･

324Kcal/Kg･oC9㌧A-0.35g/cm3,a-1･Ocrnを用い

ると,振動数が40Hzだから

n=2.177×104T≒2XIO4T (cycles)

の関係が得られるOここで,nは繰返し数であるOこ

の時間軸の関係を用いて,許と8obを比較 した例を

Fig.3に示すOここでは kが未定なので,免別 とC.b

は直接に比較は出来ない｡図から明らかなように,

6-と C.bは定性的によい対応関係を示す.このよう

に,ここで用いられる諸定数 (1,h,C,) は適切な

ものと思われるO

次に,ほぼ定常状態 と考えられる時間 T-1の場

合について,三つの軸について FをFig.4に示す｡

三つの図は,それぞれこ軸を原点に固定し,他の-

つの軸を変化させたものである｡いずれの図におい

ても,原点において水平で,dβ/dy =0,dβ/dg=0,

de/dZ=0であることがわかるOまた,それぞれの図

の端部において傾斜をもっている｡ これらは,いず

れも境界条件(2)を満足しているO図(b)より明らか

なように,本報のように試験片の側面(∫-±1,y-

1 2
2T(Fouriernumber)

1 2
∩(numberofcycles)

xlOJ

ll

′叫

3

2

へ3
.)qoC

Fig.3. Comparisonortheexperimentalresults(亀b)
with the calculated results (eZ-)forthe

temperature-rise.

0,Z-0)の温度を測定した場合,その温度は試験片

の中心 (X=0,Y-0 , Z-0)の温度の約55男‖こし

かすぎない.また,図(a)より明らかなように,試験

片の表面 (∬=0,y-0,Z±1)において測定した

ときは,試験片の中心の温度の約90%である｡

5.発 熱 係 数

式(24)より発熱係数 ノ‖よ,次式によって求められ

る｡

k-(eoゎ/5)A/(8U.2)

この式中の qoは各実験で決 ま り,式中C)A/

(8oTo2)は一定となるので,本式を用いて,各繰返し

数におけるe～と C.bの比較からkを求めることが

出来る｡本式を用いて,繰返し数が2×104回まで約

IX103回毎にkを算出したO求めたkの一例をFig.

5に示す｡横軸は普通目盛の応力繰返し数であり,

2x104回まで示したO縦軸は疲れに伴うG.bとkを

示している｡繰返し数2×104回までの各繰返し数の

勘ま,Fig.3に示した数倍を用いた｡疲れに伴う温度

変化は,寛験の項で示したように,紬 lX104回を境

にして前半がstepI,以降がst叩 ⅠⅠである｡図から

明らかなように,発熱係数は温度変化のstepIや

stepIIに関係なくほぼ-定借を示している｡従って,

温度変化のstepIは発熱と放熱との不釣合いから

くる非定常状態であり,stepIIは定常状態と考える

ことができる｡つまり,発熱係数からみると,温度

変化のstepi,StepIIにおいて,その値に関係がな

く,材料内部は材質変化をしていないことになる｡

次に,求められた発熱係数と,他の内部摩擦量と
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Legend:T:Fouriernumber･hc:Biotnumber.

の関係を検討するO繰返 し応力は式(20)で与えられ

たが,ひずみ Gは位相の遅れをOとすると8-Bsin

(GD卜 5)である｡ ただしBは係数である｡毎サイク

I
〟(numberofcyc一es)x104

5
米lo-7

(
N
へ
N
E

U
＼
1
6
三
･

3
aS
･
M

E
U
＼

feU)也

ノ
叫

3

2

-

0

Fig.5･Heat一generationcoefficients(k)inStepsI
andIIoftemperature-rise(Cob).

Legend:r･.coefficientofcorrelation.

ルのエネルギー散逸』¢ほ
AQ-fo･dE-～EB27rSin∂

式(21)との比較の為に,毎秒当たりに変換すると

AQ-oTo2(b- i yf)222GJSin8/(2JEb2C2)

で与えられるOここで,E=A/B,A=co(b-1yl)I/
(bc)であるO 式(21)との比較より次式の関係が得ら

れる｡ここで,Jは熱の仕事当量であるo

kJE/a-sinO(=tanO,Oが小の時)
たわみ振動法などの非破壊試験によって測定され

た内部摩擦量は,松本13),深田14)によると,本寛験

の値(tan6-3.2×10~2-1.7×10-2)の 1/2-1/3に相

当する｡とれらの実験に用いられた振動数は約 100

-500Hzである｡深田15)によると,振動数が 100Hz

以下になってくると内部摩擦は上昇すると考えられ

る｡ 更に北原ら16)によると,減圧状態の低振動数に

おいても内部摩擦の上昇がみられる｡

一方,内部摩擦は応力にも依存していると思われ

るが,一般に内部摩擦の測定に用いられる応力は非

常に小さなもので,前出の深田15)においても最大で

30-36kgf/cm之である.Lazanのbirchを用いた報

告17)では,応力35-420kgr/cm2においてtan♂-

0･42×10~2-1･39(瞬間弾性率E′=110×103kgf/cm2

を用いて換算)を得ている0本実験の結果はこの範

囲に入っている｡以上のように,本実験のような低

振動数で高応力のもとで得られた発熱係数は妥当な

値 と考えられる｡
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次に,疲れの開始から破断までの疲れの全過程に

ついて,温度変化の実測値から発熱係数を算出した｡

その-例をFig.6,7に示すoFig.3や Fig.5に示さ

れるように,温度変化は繰返 し数 2×104回付近では

十分に定常状態 と考えられるoこの 2×104 回の 房を

用いて2×104回以降の kを算出した｡2×104回ま

では Fig.5の場合 と同じ方法で算出した｡図から明

らかなように,疲れの全過程において,発熱係数の

変化は 3つの段階に分 けることが出来る｡疲れの開

始からき裂が発生するまでの第 Ⅰ段階は,発熱係数

はほぼ一定かやや微増 と見ることが出来るO き裂が

発生すると発熱係数は上昇する｡ 第ⅠⅠ,ⅠⅠⅠ段階は,

温度変化のstepIII,ⅠVに対応 している｡
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怯導方程式の解について検討 し,厳密な温度分布を

得 ることができた｡この解を木材の疲れに伴う温度

変化に適用し,発熱係数を求めることが出来た｡疲

れき裂が発生するまでは,発熱係数は一定か,やや

微増であり,き裂が発生すると上昇する｡
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