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研究成果の概要（和文）：本研究は，解が初期値にリプシッツ連続的に依存する微分方程式系に

対する適切性定理の確立を課題とし，それをリプシッツ作用素半群の生成の問題に翻訳して考

察した。成果は，リプシッツ作用素半群が抽象的コーシー問題の軟解を与えるための必要十分

条件を与えたこと，及び，正則半群の非線形摂動として表されるリプシッツ作用素半群の特徴

づけを与えたことである。特色は，解の初期値に関する連続的依存性を保障する準消散条件を

提案するために，距離に似た非負なリプシッツ連続汎関数を用いた点である。 
 
研究成果の概要（英文）：The purpose is to establish the wellposedness of differential 
equations whose solutions depend Lipschitz continuously on their initial data by 
interpreting it as a problem of the generation of semigroups of Lipschitz operators. We give 
a necessary and sufficient condition for a semigroup of Lipschitz operators to give a mild 
solution to the abstract Cauchy problem and characterize a semigroup of Lipschitz  
operators which is represented as a nonlinear perturbation of an analytic semigroup. The 
feature is to use a metric-like functional in order to propose a new type of disspative 
condition. 
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１．研究開始当初の背景 
(1) 近似解法による微分方程式系の初期値問
題，混合問題の適切性 ① 保存則系の初期

値問題の差分近似解法に関する研究：長い間
未解決であった，保存則系の初期値問題の小
さな初期値に対する適切性の問題は，波面追

研究種目： 基盤研究(C) 

研究期間：2007～2009 

課題番号： 19540177 

研究課題名（和文） 解が初期値にリプシッツ連続的に依存する微分方程式系に対する適切性

理論の構築 

研究課題名（英文） Wellposedness of differential equations whose solutions depend 

Lipschitz continuously on their initial data 

研究代表者 

田中 直樹 （TANAKA NAOKI） 

静岡大学・理学部・教授 

 研究者番号： 00207119 



 

 

跡法，及び，粘性消滅法により解決された。
注目すべき点は，2 つの弱解の差を測るため
に構成された汎関数に関して，弱解の差が初
期値の差に縮小的に依存することが示され
ることで，保存則系の初期値問題に対する解
作用素の族がリプシッツ作用素半群を形成
することが明らかにされたこと，さらに，こ
の事実が利用され，適切性定理が証明されて
いることである。一方，単独保存則の初期値
問題の適切性を証明する方法には，上記 2 つ
の証明方法のほかに，差分近似法によるもの
が先行研究にあった。② チャーノフの積公
式に関する研究：微分方程式の初期値問題に
対する差分近似解の収束性の問題を位相解
析的に定式化した理論として，ラックスの同
等定理，及び，チャーノフの積公式がよく知
られている。これらは，離散半群に対するノ
ルムを用いた安定性条件と，ラックスの同等
定理においては，解作用素を用いた整合性条
件，チャーノフの積公式においては，レゾル
ベント収束を用いた整合性条件が，差分近似
解の収束を保障することを主張する定理で
ある。 
 
(2) 微分方程式系の初期値問題，混合問題の
適切性定理の構築 ①非線形双曲型方程式の
初期値問題，混合問題の適切性に関する研
究：保存則系の小さな初期値に対する適切性
の問題は解決をみた。しかしながら，西田シ
ステムは，大きな初期値に対しても時間大域
的な弱解を持つことが知られているが，弱解
の大きな初期値に関する連続的依存性が成
立するかどうかは分かっていない。この意味
において，保存則系の大きな初期値に対する
適切性の問題は，依然未解決である。また，
キルヒホッフ方程式を代表とする準線形双
曲型方程式に対する初期値問題，混合問題の
時間大域的適切性の問題は，多くの場合，方
程式のもつ特性を生かしながら，個別的に研
究されていた。② 非線形放物型方程式の初
期値問題，混合問題の適切性に関する研究：
単調作用素の１つである劣微分作用素の理
論は，生成される縮小作用素半群が平滑性を
持つという事実から，非線形熱方程式を代表
とする非線形放物型方程式の初期値問題，混
合問題に幅広く応用されてきている。近年，
複素ギンツブルグ・ランダウ方程式の混合問
題に対する解作用素族が平滑性を持つこと，
及び，リプシッツ作用素半群を形成すること
が報告された。また，準線形放物型方程式の
初期値問題，混合問題に対する適切性を研究
する目的で，半単調作用素という概念を用い
て劣微分作用素の理論を拡張しようという
流れもある。 
 
２．研究の目的 
(1) 近似解法による微分方程式系の初期値問

題，混合問題の適切性 ① 保存則系の初期
値問題の差分近似解法に関する研究：背景に
述べたように，保存則系の初期値問題に対す
る適切性を差分近似法により証明しようと
いう重要で魅力ある研究が活発化すると考
えられた。そこで，リプシッツ作用素半群の
考察を通して，差分近似法により，保存則系
の初期値問題に対する適切性定理を得よう
というのが，本研究の目的である。② チャ
ーノフの積公式に関する研究：先行研究で用
いられてきたノルムにより定まる距離の代
わりに，距離に似た汎関数による安定性条件
のもとで，積公式を研究する必要性が，理論
的な立場だけでなく実用的な立場からも見
えてくる。これを実行することが本研究の目
的である。 
 
(2) 微分方程式系の初期値問題，混合問題の
適切性定理の構築 ①非線形双曲型方程式の
初期値問題，混合問題の適切性に関する研
究：様々な微分方程式系の個別的な考察から
系統的な性質を見い出し，統一的な適切性理
論を展開できないかという問題は興味深い。
これらの問題を，リプシッツ作用素半群，及
び，加藤理論の考察を通して，解明していく
ことが本研究の目的である。② 非線形放物
型方程式の初期値問題，混合問題の適切性に
関する研究：劣微分作用素に代わる『平滑性
を引き起こす作用素』のクラスを提案するこ
とが重要な課題となってきており，それが本
研究の目的である。 
 
３．研究の方法 
 (1) キルヒホッフ方程式を代表とする準線
形双曲型方程式に対する混合問題の時間大
域的適切性の問題は，多くの場合，方程式の
もつ特性を生かしながら，個別的に研究され
ている。これらの個別的な考察から系統的な
性質を見い出し，統一的な適切性理論を展開
できないかという問題は興味深い。これらの
問題を，リプシッツ作用素半群の考察を通し
て解明していく。このことが本研究の特色あ
る研究手法である。また，リプシッツ作用素
半群の概念は，解の初期値に関する連続的依
存性に着目して作用素半群の理論を展開す
るという発想から生まれた。 
 
(2) 従来では，解の初期値に関する連続的依
存性を確立するために，2つの解の差を測る
ものとして，ノルムが用いられることが多く，
その方法に対応する理論が単調作用素の理
論である。本研究では，解の初期値に関する
連続的依存性を保障する消散条件，安定性条
件を提案するために，距離に似た非負なリプ
シッツ連続汎関数を用いた。このことも本研
究の特色ある研究手法である。 
 



 

 

(3) 従来から用いられてきた独立的な条件
を以下の例に挙げるように結合させた条件
を提案した研究手法も本研究の特色である。
①

qp LL − 評価を抽象的に組み込んだ汎関数
の導入とそれによる半線形安定性条件の提
案 ② ベニランによる integral solution を
暗示させる，準消散条件に劣接線条件を組み
込んだ条件の提案 
 
４．研究成果 
(1) リプシッツ作用素半群が抽象的発展方
程式の軟解を与えるための必要十分条件の
導出： 解の初期値に関する連続的依存性に
着目して作用素半群の理論を展開するとい
う発想から，リプシッツ作用素半群の概念が
生まれた。従来では，解の初期値に関する連
続的依存性を確立するために，2 つの解の差
を測るものとして，ノルムが用いられること
が多く，その方法に対応する理論が単調作用
素の理論である。リプシッツ作用素半群の生
成定理は，抽象的コーシー問題と密接に関係
している。その抽象的コーシー問題には，解
の時間に関する微分可能性により，様々な解
の概念がある。とくに，古典解の一般化であ
る，軟解（＝抽象的発展方程式に対する後退
差分方程式の解の一様収束極限として得ら
れる解）の概念がある。本研究では，解の初
期値に関する連続的依存性を保障する条件
として，距離に似た非負なリプシッツ連続汎
関数により表現される新たな消散条件を提
案した。この消散条件のもと，リプシッツ作
用素半群が抽象的発展方程式の軟解を与え
るための必要十分条件を与えることに成功
し，得られた理論をキャリアー方程式の混合
問題へ応用した。   
 
(2) 正則半群の生成素の非線形摂動：平滑性
のある解をもつ方程式に関する適切性定理
へ適用可能なリプシッツ作用素半群の生成
定理を考察することが本研究の目的である。
平滑性を持つリプシッツ作用素半群の生成
素が，正則半群の生成素の非線形摂動として
表現される場合から考察した。

2L 空間におい
て，複素ギンツブルグ・ランダウ方程式は，
その解作用素が平滑性を持ち，しかも，正則
半群の生成素と非線形作用素の和により支
配されていることが示されており，本研究を
進める上で，重要なモデルである。本研究の
目的を達成するための接近方法として，研究
課題を正則半群の生成素の非線形摂動とし
て表される生成素を持つリプシッツ作用素
半群の特徴づけの問題に翻訳して考察した。
これは本研究の特色の１つである。得られた
結果は次の通りである。生成素が正則半群の
生成素の非線形摂動として表されるリプシ
ッツ作用素半群は，距離に似た汎関数とそれ
を用いて表現される安定性条件，及び，正則

半群の生成素の分数ベキのノルムを用いて
表現される放物型劣接線条件により特徴付
けられる。この特徴づけを複素ギンツブル
グ・ランダウ方程式に応用し，岡澤，横田に
よる

2L 適切性定理と解の平滑性に関する先
行研究結果を，我々の得た解は正の時刻に対
して 1回連続的微分可能であるという点で改
良した。 
 
(3) 放物型半線形発展方程式に付随するリ
プシッツ作用素半群の特徴づけ：平滑化効果
を期待できる半線形発展方程式は，同値な積
分方程式へ書き換えられ，

qp LL − 評価，ハ
ーディ・リトルウッド・ソボレフの不等式な
どの援用により，その適切性が考察されてい
た。一方，平滑化効果をもつ半線形発展方程
式を組織的に取り扱う方法として，正則半群
の非線形摂動の理論が，正則半群の生成素の
分数ベキをもとに展開されていた。両者の特
性を生かした枠組みとして，

qp LL − 評価を
抽象的に組み込んだ汎関数の導入とそれに
よる半線形安定性条件の提案を行った。この
条件及び放物型劣接線条件により，平滑効果
を持つ半線形発展方程式を組織的に取り扱
う新たな方法を与え， Drift-diffusion 
system の適切性の問題へ応用した。 
 
(4) 準消散条件に劣接触条件を組み入れた
条件下でのリプシッツ作用素半群の生成定
理：ノルムによる準消散条件のもとに，軟解
から形成される解作用素は初期値に関して
縮小的であり，軟解は，ベニランによる 
integral solution となることが知られてい
る。また，この integral solution の概念は，
解の初期値に関する連続的依存性と密接に
関係している。この事実から，解の初期値に
関する連続的依存性に着目して作用素半群
の理論を展開するためには，ノルムによる準
消散条件を弱めて，ベニランによる integral 
solution を暗示させる，解が初期値に関して
リプシッツ連続的に依存性するための条件
を導入する必要性が生じた。この種の条件と
して，ノルムの代わりに距離に似た汎関数を
用い，準消散条件に劣接触条件を組み込んだ
条件を提案した。その条件のもとに，リプシ
ッツ作用素半群の生成定理を考察したとい
う点が本研究の特色である。 
 
(5) ギンツブルグ・ランダウ方程式へのリプ
シッツ作用素半群的接近方法：ギンツブル
グ・ランダウ方程式に関して，非線形のベキ
に制限を設ける場合に， 適切性の問題が，
平滑化効果を証明する手段として効果的な
劣微分作用素を用いて表現される抽象的コ
ーシー問題へ変換され考察されていた。その
後，横田により，実函数論分科会特別講演で，
ギンツブルグ・ランダウ方程式に対する
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適切性の問題が提示された。この種の問題を，
リプシッツ作用素半群の生成の問題へ翻訳
し考察したことが本研究の特色である。実際，
ギンツブルグ・ランダウ方程式を支配する微
分作用素が，距離に似た汎関数により表現さ
れる準消散条件を満たすことを証明し，先行
研究とまったく異なる，リプシッツ作用素半
群論的接近方法を与えた。 
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