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Preface

Resollrce　competition　is　common　in　natllre．　The　difference　of　tesource　exploitat　ion　among

competitively　interacting　species　often　has　a「　great　impact　on　the　poplllation　growth　and

determines　the　fate　of　species．　The　competitive　exclllsion　principle（CEP）predicts　that

the　number　of　species　competing　fbr　the　several　available　resollrces　cannot　exceed　the

number　of　available　resollrces　in　steady　state．　Several　basic　mathematical　models　de－

scribing　the　resollrce　competition　fbr　the　limiting　resollrces　have　been　proposed　and　the

conseqllences　agree　wi七h七he　CEP．　Of　collrse，　this　prediction　does　not　explain　correctly

what　is　observed　in　nature．　This　paradox丘as　fascinated　to　propose　driving　factors　which

facilitate　・the　coexistence　of　species　in　resource　competition　as　opposed　to　the　CEP．　It　is

important、not　only　to　show　or　explain　how　competing　species　cart　coexist，　but　also　to

丘gure・ut　the　math・mati・al・tructure・fre・・urce　c・mpe七iti・h・ys七em・．　N・tably，　t・figure

ollt　the　mathematical　strllctllre　of　the　resollrce　competition　system　often　relates　to　un－

derstand　the　mechanisms　underlying　species　coexistence．　Thlls，　mathematical　studies　on

resource　competition．　system　ar6　expected　to　bring　knowledge　and　insight　what　is　essential

for　the　coexistence　of　Species　in　resource　competition．

　　　Another　main　interest　in　this　thesis　is　to　study　delayed　feedback　mechanisms　in　biolog－

ical　systems．　The　grow七h　of　individuals　in七erms　of　physiological　trai七s　sllch　as　the　growth

in　terms　of　body　size，　the　maturation　of　cells，　or　interactions　with七he　other　species　often

oper．ates　on　the　population　growth　as　a　delayed　feedback．　It　has　been　revea、led　tha七〇s－

cillation　or　more　complicated　behaviors　are　typically　observed　in　ecological　communities，

and　they　are　supposed　to　be　induced　by　delayed　nega七ive　feedback　mechanisms．　Feedback

systems　are　of七en　the　subject　to　stlldy　in　the　control　theory」n　biological　systems，　feed－

back　mechapism　often　appears　as　a　density　dependent　term　in　equations．　The　sys七em　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニin　general，　described　by　differential　equatio－ 獅刀@and　may　exhibit　rich　dynamics　even　though

3



4 CONTENTS

　　七he　algebraic　structure　Qf　equations　is　very　simple．

　　　　　In　biological　systems，　the　interaction　among　individuals　is　diversified．　This　diversified

　　interac七ion　may　fertilize　phenomena　o『bserved　at　a　population　level．　The　relation　between

　　七he　in七erac七ion　among　individuals　and七he　population　level　phenomena　is　often　the　subject

　　to　understand　in　ecology，　epidemiology，　cell　biology　or　any　fields　trea七ing“the　dynamics　in

　　七erms　of　the　popula七ion　number”．　Dlle七〇the　fact　tha七resource　competition　and　delayed

　　feedback　Mechanism　essent　ially　work　and　are　obg，　erved　at　population　leve1，　the　study　on

　　population　dynamics　governed　by　resollrce　competition　or　delayed　feedback　mechanism

　　may　be　expected七〇reveal　a　relation　between　the　in七erac七ion　at　individual　level　and

　　phenomena　observed　at　poplllation　leveL
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　島
“’ @　Mathematical　modeling　enables　us　to　describe　explicitly　how　model　ingredients　relate

　　to　each　other．　The　s七ability　theory　of　dynamical　systems　helps　us　to　understand　what

　　will　occur　as　a　reslllt　of　resource　competition，　delayed　feedback　effec七〇r　whatever　in　a

　　qualitative　manner．　The　implementation　of　numerical　simlllations　gives　information　in

　　terms　of　the　dynamical　properties　in　quantitative　and　visible　sense．　Numerical　computa－

　　tions　enablesロs　to　obtain　apPr（）Ximate　solutions　to　nonlinear　equations，　and七〇　evaluate

　　quantities　representing　an　important　concept，　such　as　the　degree　of　competition　among

　　in七eracting　species　and　so　on．

　　　　　In　this七hesis，　we　s七udy　ma七hema七ical　proper七ies　of　resource　compe七i七ion　and　delayed

　　negative　feedback　mechanism　on　several　population　dynamics　models．　Methods　devel－

　　oped　in　the　stability　theory　of　differential　equations　and　dynamical　sys七ems，　numerical

　　simulations　and　numerical　computations　are　collaborated　to　inves七iga七e　the　dynamics

　　of　interacting．species　on　which　resollrce　competi七ion　or　delayed　feedback　mechanism　is
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j

　　operated．

　　　　　In　the　first　part　of　this　thesis，　the　effect　of　delayed　feedback　mechanism　on　several　bi－

　　ologi6al　systems　is　studied．　In　Chapter　1，　we　study　the　stability，　bifurcation　and　chaotic

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　じ
　　behaviors　in　Lotka－Volterra　pr6dator－prey　systβm　with　two　delays．　The　stability　of　co－

　　existing　steady　sta七e（a　positive　eqllilibrillm）can　change　depend，ing　on　the　value　of　time

　　delays．　This　system　exhibi七s　rich　dynamics；not　only　chaotic　bllt　also　transient　chaotic

　　behaviors　are　observed．　In　Chapter　2，　we　stlldy　chemostat　equations’　which　describe　a

　　poPlllation　dynamics　Of　microorganisms　or　species　living　ip　an　aqua七ic　ecosystem．　The

　　nutrient　recycling　via　bacterial　decomposition　ac七s　as　a　delayed　feedback　mechanism．　The

　　coexistence　of　species　as　opposed　to　the　CEP　is　observed．

グ
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　　　In七he　second　part　of　the　thesis，　resollrce　competition　models　are　stlldied．　In　Chap七er

3，we　s七11dy　a　Lotka－Volterra　compe七ition　sys七em．　Competition　fllnctions　are　defined　to

measure　the　degree　of　the　competition　be七ween　competing　two　species．　The　competitively

balanced　set　is　also　defined　in　which　competition　of　two　species　are　equilibriated．　We　study

several　properties　of　competitively　balanced・set　and　showed　the　global　a七七ractivity　of　the

positive　eqllilibrillm．　Another　important　reslllt　in　this　chapter　is　seen　in　a　point　that

the　s七able　manifold　of　the　positive　equilibrium　is　explicitly　given　for　a　special　case．　In

Chapter　4，　we　study　a　periodic　chemos七a七model　in　which　three　species　are　competing　for

one　resource　．　The　coexistent　st　ate　of　three　species　is　investigated　both　analytically　and

numerically．　It　is　revealed　that　the　coexistence　of　three　species　is　likely　possible　if　the

period　is　large．

　　　In　appendix　A，　theories　and　mathematical　methods　to　analyze　delay　equations　are

sllmmarized．　In　the　first　part，　a　geometric　¢riteria　for　the　roots　of　characteristic　equation

for　delay　equa七ions　with　one　delay　is　sllmmarized．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8
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Delayed　f已edback　mechanism　in

　　　　population　dynamics
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Chapter　1

Lotka－VOIterra　predator－prey　system

with　two．　delays
‘

＼

ABSTRACT

We　cons’ider　the　following　Lotka－Vb1七erra　predator－prey　syStem　with　two　delays：

｛x’（t）＝x（t）［r・－am（（，一　Tl）－bY（t）ly’（t）＝y（t）卜r2＋・x（t）一吻（t－T2）］．

（E1）

野rst，　system（E1）is　formulated　as　a　model　fbr　ecological　species　with　delayed　s　elf　toxic　inhibiting

effect，　or　for　describing　virus　dynamics　with　the　immune　system．　In　the　fbllowing，　we　show　that

apositive　equilibrium　of　system（E1）is　globally　attractive　fbr　sma皿delays．　Criticaユvalues　of

time　delay　Vhrough　which　system（E1）undergoes　a　HQpf　bifurcation　are　anaユyticaly　determined．

Some‘獅浮高?窒奄モ≠戟@simulations　suggest　the　existence　of　subcritical　Hopf　bifurcation　neaエthe　critical

values　of　time　delay．　Rlrther　system（E1）exhibits　some　chaotic『behavior　when　T2’becomes　large．

On　some　paエticular　set　of　parameters，　chaotic　transient　dynamics　is　observed．

んey’ωords：predator－prey，　subcritical　Hopf’bifurcation，　chaotic　behavior，　mathematical　mode1，

nonlinear　dy血amics．＊

　　＊This　Chapt6r　is　maihly　a七tributed七〇the　paper［44］published　in　Mathematical　Biosciencesαnd　En－

gzneeMng・
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10 CHAPTER　1．　L　O　TKA－VOLTERRA　DELAY　S　YSTEM

1．1 Introduction

An　extensive　literature　deals　with　various　asp　ects　of　Lotka－Vblterra　delay　systems．　Many　studies

concern　permanence，　persistence　alld　the　stability　of　a　positive　equilibrium．　Permanence　and

persistence　fbr　Lotka－Vblterra　delay　systems　are　extensively　studied，　fbr　example，　by　Burton

and　HutSon［7］ラCao　and　Gard［10］，　Hale　and　Waltman［19］，　Saito［54］，　Wang　and　Ma［70］．　In

studying　the　st　ability　of　a　positive　equilibrium，　one　of七en　classifies　systems　under　consideration

in　two　types．　One　type　of　systems　contains　undelayed（or　inst　a皿t　aneous）intrasp　ecific　compe－

titions　which　dominate　over　both　delayed　intraspecific　and　interspecific　interactions．　Another

type　of　systems　cont　ains　only　delayed　intraspecific　competitions．　F（）r　the　former　class，　Lu　and

Wang［38］　obtained　a　necessary　amd　suflicient　condition　under　which　a　positive　equilibrium　of　a

tw（トdimensional　Lotka－Volterra　system　without　any　intraspecMc　time　delay　is　globa皿y　asymp－

toticaユ1y　st　able．　Hofbauer　and　So［27］generaliZed　the　res，ult　in［38］to　an　arbitrary冗一dimensional

system．　In　both　cases，　it　was　shown　that　delays　incorporated　in　the　system　are　harmless　un－

der　some　appropriate　condition，　called　aωeαkty　diagonatty　dominαnt　condition（see　Hofbauer

and　Sigmund［26］for　the　definition　of　WDD）．　The　other　generalization　of　l38］was　given　by

Saito［53】，［55］，　in　which　a　necessary　and　sufficient　condi七ion　fbr　a　glo『bal　asymptotic　stability

of　posi七ive　equilibrium　fbr　a　Lotka－Volterra　system　with　illtra5pecific　time　delay　is　aユso　given．

It　was　pointed　out　by　Kuang［31］that　more　realistic　models　should　consist　of　delay　differential

systems　without　instant　aneous　intraspecific　comp　etitions，　since　instantaneous　responses　are　raエ9

0r　weak　relative　to　delayed　response　in　re　a1－　life　interactions．］lotkaFVolterra　systems　without

inst　antaneous　intraspecific　comp　etitions　are　often　called“pure－delay－type”systems．　Pure－delay－

type　systems　have　b　een　extens’ively　studied　by　He［20］，［23］，［24］，Lu　and　Takeuchi［37］，　Ma　and

Takeuchi［39］，　Zhen　and　Ma［74］，　etc．　Gopalsamy　and　He［15］，He［25］and　Kuang［31］improved

existing　results　for　the　global　attractivity　of　various　Lotka－Volterra　systems　by　assuming　that

an　illteraction　matrix　has　the　fbrm　of．M－matrix．　Recently　2／3－type　criteria　for　the　global　at－

tractivity　of　puredelay－typ　e　systems　were　obtained　by　Tang　et　a1．［66］，［67］，　and　similar　types

of　criteria　fbr　the　asymptotic　stability　of　linear　delay　Systems　are　given　by　So　et　at．［58］，［59］．

Each　aユso　ass・umes　that　an　interaction　matrix　has　the　fbrm　ofルf－matrix．

　　　On　the　other　hand，　it　is　known　that　time　delays　destabilize　the　S’Ystem．　Shibata　and　Saito

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ネ
［571considered　a　pure－delay－type　LOtka－Vblterra　competitive　model　with　two　delays　and　showed

七hat　complicated　chaotic　dynamics　appear　when　tiine　delays　become　laエge．　Also，　di丑erential

equationS　’with　two　delays　have　b　een　well　studied　by　．Li　et　al．［36］and　Ruan　and　Wei（［52］，［51］，

［71D，’in　which　a耳opf，bifUrcation　due　，　to　the　effeCt　of　time　delay　is　observed．

　　　In　this　chapter，　we　consider　the　following　Lotka－Volterra　prey－predator　system　with　dis一
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tributed delays:

″(t+S)dμ l(S)

with the initial condition

″(S)=φ (S)>O and ν(s)=ψ (S)>O fOr_泄
筆

η ≦ S≦ 0°

Here,″
(舌)and ν(t)denote the population densities of prey and predttor, respectively;

nonnegative ttld the rest of parameters are posttive.Further,we ttsume that μt:卜■,01

is nondecreasing on卜■,q,COntinuous to thetlett on(一 ■,0)and sttisiesだ η dμt(s)=1,

1,2).

Throughout the remainder of this chapter we assume that

Cr1,-ar2)0.

Then system (1.1) has a unique positive equilibrium (u*,gt*):
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As a special case, system (1.1) contains the following predator-prey system with discrete delays:

( 
"'(t) - n(t)lr, - an(t - ,t) - ba\)1,

{ .' ".-
I s'(t) - a(t)l-r, + *(t) - da(t - "z)].

In the c&s€ ?2 : 0, system (tr1) was considered by NIay [a0] and Song and Wei [60]. Some

existing results show that the positive equilibrium of (E1) is globally attractive for sufficiently

small delays (see [23] for example). On the other hand, in [60], the existence of a local Hopf
bifurcation for the positive equilibrium and the global existence of periodic solutions for (E1) are

shown. It is expected that the dynamics of sytem (E1) possesses various interesting properties.

In this chapter, we investigate the effect of time delays on the global dynamics of system (1.1)

and (E1). In the next section, we will show two biological phenomena which can be described by
system (Er). The global attractivity and local stability of (r*,g*) for system (1.1) are discussed

in sections 1.3 and 1.4, respectively. In section 1.5, some numerical simulations are given for
the global dynamics of system (Er). One of the simulations demonstrates that chaotic behavior
occurs. In section 1.6, we investigate an interesting dynamics called transient chaotic dyanmics

which exhibits a chaotic behavior for a while, but it fi.nally settles down a sustained oscillation.
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1．2 Model　formulations

In　this　section，　we　derive　systerd（E1）under　some　biologica皿y　feasible　conditions．　It　will　be

revealed　that　system（E1）descri『bes　a　population　growth　of　ecological　species　wi七h　delayed　self

toxic　inhibitory　effect．　We　will　also　show　that　system（E1）can　be　interpreted　as　a　model　for

virus　dynamics　against　the　imm皿e　system．

　　　First，　we　derive　a　logistic　equation　from　a　resourceconsumer　modeL　The　key　assumption

Underlying　the　derivation　is　a　high　dilution　ra七e，　which　in　turn　allows　us　to　follow　the　quasi－

steady　state　approach．　It　is　well　known　that　the　resourc（｝．consumer　model　with　high　dilution

rate　is　reduced　to　Beverton－Holt　equation（see　fbr　example，［68］）．　Here　we　further　reduce　the

Beverton－Holt　equation　to　the　logistic　equation　under　some　additional　assumptions．

　　　The　resource－consumer　model　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fノ（t）＝D（1－F（t））－7F（t）x（t），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x’（t）＝βF（t）x（t）一δx（t），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　島

where　F（t）and　x（t）denote　the　concentration　of　fbod（the　only　resource　for　the　population）and

the　population，　respectively．　The　fbod　is　supplied　and　removed　at　a　constant　rate　D．7is　a

consumption　rate　per　unit　fbod　per　unit　time．βis　a　growth　rate　of　the　population　per　capita

per　unit　time．δis　a　death　rate　of　the　population．　Ass㎜e　that　D　is　su伍ciently　large　so　that　the

dilution　rate　of　the　environment　is　very　high．　Put可：＝7／D．　It　fbllows　from　the丘rst　equation

of（1．4）that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　BF’（t）－1－F（t）一　7F（t）x（t）・

By　th・qua・i’”・teady・tat・apP・・ach，　w・may・upP・・e　that　BF’（t）t1・O．　Thi・yi・1d・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（t）b’・噺τ）・　　　　　（1・5）

Substituting（1．5）into　the　second　equation　of（1．4）givesβe｛ノerton－」Hott　equαtion：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x・（t）　一．　x（t）［1＋iエ（t）一δ］＿、　　（・・6）

The　reciproca1　number　of　N　is．often　interpreted　as－a　multiplication　of　the　s　eαrching　timε　and．the

んαnd（ing　time．　Since　D　is　suf五ciently　large，弓・一．7／D　mighポbe　suf丘ciently　smal1．　For　suf五ciently

small　y，　wp　have　the　following　approximation：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝1－y＋0ω，y《1．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1十y
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1・et　us　set　T　and　1（by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；一β一δand当（i－X＞

Then（1．6）is　approximately　reduced　to　the　logistic　equation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x・（t）一・TX（t）［卜讐）］，　　　（・・7）

provided　that　Nx（t）is　suf丘ciently　sma皿．　Hereafter　we　further　assume　thatδ＜βbutδ／βN1

（we　shall　writeδ／β≦1）．〔’・Then弓K《1．　Since　a皿solutions　of（1．7）with　the　initial　value

x（0）∈（0，K）monotonically　tend　to　K　as　t→oc，　Nx（t）《1for　all　t　as　long　as　x（0）∈（0，K）．

Note　that　r＝・β一δdoes　not　necessarily　small　even　thoughδ／β11．　Consequently～we　obtain　th6

10gistic　equation　if　the　f（）od　dynamics　is　fast（D》1）and　the　carrying　capacity　K拍suf丘ciently

large，　or　equjvalently，δ／βrv　1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼

　　　Next，　we　incorporate　the　effect　of　toxic　substance　which　mjght　be　produced　through　the

met　abolic　process　of　the　p　opulation．　The　toxic　subst　ance’may　cont　aminate　the　environment　Se

that　the　p　opulation　growth　is　finally　inhibited．

　　　Letρ（t）denote　the　concentration　of　to｝dc　substance　at　time　t．　It　is　often　the　Case　that　the

toxic　feedback　is　delayed．　P（t）is　given　by

P（t）一
?A（tL・）x（・）d・，

whereア（t－8）is　caUed　a　de吻んemel　which　measures　the　weight　of　toxicity　on　the　population

growth　’at　time　．t－8．、、It　is　assumed　that　the　inhibition　of　the　popula七ion　gro杣制10ws　the　masS

action　law．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x’（t）…（t）［・一篭）］…（t）P（t）

　　　　　　　　　　　　　　　　」一（t｝卜饗）－Of－1．．ア（τ一・）x（・）d・］・　（・・8）

P・acti・aH況the　eXpliCit動・m・f　d・lay　kern・1・s．u・h，aS、　Gamm緬曲t・ibuti・n　i日・ft・n・xpl・it・d　t・

study”the　effect・f　t・xi・ant・n　th・p・Pulati・n　g・・wth．　lf　th・d・1ay・k・m・1・is・giv・n　by　Gamm命

distribution：
　　　　　　　　　　　　　～ア（t－・）一　Gn，Pt（τ一・）・一μη（t－（1？）；i；i：：n．－ie！＃（¢－8），　t≧・，

then（1」8）is　reduced七〇the　systeM　of　ordinary　differential　equations（See　tんεtineαγ・cんain　tTick

［41D：

x’
it）…（t）「1一讐）一・aXn（t）］，

虚｛（t）＝μ（露・（t）－Xi（t）），（i・・＝　1，2，…，n），

（1．9）

＼

t：
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where　Xo（t）＝・x（t）and

Xi（t）イ．．G・，・・（t　一一・）x（・）d・，（i－1，2，…，n）・

It　is　qui七e　naturaユthat　severa1・metabolic　processes　are　involved　until七he　toxicant　is丘nally

produced．　Note　that　the　second　equation　of（1．9）can　represent　the　transition　of　the　toxic

substance　in　several　metabolic　processes．　Thus，　if　the　toxic　subst　ance　experiences　n－metabolic

processes，　Gamma－distribution　is　an　appropriate　way　fbr　the　toxic　sllbstance　to　describe　the

tra　nsition　of　several　metabolic　processes．　If　we　further　assume　that　the　mean　of　the　Gamma一

中セribution　Gη，μ（t　一一’s）is　the　same　for　all　n，1ettingμ＝解yields

£．．ア（t－・）x（・）d・一（t一τ）
（1．10）

5sη→oO．　Assuming　that（1．10），　D》1andδ／β≦1，we　have

x’
it）…（τ）［L罐）一α£．．ア（舌一・）x（・）∂・］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；
　　　　flTX（t）［トαエ（τ一ア）1

　　　　＝x（t）［卜昧tイ）］．

（1．11）

（1・12）

Consequently，　the　well　known　Hutchinson　equation（1．12）is　derived　from　the　fast　fbod　dynamics

with　the　delayed　toxic　feedback　to　the　environment．　Assume　that　the　self　producing　toxic

substance　inhibits　the　population　growth　of　prey　and　predator　species　with　time　delay．　This

completes　the　formulation　of　system（E1）．

　　　We　conclude　this　section　by　showing　how　system（E1）is　interpreted　as　the　model　for　virus

dynamics　with　the，immune　system　The　immune　system　protects　the　body　from　illfection．

The　immune．　system　cteates　and　maintains　a　barrier　that　prever比s　bacteria　and　viruses　from

entering　the　body．」f　a　pathogen　gets　into　the　body，　the　innate　immune　re　sponse　equipPed

with　speci副ized　cells　detects，　and　often　e血ninates，　the　invader　befbre　it　is　able　to　reproduce

and　cause　potentially　serious　inj　ury　to　the　host．　If　a　pathogen　is　able　to　successfully　evade　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　ぐi皿ate．immune　cells，　the　immune　system　activates　a　second，αdaptive　immune　respons　e　against

the　pathogen：It　is．　through　the　adaptive　immune　response　that　the　immune．system　gains　the

ability　to　recognize　a　pathogen．　If　a　pathogen　is　recognized　as“non－self，　by　the　immune　system，

the　reproduction　of　the　pathogen’　is　inhibited　throUgh　i皿ate　or　adaptive　imm皿e　responses．

　　　Durmg　the　adaptive　immune　re『ponseラA脇tigen　presenting　cell5（APCs）and　helper　T－cells

are　often　involved．　Helper　T　cells　express　T－cell　rece　Otor（TOR／that　recogr直ze　a　specific　peptide
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antigen　bound　to　Olαss∬MHO　molecules．　AP　Cs　ac七ivate　a　naive　helper　T　cell　which　Mediates

several　adaptive　immune　responses．　B　cetts　are　the　maj　or　cell　type　involved　in　humorat　immun吻．

Once　a　B　cell　encounters　its　specifiC　antigen　and　receives　addi七ionaユsignaユfrom　a　helper　T　ce11

（predominately勤2¢仰e），it　can　fUrther　differentiate　into　an　effector　cell（ptαsma　B　cett）．　Plasma

Bcells　secrete　antibodies　that　assist　in　the　destruction　of’antigens．　Consequently，　the　population

growth　of　a　pathogen　is　inhibited．1 @This　is　called　humoral　immunity．

　　　Another　import　ant　immunity　is　known　as　celt－mediated　immunity・（7ytotoxic　T　cells（CTLs？

are　a　sub－group　of　T　cells　which　are　capable　Qf　inducing　the　death　of　other　cells．　CTLs　expresS

TCRs　that　recognize，　and　have　tight　af五nity　fbr，　a　specific　peptide　antigen　bound　toαα881

M丑Omolecμ1θ8．　Naive　cytotoxic　T　cells　a・re　activated　when七heir　TCR　strongly　interacts　with

apeptide－bound　MHC　class　I　molecule．　Once　activated　CTL　undergoes　a　process　called　clonal

expansion，　it　becomes　an　effector　Cell　which　is　able　to　kill　ceUs　that　are　infected　with　viruses．

Although　CTL　is　activated　by　interacting　with　a　peptide－bQund　MHC　class　1，　CT］l　activation　is

tightly　con七rolled　and　generally　re（luires　additional　activation　signaユs　provided　by　help　er　T　cells

（Thl診鯉e　has　predominantly　contributed）．

　　　Athhld　tyPe　of　T’IYmphocyte，　theπg勉1α¢oアy　T．　cells　’（Treg？，1ilhits　and　suppresses　the㎞一

mune　system．　Similar　to　other　T　cells，　regUlatory　T　cells　develop　in　the　thymus．　The　latest

research　suggests　that　regulatory　T　ce1拓are　de丘ned　by　expression　of　the五）rkhead　family　tran－

sc尊ption　factor　FOXP3（forkhead　bo）～p3）．　Expres8ion　of　FOXP3　is　required　fOr　regulatory　T

cell　develoPment　a1｝d’SPPears　to　con七rol　a　genetic　program　specifying　this　cell　fate・The　large

maj　ority　of　FOXP3－presenting　regUlatory　T　cells　are　found　’Within　the　class　II］UHC　restricted

cD4・ρxp・e・riP9（cD4＋）』1per　T　cel1　P・pulati⑩ndβxpre忌・high　1・v・1・・f　th・interleukin－2

・ecept・・alpha・輌（CD25）・lh　additi・n　t・th・耳gXP缶ρxpressmg　CD4＋CD25＋，　the・e　a1・・

apPears　t6　be　a　minor　population　of　class　I．MHd　restricted　CD8＋FOXp3－expressmg　regula．

t・・yTce11・・R・Cent・七udi・・hav・al・…魎興at叫卿m…“・繊ρD－1／inhibit・・y

pathWay　iS　also　e却ected　to　regula七e　T　cell　activations　which　express　ligands」P’L）一加and」Plり一L2

fbr　PD－1．　　　　　　　　　　　・

　　　Note　that　the　humOraユimmune　resp　onse　acts「as　a　delayed　negative　f已edback　fbr　the　popula戸

tion　groWth　of　virus　partiρles，　while　the　ce11－mediated．immune　response　is　alfected　by　regulatory

T．cell　activity　as　ade1醇ed　negatiYe　feedback．　Let　v（t）and　x（t）denote　the　concentra七ion　of

vi・u・p飢ti・1・・p・岬t　y・1Um日nd　m允・ted　cellS　a七tim・ちre・pectiv・ly・Ass㎜・that　vi・u・

particles　fO110w　a　lpgistic　e〈担ation．　If七包rget　gells、量）r　the』virtisi“　is　noHimited，　We　can　assume

that　the士eso亘ce『 i車thi．＄case，　the　t泣get　cell　f6r　Vituses）is　regarded　as　being　Provided　with　a

high　dilution　；ate．　The　Secretion　of　antibodies　by　plasma　B　c611台inhibits　the　po沖1ation　growth

of　virus　particIes．　We　shall，　t　ake　into　acco㎜t動r　a　time　delay　during　which　B　cells　di罷rentiate

‘
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into　Plasma　B　cells　and　get　an　ability　to　secrete　anti’bodies　speCific　to　virus　particles．　Here　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tinhibition　of　the　popUlation　growth　of　virus　P“articlβs　is　given　by　the　term－v（t）v（t　r　Tl）as　we

adapted　the　similaエmanner　above．　Then七he　dynamics　of　virus　particles　is　described　by

vt it）－V（t）十α咋一丁、）］． （1．13）

Since　virus　paエticles　are　produced　from　infected　cells，　fbr　the　simplicity，　we　assume　that　v（t）＝

kx（t）．　Theh

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x，（勾＝x（t）レ1－ax（t－Tl）］．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．14）

CTLs　can　be　regarded　a8　a　predatory　species｛br　infected　cells．　Let　y（t）denote　the　concentration

qf　CTLs　at　timeτ．　The　CTLs　is　assumed　to　decrease　at　a　constant　rate－r2，　Assume　that　the

attack　of　uninf已cted　cells　by　CT］二s　fbllows　mass　actign　law　and　appears，　as－』（t）y（t）in（1．14）．

The　clonal　expansi，on　of　CTLs　are　assumed　to　be　prop　ortional　with　both　infected　cells　atnd　CTLs

（・・i品11・w・m品・a・ti・n　1脚）・Th・d・1ay・d　n・gativ・輪dba・k　by　th・a・tivity・f・egUlat・・y　T

cells　mhibits　the　population　growth　of　CTLs．　Following　the　’similar　f（）rmulation　fbr　the　dynamics

of　virus　paエticles　yields　the　dynamics　of　the　CTL　population：

y’ it）＝・y（t）卜r2＋叫）一吻（t一捌． （1．15）

Here　T2　represents　a　time　delay　during　which　iegulatory　T－cells，　the　activation　of　the　PD－1－PD一

口mhibitory　pathway　or　any　other　effects　may　suppress　the　T－cell　activation　which　in　turn，

bring　the　degradation　of　the　number　of　activated　CTLs．　This　yields　system（E1）．

1．3 Global　stability　analysis

In　this　section，　we　discuss　a　global　attractivity　Ibr　the　positive　equilibrium　of　system（Ll）．　It　is

shown　that　the　positive　eq垣1ibrium　is　globally　attractive　fbr　suf6ciently　sma皿delays．

By　using　the　transformation

　　　　　　　　　　　　　　　　　tn　＝x－・x＊，9＝y一ガ， φ＝＝φ一x＊，ψ＝ψ三y＊，

system（1．1）is　reduced　to
　J　　　　　〆

xt i舌）

y’ it）

一（x（t）＋x・）Lαムω（t＋・）ψ・（・）－by（t）］，

一（y（t）＋y＊）［叫）一砿y（t＋・）dμ・（・）］
（1．16）

息
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with　the　initial　condition

　　　　　　　　　　　　x（・）一φ（・）〉－x＊and・y（・）＝ψ（・）〉－Y’　f・・一農■≦・≦°・　（1・17）

Here　we　used　x（t），　y（t），φ（t）andψ（t）agai皿，　instead　of　lib（t），9（t），φ（t）andψ（t），　respectively・

Inequality（1．3）ensures　that　system（1．16）has　the　zero　solution．　For　our　main　theorem，　we

exploit　a　basic　result　fbr　the　upper・boundedness　of　solutions　of　system（1．16）．　Note　that　we　can

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヒ
apply　a　similar　method　developed　in［20］and［70］to　Lemma　1．1　so　that　we　omit　the　proof

Lemma　1．1．　S仰po8e鋤¢（1．3）んotds．　Let（x（t），y（t））be　an　aTbitrary　solution（）f　system（1．16）

ω軌（1．17）．刀疏孟んeTe　exists　a　p・sitive・value・T　sucんthat　fc）r（t≧T）

　　　　　　　　　　x（t）趨・≦M・・－2｝・m，y（t）＋y・≦咋一一「21cM・（一・・＋・晒）T2・　（1・18）

　　　Let　us　define　c1「and　c2　by　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　・・一α・鋤・＋；（aコレti　h　1十dM：2ノ乞2），・・一鋤・＋ξ（α聯・＋dM2h2）・

where　M・and　M・a・e　d・且n・d　in（・・18）．　A1・・，　h・s　a・e・d・丘n・d・by・hi・一だη（一・）dμ・（・）（i－1，2），

respectivel）陥　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　・

Theorem　1．1．　A8s醐e　tみα¢（1．3）んolds．　Then’　tんe　zero　solution　of（1．16）is　g励α吻α微αc¢初e

if　a＞c1αnd　d＞c2．

ProOf．　Let　us　construct七he　fbllowing　Uapunov　fuhctional：

　　　　　　輌）一・｛x（t）イ1・9［x（t聞｝＋b｛y（t）イ1・9［y（舌剖｝（1・・9）

Then　the　derivative　of「Vl（xt，yt）through（x（t），y（t））is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　輌…（t）Lα£、x（t＋・）dμ・（・）一一・by（t）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　叫x（鵬一μ・（s）］．　（エ2°）

We　can・a1・ulat・th・丘・・t　and　th・f・u・th　term・in（・・20）a・だ。、　x（t＋・）dμ・（・）＝＝－x（t）－

f9．、嘉。土（U）du｛1μ1（8）andだηy（t＋・）dμ・（・）－y（t）一疋乃嘉。y（輌dμ2（・）・H・nce，　w・

have

　　　　　　　　　　　　　　　　輌）一一一・（t）＋α・£、∠ンτ）土（軸・（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－6吻・（t）砿∠ン（t）y（u）卿・（・）・

1
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Let　us　denote　II　and　I2　by

　　　　　　　　I・〒α・　　x（t）虚（u）d・t　dpa・（s），

Taking　the　absolute　value　of∫l　gives

LOTKA－VOLTERRA　DELAY　SYSTEM

　　　　　　　　　　ぱ　　・・鵬息（t）9（u）　du　dpa・（・）・

1・・1≦一£ム1∬（t）1＠（U）＋X＊）一α£⑭軸）一一一　by（U）輌（・）・
（1．21）L

By　Lemma　1．1，　there　exist　M1＞Oand　T＞Osuch　that∬（t）十x＊≦MI　for　all　t＞T．　Then　fbr

t≧Tl：＝・T十2max｛Tl，T2｝，　we　have

　　　　　　　　　1∫・1≦α・砿ム1エ（t）1｛αル（U＋V）dμ・（V）鞠（U）1｝d・・　dpa・（・）

　　　　　　　　　　　≦矧（α＋b）ん・X・（t）＋ムエ｛αR・（U）＋げ（U）｝輌・（・）］，

where・R、（u）一鑑∬（・L・＋v）∂μ、＠）2．　W・・used・th・・relati・n　2α

丘rst　inequality．

　　Ih　the　same　wa況we　can　estimate　the　absolute　vahe　of∫2　as　fbllows：

　　　　　・1∫・1≦；熾　　　　｛dR・（U）＋・X・（U）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

where　R2（u）＝　　　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゑ
　　Additional　Liapunov　functionals　V2　and　V3　are　defined　by：

　　　　　　　　　　　　　　　ユ

　　　　　　v2＠熾）コα・

　　　　　　v3（鋤一1　　　　｛dR2（u）＋・x・（u）｝du

Then　the　derivative　ofレ〉（xt，yt）through　the　solution（x（t），y（t））is　given　by

　　　　　v2（鋤一；α・妬　　　　　　・

β≦α2＋β2in　evaluating　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［（・＋の九・y・（t）＋孫　　輌・（・）］，

　　　　　　　　　　　　工y（u＋v）dμ・（v）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　砿工［α九・X2（σ）＋f．‘｛aR・（U）＋げ（艸σdu・（・），

　　　　　　　　　　　　　　　　　bd晒孫レ九・y・（σ）＋f．‘　　］∂σdμ2（・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［α九・X2（t）＋励）一£、ム｛αR・（U）酬脚μ・（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋α九・｛昨£！（t＋・）dμ・（・）｝］・

N・t・that　R・（t）一己、m2（t＋・）dμ・（・）一睦（舌＋・）dμ・（・）］2－fR。、x・（t＋・）ψ・（・）≦・・

Hence，　we　have

　　　　　』）≦；α・M・［αん・X・（t）＋輌）一爲｛αR・（U）＋げ（U）｝輌・（・）］・

；

L
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In　the　same　way，

　　　　　　　V3（触）≦；嚇［・h2×2＋dh2y・（t）一ぱ。｛dR・（U）＋・X・（U）｝輌・（・）］・

Consequently，　an　esthnate　of　the　derivative　ofγ：＝『レ1十『1ろ十V3　is

　　　　　　　　　　　　　　　　6γ＠・，yt）≦一・Bα（2α＋b）鋤・－lbdM・九・］X2（舌）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－bBd（2d＋・）顕・－ia・Mi小2（舌）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一・（α一・、）X2（t）－b（d　一一・2）y2（t）．

Ifα＞cl　and　d＞c2，　the　second　method　of　Uapunov　functionaユimplies　that　the　zero　solution

of（1．16）is　globally　attractive　fbr　t≧Tl．　This　completes　the　proof　　　　　　　　　　　　　　　□

　　　Finally　let　us　co讐pare　Theorem　1．1　with　the　result　obtained　by　X．－Z．　He［23］on　system

（E、）．W・haV・七h・緬wing・…11a・y丘・m　Th・・rem　1．1．

Corollary　1．1．、4s’SUme　thαt（正3）みOlds．　Then　tんe　positive　eguilibrium　pointとヅ（E1）is　gtobdtty

α¢励C物eザα＞C1αnd・d＞C2，ωhere　c1αηd　c2αre

　　　　　　　　　　・・一α2吻＋；（aMi　Tl＋dM2T2），・・－d・　M2　T2＋…（α働＋dM・T2）・

　　　X．－Z．He［23］showed　a　sUf6cient　condi七ion　fbr　the　positive　6奇uiUbrium　to　be　globa皿y　att品c二

七ive　as　a　c6rollary　6f『his　m泣n　theorem：』

corollarY　i・2i／2300m11αry　2／∴4s8tiMe　tみμt（1・3）ん『ld8・「l　hen　tんe　positive　equitibrium　poiht

・f（E・）i・9励・lly・’ta伽C拗e加＞d・and　d＞d・，砿…d・・and・d2・r・

　　　　　　　　d・一α2蹴＋裟；（aM・・Ti＋既乃ぽ一妬毒回触＋dM2T2）・

　　　It　is　easy　to寧ee　that　c1、＞dl　and　c2＜d2　if　x＊＞y＊．，While　c1＜∂1　and　c2＞d2　if

x＊＜y＊．Conditions　of　global　attractivity　of　system（E　1）ar6　improved　asα＞min｛c1，d1｝and

d＞min｛c2，d2｝by　combining　Corollaエy　1．1　and　1．2．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

1．4　1nstability　and　Hopf　bifurcation

The　cha・a・teri・ti・rquati・n・f　th・1in・a・ized・y・t・m・f（E・）i・giv・h　by

　　　　　　　　　　　　　　P（λ，T・，旬＝λ2＋（P・一λη＋9・一⇒λ＋pq・一λ（ア・＋∂＋r－O， （1．22）

鵬
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whete　P＝ax＊，　q＝dy＊and　r　：bcx＊y＊．　Note　thatλ＝Ois　not　a　solution　of（1．22）．

　　　Substitutingλ＝iω（ω＞0）int　o（1．22）gives

　　　　　　　　　　　　　　　　　　gcv　sin　CVT2十pq　cos　tU（Tl十T2）＝ω2－r－Pωsinωτ1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　qωcosω乃一Pσsinω（T1十丁2）＝一一・Pω　cos　CVT1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Squaring　and　adding　equations（1．23）and（124）gives

2Pω（ω2－r－　q2）・in　cvTl　＝（ω2　一一r）2＋P2・・2　一　q2ω2－P2q2．

（1．23）

（1．24）

（1．25）

In　the　same　manner，　we　have

2σω（ω2－r－P2）sinω72＝（ω2－r）2十42ω2－P2ω2－P2　q2． （1．26）

Note　that　p＝4ifω2－r－q2＝0．　In　fact，　the　right　hand　side　of（1．25）is　calcula七ed　as

（ω2－cl”）2十p2ω2－q2ω2－一一　p2q2＝（p2－q2）T＝0．　In　the　same　way，　p＝＝qifω2－一一　r　・一　p2＝0．　By

taking　contraposition，　we　obtain　thatω2－r－p2≠Oa皿d・ω2一アー42≠Oif　p≠σ．　Note　that　the

characteristic　equation（1．22）does　no七change　its　form　by－　exchanging（p，　Tl）and（g，T2）．　Hence，

throughout　the　remainder　of　this　section，　we　can　assume　that　p＜q　without　loss　of　generality．

The　’P）articUlar　case　p＝gis　out　of　conSideration　in　this　chapter．　Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　ω4十（P2一σ2－2γ・）ω2十ア2－　P2q2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　（1．27）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Slnωτ1＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2Pω（ω2－r－q2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　ω4十（q2－P2－2γ・）ω2十r2－一　P2q2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　（1．28）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SM　CVT2＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　24ω（ω1一トP2）

Let　us　substitute．（1．27）and（128）into（1．23）．　Direct　caユculation　gives

　　　　　　　　　　　　　　…ω輌一一P22；σq2＋2pq（　　（P2一σ2）2Ttu2　－r　一一　P2）（tu2　－r－　q2）・　11・29）

Let　us　de丘ne戊元：（0，r十q2）∪（T十｛『2，00）→］囚，　f2：（0，γ・十p2）』∪（γ・十p2，00）→］R　and

ゐ・［6，r＋P2）u（T＋P2，r＋σ2）∪（r＋q2，。。）→Ra・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　九（u）－u2＋（pi誘（芸ξ一P2q2，　　（1・3・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　醐一u2＋（q；蒜翌鵠一P2q2，　　（・・3・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ（u）一一ρ㌃gq2＋2pq（＿警：；考；；≒2）・　（1・32）

‘
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Intervals∫1，J2　and　l3　are　defined　by

　　　　　　　　　　　　　∫・一｛μ∈（o，r＋q2）∪（T＋¢2，。。）・－1≦五（ZL）≦1｝，

　　　　　　　　　　　　　12－｛u∈（0，r＋P2）U（ア＋P2，。。）・－1≦餉）≦1｝，

　　　’　　　」3－｛u∈［0，r＋P2）U（r＋q2，。。）・－1≦ゐ（u）≦1｝．

Note　that　it　su丘ices　to　consider　the　interval　13　without（T十p2，r十σ2），since　for　u∈（r十p2，r十q2），

　　　　　　　　　　　　　　　ゐ（u）一一P㌃q2＋2pq（＿1’17911Z，，12，￥≒）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　直（P2－42）2r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜－1十　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く一一1．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2Pσ（u一トP2）（u一トσ2）

On∫：＝11∩12∩J3，　inverse’　fUnctions　of　sin　cvTl　and　sin　cvT2　are　well　de丘ned，　and　hence　we　o『bt　ain

the　Ibllowing　relations：

ヰ・一θ1 ?丘π，　θ芸2竺

・TS・一θ2 |21π，π一；…＋2Zπ，

　　dθ2＝si血一1芳2（旭）．

　（k＝0，1，2，…　），

（1＝＝0，1，2，…　）．

（1．33）

Here，θ、＝＝　sin－1　fi（u）an

Proposition　1．1．（1．23）and（124）αTeθquivαlent・tO（1．27）一（1．29）．

PTo（’f，　In　the　procedure　of　derMng（1．27）一（129）丘om（1．23）and（1．24），　it　is　clear　that（1．23）

and（124）㎞ply（1．27）一（1．29）．　d・nv…ely獅supP・・e　that（1．27）一（1．29）h・1d．　Th・n　it　i・easy・t・

see　that（1．27）一（1．29）㎞ply（1．23）．．

　　Let　us　check（1．24）by　evaluating（pcv　cos　cvTI十qω　cos　cvT2）2－｛pq　sinω（Tl十T2）｝2　as　fbllows：

　　　　（Pω…cvT、＋σω…明）2－｛Pσ・inω（T、＋T2）｝2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
　　　　　－P2ω2（1－・inん句＋q2ω2（1－・in2ω乃）

　　　　　　＋2pqω2｛…ω（T、＋T2）＋・in　cvTI・inωη｝－P2q2｛1　一一…2ω（T、＋T2）｝

　　　　　一一ω4＋（P2＋q2）ω2　－r　p2q2＋｛pq…ω（T・＋T2）＋ω2＋Pω・in　cvT・・一・9・v・m吋×

　　　　　　｛pq…ω（T・＋T2）＋ω2　r　ptu・in・VT、＋ロω・in蝿｝

　　　　　一一ω4＋（P2＋q2）ω2－P2q2＋（2ω2－r－2σω・inω乃）（2ω2　一一　r　一一　2Pω・inωη）．

Here　we　used（1．23）・i血evaluating　the　last　equality．　By（1．27）and（128），2ρωsinωη　＝

ω2一輌2＋鷲and　2σω・in・vT2　・　・v2－T＋92＋麟．　Di・ect・a1・ulati・n　giv・・
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（ρω9・・ω仁・＋4ω…吻）2－｛pq・inω（T・＋T2）｝2－0・H・nce，・ither（1．24）・・pω…ωア・＋

．二4ωcosω7ち十ρg　si血ω（Tl十丁2）＝Oholds．　If　ipcv　COS　CVTI十σωcosωア2十pq　sinω（τ1十T2）＝0，　the

sa写ne　manner　of　deriving（1．25）and（1．26）gives　sinω（Tl十2T2）＝sinωア1　and　sinω（2τ1十T2）＝

sinω乃．　Cons　equently，　sinωη＝sinω乃＝0．　Then　it　fbllows　f亡om（1．27）and（1．28）that　p＝q．

This　is　a　contradiction　and　hence　the　proof　is　completed．　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　膓

　］Proposition　1・2・ノlssume抗α孟γ・≠1ρ4．　Thεn∫1，」r2，」r3　αγre　not　emf）tyαnd∫1＝12＝J3．

　ハ40ereover，　there　existsαset｛ザcritical　vαlues（ω，ぜ，T5）sueんtんat（ω，ぜ，ア4）satisfies（1．27）一

（1129）・

Proof，　First，1et　us　show　13　is　not　an　empty　set．　Direct　calculation　gives

　　　　　　　　　　一（P－q）2（卜斑）2

f3（0）＋1＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜0．
　　　　　　　　　　2pq（T十P2）（γ・十q2）

如ceゐ（0）＜－1．　Th・derivativ・・f☆（u）・n［0，T．＋P2）∪（ア＋92，。。）i・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　2　　2P－一　q）2・｛（U－・－P2）＋（Z・　’T　一一　q2）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2P4（u－r一ρ2）2（u一γ、一σ2）2　　　　　　’

：1無㎞Pli・・that蝿（μ）i・p・・itiv・・n［・，ア＋P2）andn・gativ・・坤＋q2，・。），　H・nce，ゐ（μ）iS・t・i・tly

monotonically　increasing　dn［0，　r十p2），　and　strictly　monotonically　decreasillg　on（r十02，00）．　It

”i・easy・t・・ee　thatゐ（u）→＋。。　a・μ→ア＋P2－Oand克（u）→＋。・a・u→r＋q2＋0．　M・re・v・・，

≡ゐ（u）一一嘉く一・as　u→＋・・．　Th・・ef・re，・3－＝＝　［a－L，叫L］U［a－R，叫R］，　wher晦and

｛a＋Lare　r・・t・・f・quati・n・ゐ（u）一一1　and克（u）－1・n［0，ア＋狽2），　re・pectiv・ly，　whi1・a－R　and

　厄＋Rare　respective　roots　of　equations克（u）＝1and　f3（u）＝－10n（ア十α2，00）（see　Fig．1．3）．

It　f（）110ws　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「

克（u）＝＝1⇔rμ2－（P2十｛72十2r）rμ十（7”十pq）2＝＝0，

ゐ（u）＝－1⇔Of2－（P2＋q2＋2T）｛Li＋（r－pq）2＝0．

（1．34）

（1．35）

Hence，　explicit　values　of　r瓦一L，元＋L，至Z＿R　and厄＋R　can　be　obtained　by　solving（1．34）and（1．35）．

　　　　　　　　　よ　　　Second，　let　us　show　the　following　s七atement：　　　　　　　　　’㌧

fi（u）＝一一1・r　1⇔f2（μ）＝：－1・r　1⇔f3（u）＝－1・r　1． （136）

SupPose　that五（u）＝1・By（127），　sinωτ1＝克＠）＝1．　Hence，　cosωア1＝0．　Then　in（1．24），

q（ω一p）cos、cvT2＝0．　Assume　thatω＝p．　Thep　r＝Oin（1．23）．　This　is　a　contradiction．　Hence，

cos　cvT2＝Oand　f2（μ）＝－10r　1．　In　the　same　mannerうwe　can　show　that　fi（u）＝－1⇔

t

L
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f2（u）＝－10r　1．　Next，　suppose　thatた（u）＝1．　By（L29），　cosω（Tl十丁2）＝プb（u）＝1．　Hence，

sinω（Tl十T2）＝0，0r　equivalently，　sinωア1　cosω乃十cosωア1　sinω乃＝0．　It　fbllows　from（1．24）

that　p　cosωτ1十σcosωη・＝0．　Hence　cosω仁2（p　sinωτ1－gsinωア2）＝0．　Ifρsinωτ1－4　sin　cvT2＝・0，

it　folows　that

（P…cvT・＋9…c・T2）2＋（P・inωη一σ・inω乃）2

＝：
o2十92一ト2Pg　cosω（Tl十7i2）＝＝（1ρ十4）2＝＝0．

This　is　a　contradiction，　and　hence　cos　cvT2　・　cos　cv　T1、＝O．　The　other　cases　can　be　proved　similarly．

　　　Third，1et　us　show∫1　and　J2　are　not　an　empty　set　and　11＝乃＝勾．　Here，　g1（u）denotes　the

numerat…ff、（u）．　Th・n　g、（0）”＝　r2－P2q2　and　9、（T＋q2）一一（q2－P2）r．　lf・T＞pq，9、（0）＞0馳

and　g1（r十q2）＜0，　because　p＜q．　Hence，　fbr　u∈（0，7，．十q2），we　haveプ1（u）一→－oo　as　u→0十，

and／1（u）→十〇〇as　u→r十q2－0．　For　u∈（T十q2，00），　f1（u）一ジーoO　asμ→γ・十q2十〇

and　fi（u）→十〇〇asμ→十〇〇．　By（1．36），　Il　exists．　Moreover，　fi（元＿L）＝－1，五（叫L）：1，

∫1（a＿R）＝－1andプ「1（厄＋R）＝1．　Hence，11＝J3（see　Fig｝1．1）．　Now，　g2（u）denotes　the

numerator　Of　f2（∋．　Then　g2（0）＝r2－p2σ2　and　g2（r十p2）＝＝（42－p2）T．　Since　r＞pσand　p＜q，

g2（0）＞Oand　g2（r十p2）＞0．宜enceラfOr　u∈（0，r十p2），　we　have　f2（u）→一一一〇〇asμ→0十，

andf2（u）→　－oo　asu－→γ・十ρ2－0．　F（）ru∈　（γ・十p2，00），　f2（u）→十〇〇asu→T十p2十〇

and　f2（u）→十〇〇asμ→十〇〇．　Sinceプち（u）is　continuous　on（0，　r十P2）∪（r十P2，00），12　exists．

Moreover，　f2（ii．L　L）＝－1，　f2（叫L）＝：－1，　f2（a＿R）＝1，　and　f2（叫R）＝1．　Hence，　J2＝13（see

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ホFig・1・2）・　lf・r＜pq，　thg・ame　apP・・a・h・an　b・u・ed，　and　h・nce　it　is　sh・孤that∫・，1・　are　n・t

・mpty・qnd　J・ゴー為・　　　　　　　　　，、
　　　By　substituting（1．33）into（1．29），　we　obtain　the　fbllowing　equations　with　respect　to　u：

｛…［・i汀’f・（u）＋・in－’f2（u）1一ゐ（u），…［・in－1’fi（u）一・in－1　f・（刈一一ゐ＠）．

（1．37）

Note　thatゐ（u）is　a　monotone　f皿ction　on　I　and　f3（1）＝卜1，1］．　Hence，　the　intermediate

theorem　implies　that　there　e）dsts　at　least　one　root　of（1．37）on∫．　This　completes　the　proof　□

　　　Hereafterう1e七us、SUppose　that　there　exists　at　lea5t　one　positive　root．ωof（1．23）and（1．24）．

Let　T2　be　arbitrary　fixed．　perivatives　of　P（λ，T1，T2）with　respect　toλand　Tl　atλ＝：iω，　T1＝ぜ

and　T2＝7スare

∂P（iω，τ鵠）

∂λ

＝2λ＋Pビλ7・＋4ビλ丁・一（PT、e一λ’i＋qT2e一λ’「　2）λ

一ρq（Tl十γ2）・一λ（ア・＋T2）1λ≡、ω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・＝τf，T2＝弓

o

皇
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　　　　　　　　　　　∂P（誓，弓Lρ・一λT・（λ＋q・一λ・・）λユ弓，

resp　ectivel）r．　lf　A十pe→Tl＝0，　then　it　follows　from（122）that　r＝0，　since（1．22）is　written　as

（λ十pe一λ丁1）（λ十σe一λア2）十r＝0．　Consequen七ly，λ十pe一λア1≠0．　In　the　same　way，λ十4e一λT2≠0．

Henceラthe　implicit　function　theorem　gives

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ2一トPq・一λ（T・＋T2）＋T2（P・一λ’・－q・　λ”・2）λ2　　　　　　　　　　∂ア1　　Tl十T2
　　　　　　　　　　冨＝一λ＋　　P，一λ・・（λ＋q，一λ・・）λ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乃（λ，τ1，T2）　　　　　　　　　　　　　　　　τ1十T2
　　　　　　　　　　　　　：＝一　　　　十
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G1（λ，τ1，T2）’　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ

Defineδ1　as

　　　　　　δ、・一（ω2－・）｛ω2＋・＋P9…ω（ヰ＋メ）｝一．qω｛（ω2＋T）・inω弓一Pσ・inωぜ｝

　　　　　　　＋ω2輌ω・inω（ア仁弓）＋（・・2　－r）（P…ω恒…cvT5）］・

1」et　us　show

sgnRe

∂Pλ，τ1・，T2

∂λ

∂1）　λ，Tl，7「2

∂Tl
λ＝iω

T・＝7』＝弓

＝sgnδ1． （1．38）

In－R・
m誓瓢」…n［F・Rt］f・R＋FuG・∫］，　Wh・r・　F・R－・Re［輌酬

FII＝Im田（iω，ぜ，Tl）］，　GIR＝Re［G1（iω，ぜ，Tl）］and　G1∫＝Im［G1（iω，ぜ，弓）］．　By（1．23），

we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G、R＝一ω2（ω2一ト4ω・in　・VTI），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G、∫＝4ω3…ω弓．

Direct　calculation　gives

　　　　　（F、RG、R＋F、IG、∫）／ω2＝

　　　　　（ω2…4ω・血CVTI）｛ω2桝P4…ω（if＋Tl）＋Tl・V2（P…ωぜ一q…L・Tl）｝

　　　　　　－9ω…cVT5｛－Pσ・inω（ぜ＋Tl）砲2（－P・inωぜ＋4・in　wel）｝一δ・・

H・nce，（1．38）h・1d・．　By（138），∂P④，ア鵠）／∂λ≠Oif　and・nly　if　6、≠0．　Ifδ、≠0，　again

using　the　implicit　fi血ction　theorem　gives

　　　　　　　　　　sgnRe［∂λ∂Tlλ＝＝icv　　ア・＝ア空，・2＝弓］一［（輩）］一輌・
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Defineδ2　as

　　　　　　　δ2：＝（ω2一γう｛ω2十r十pq　cosω（Tlk十7］）｝－Pω｛（ω2十γ・）sinωぜ一一　pq　sin　wT5｝

　　　　　　　　　＋ω2ぜ［pqω・inω（Tl一ぜ）＋（ω2－・）（α…LVTS－P…ω列・

Inth・一・W…ecan・h・Wtha七・gnR・

m∂λ∂ア2λ＝iω　　　ア・＝寸，τ2＝弓］一・gnδ・・｝・・btainth・

fbllowing　result：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

Theorem　1．2．　Assumε　thαt　tu＊is　a　positive　real　root（ザ（1．23）αnd（124）．η励α麺r（）f　simple

coηjugαte　PUTe　imaginary　rootsλ＋＝iω＊　andλ＿＝－iω＊（ザ（1．22）　exists　at　7・1．＝ぜ　and　T2＝T5，

ωhicみ　c7て）sses　the　imαginar3ノαxis　α87－1　（T2）　inereαses　for∫言xed　T2　（Tl）from　left　to　rigんt　if　6i　＞0

（δ2　＞0）　αγ↓〔irigんt　to　l〔lftザδ1　＜0　（δ2＜0）．

　　　Finally　let　us　show　the　existence　of　Hopf　bifurcation．　By　Proposition　12，　there　exists　at

least　one　set　of　critical　values（ω，ぜ，Tl）which　satisfies（1．27）一（1．29）if　r≠pq．　Since　a　number

ofωwhich、satisfies（1．27）一（1．29）is　finite，　there　exists　a　set　of　minimum　vahes（Ti＊，弓）．　Since

all　roots　of　the　characteristic　equation（122）have　negative　real　parts　when　T1＝T2＝0，　The

Hopf　bifUrcation　theorem［18，　p．332，　Theorem　1．1．］is　applicable　to　system（E1）．

Corollary　1．3．、4ssume　that　a∬＊≠吻＊αndαd－bc≠0．」しetω＊be　a　positivεreα1　root（ぴ（1．23）

an〈1（1．24）∴lf　eitんerδ1＞Oorδ2＞0，αノ’amily（ザperiodic　solutions（ザ（E1）b伽rcα孟e8抗）m¢みe

P・8肋e　equilibriu励br　Tl　near　Tl’・門ηεαr弓．　Purtherm・re，　tんe　peri・∂（ザ幻e物硫8・励・硫

卿励m・t・ly・2π／ω＊．

1．5　Chaotic　behavior
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ζ

In　this　section，1et　us　apply　the　results　obtained　in　section　1．4　and　give　some　numerical　simulation

results．　Hereafter，　paエameters　aエe　fixed　at　the　fbllowing　values：

T1＝2．4，　T2＝2．1，α＝1．4，　b　：2．2，　c＝＝5．5，　d＝3．3． （P）

Then　p＝1．05，4＝2．025　and　r＝5．56875．　Note　that　if　T2＝0，　Corollary　1．4（i）holds．

Hence　the　positive　equilibrium　is　locally　asymptotica皿y　stable　for　all　T1≧Owith　T2　・O．　Since

T≠pq，　Proposition　1．2　implies　that∫1，　J2，13　are　not　empty　and　I　＝　11＝12＝」3．　The　interva1　I

becomes［0．760643，5．42423］∪［10．9164，15．58］．　By（1．33）and（1．37），（ω＊，ぜ，弓）is　approximately

calculated　asω＊＝＝3．63978，　Ti＊＝＝0．706884　and　T2＊＝0．365617．

輻
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＃

　　　In　the　remainder　of　this　Section，　some　numerical　simulation　results　of（E1）are　given．　The

positive　equilibrium　is　numerically　calculated　as＠＊，y＊）＝（0．75，0．6136）．　Firs七，1et　us　fix　Tl

and　T2　asτ1＝0．7　and　T2＝0．35．　Hence　all　roots　of（1．22）have　negative　real　parts．　Figures

1．4and　1．5　illustrate　the　time　series　and　the　projection　into　xy　plane　of　the　trajectory　of　the

solution　of（E1）with　initial　functions　ip　：0．75　andψ＝0．1，　respectively．1七is　observed　that　the

solution　tends　to　the　positive　equilibrium（see　Figs．1．4　and　1．5）．　Next，1et　us　show　figures　on

which　only　the　initial　functionψis　changed丘om　O．1　to　O．05．　Then　it　is　observed　in　Figures　1．6　、

and　1．7　that　the　solution　evolves　to　some　periodic　solution；δ1　andδ2　are　numerically　calculated

asδ1（弓）＝－0．673553＜Oandδ2（オ）＝20．2818＞0．　Corollary　1．3　implies　that　a　family　of

periodic　solution　bifurcates　from　the　posi七ive　equilibrium　for　T2　near弓．　Figures　1．8　and　1．9

illustrate　the　trajectory　of　the　solution　with（P），τ1＝0．71　and　72＝0．37．　The　initial　functions

are　taken　near　the　equilibrium　point，（φ，ψ）＝（0．75，0．6）．　Then　it　is　oもserved　that　the　solution

evolves　to　some　p　eriodic　solution（see　Figs．1．8　and　1．9）．　In　Figures　1．4－1．9，　it　seems　that’an

unst　able　closed　curve　appears　around七he　p　ositive　equilibrillm．　Ihirther，　the　solution　staエting　a七

the　inside　of　th6　c10sed　curve　tepds　to　the　Positive　equilibrium（FigS．1．4　and　1．5），　while　the

solution．　starting　at』狽?U　outside　of　the　curve　evglves・七〇1some　r6bust　periodic　solUtion（Figures

1・6and・・7）・Since　th・．P・・itive　equili迦m・is『1・・ally誌ympt・ti・ally　Stab1・and・y・t・m（E・）

undetgoes　a　Hopf　bifurcation　by　Corollary　1．3，　the　exsiten¢e　of　a．subcritical　Hopf　bifurcation　is

・ug9・st・d丘・m．th・・e丘gure・・Finally，1・t　uS・hang・th・valu…f乃丘・m、0・37　t・1・73・Th・n，

acomplicated　dynalhics　is　observed　in　Figure　1．10．　The　traj　ectory　of　the、solution　of（E1）with

φ＝・0．75a皿dψtO．6　is　attracted　in　a　shark－head　shaped　region．　In　other　words，　shark－head

・ha…ccu…n・ySt・m（E・）a・th・tim・d・1ay　in　an　int・a・pecifi・　・・．mpetiti・n・fpredat・・bec・m・・

1arge．　We　o’bserve　that　shark－head　chaQs　is　fbrmed　by　repeating　the　fbllowing　three　steps：

Step　1．　The　low　density　of　the　predator　makes　the　density　of　the　prey　increase．

Step　2．　The　growth　of　the　predator　fbllows　the　growth　of　the　prey　with　delay．

Step　3．　The　exhaustion　of　the　prey　results　in　the　decrease　of　the　predator．

Chaotic　behavior　occUrs　markably　in　Step　2：it　seems　that　the　trajectory　forms　the　upper　lip

of　the　8んα流with　the　high　growth　of　predator　y，　while　the　trajectory、　fbrms　the　lower　lip　of　the

sんαTk　with　the　relatively　low　growth　of　predator　y．　The　predator　repeats　such　high　and　Iow

growth　alt6fnatiV61y．　The　solution　never　mbyes　on　the　same　path包hd　finally　the　shaエk－head

region　is丘Ued　densely．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　‘
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　　　　　　　　Figllre　1．1　0：　’7・1＝0．71，　T2＝1．73，φ＝0．75，ψ＝＝0．6：shark－head　chaos

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）

1．6　Chaotic，transient
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

System（E1）also　exhi“bits　an　interesting　behavior　called　transient　cんα08．　The　transient『behavior

of　the　dynamics　is　Chaotiρ，　but　asymptotica皿y　the　solution　of　system（E1）converges　to　some

regular　dynamics　fbr　some　particuhr　set　of　parameters．　It　is　possible　to　reduce　paエameters　by

scaling　time　and　variables．　htro　ducing　new　time　variable　8＝T2　t　and　vaエiables　u（t）＝　aT2　C（t）

and　v（t）＝dT2　y（t），　system（E1）is　reduced．to　the　following　system　of　equations：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1｛x’（t）＝x（t）［ア・一αx（オτ1）rY（τ）］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．39y’（t）＝y（τ）トア2＋cx（t）－y（t－1）］，）

where　we　exploit　old　variables　and　parameters　instead　of　8，　u（t）and　v（t）．　We　put　ri　＝＝4．6800，

T2＝2．1450，　b＝・0．2791，ρ＝1．6176　and’Tl＝0．3590．　Figures　1．11　shows　the　time　series　of　the

solution　of（1．39）with　h亘tial　functionsφ（8）＝0．7　for　the　first　varialble　x　andψ（8）＝0．1、　for　the

・ec・nd　va・iab1・y・lt・iS・bserv・d　tha熾r　b・havi…fth…luti・n　i・cha・ti・ally・　but・finally・it

settles　to　sustained　periodic　solution．　Figures（1．12）give　phase　portrait　of（x（オ），31（t））．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛，

1．7　Discussion　　　”　，

In　section　1．2，　system（E1）was　derivqd　as　a　mode1，fbr　two　species　as　predator　and　prey，　both

of　whose　population　growth　are　inhibited　by　their　self　produced　toxic　substrates，　respectively．



t

30 CHAPTER　1．　L　O　TKA－VOLTERRA　DELAY　S　YSTEM

30

25

20

15

10

5

0

4

30

25

20

15

10

5

0
0　　　　20　　　40　　　60　　　80　　　100　　120　　140 160　　180　　200　　220　　240　　260　　280　　300

Figllre　1．11：γ・1＝4．6800，　r2＝2．1450，　b＝0．2791，　c＝1．6176，っ・1＝0．3590

7

6

5

4

3

2

1

270　　　　275　　　　280　　　　285　　　　290　　　　295　　　　300

30

25

20

15

10

‘　　5

0
0 2 4 6　　　、．’．　8　　　　10　　　　12

Figllre　1．12：r1＝4．6800，　r2＝2．1450，　b＝0．2791，　c＝1．6176，丁1＝0．3590



t

t

ヱ．7．DISCUSSIOIV 31

Another　interpretation　for　system（E1）is　a　model　which　describes　the　virus　dynamics　with

the　immune　system．　In　section　1．3，　we　obtained　Theorem　1．1　fbr　global　attractivi七y　of　the

positive　l　equilibrium　of（1．i）．　The　theorem　for　globaユattractivity　of　system（E1）is　improved

by　combining　with　the　result　obtained　by　He［23］．　lt　was　also　shoWn　that　Liapunov　fUnctionals

used　in　the　proof　of　global　attractivity　are　also　applicable　to　prove　the　unifbrm　stability　for　the

ze・…1uti・n・f　lin・arized　1・y・t・m・In・ecti・n　1・4，　criti・al　valu…f　tim・d・1ay　th・・ugh　whi・h

system（E1）undergo　es　a　Hopf　bifurcation　were　analytically　determined．　Rlrthermore，　for　the

existence　of　local　Hopf　bifUrcation，　the　result　by　Song　and　Wei［60］is　obt　ained　as　a　special　case．

If　T2＝0，　the　same　result　obtained　by　Song　and　Wei［60］is　obtained．

Corollary　i．4．∫60，　Theorem　2．1．7・4ssume　tんαt　T2・＝0．　Let

（Hl）・励・”＞P9・吻2一ρ2－2r＞0・r（q2－P2　一，2r）2－4（・2－P2σ2）＜0，

（H2）・翻・けくpq・r　q2　一一　p2－2Pt＜0・nd’（42　一　P2－2T）2－4（T2－P242）

t

（H3）　T＞pq．，　q2－p2－2T＜0αnd（42－p2－27r）2－－4（r2－p2q2）＞0．

1．

2．

3．

If（Hl）hblds，　tんen　tんe　positive　eq励1づ加施ηLげ（E1）

Tl≧0．

＝0，

i・（1・Cα1初碗晒・ti’cαlly・tabl・for　all

lf（H2）み繊¢ん・硫・P・・伽・鋼協碗m㎡（E、）司・c醐卿噸・ti侃lly・tabl・f・r

T、∈［0描）α励掘・bl・Jfor　Tl＞古．　Sy・t・m（E・）肌剛…α∬・㎡晒励i・n　at・th・

畑物ee4蹴加m／brτ∈描．

∬（H3）ん・ld・，α輌鋤μmb・r・ザ・蹴吻・ω醐・・…ur・・F滅1測5孟・m（E・）6・c・m・・

％n8tαble．　　　　　　　’ヒ

丑eアeωゴ ＜ﾖ士α陀reαJ　m・垣r孟みe　P・lyn・mial　equati・n

・α剛迦ω一くω＋端

　　　♂＋（q2－P2－2r）ω2＋r2－P2q2　±　O

づ・輌・輌士…－1［　　一9「prm］・

　t．）

（1．40）

P瞬N・t・that，（1・40）li・．　d・・iv・d丘・m（1・28）」f（H1）h・ld・，（1・40）ha・n・rea1…t・・Sinρ・all

…t・・fthe　cha・acteri・tic　equatfOn（1・22）haY・n・gative　real・pa・t・wh・nア・－T2－0，（i）h・ld・・

It　fbllows　that（1－40）h品at　least　one　poSitive　roo七if　and　only　if　either（H2）or（H3）holds．　Then，

δ1is　calcula七ed　as　fbllows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ1＝（ω2－r）（2ω2一ρωsinω71）十Pσ2ωsinω7・1
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＝＝・W4－（r2　一一　P2q2）． （1．41）

Here　we　used（123）with　T2＝Oand（1．27）．　If（H2）holds，　then　it　immediately　follows　from

（1．41）thatδ、＞O．　If（H3）h・1d・，七h・nω三く一（92　・一　P2　一一　2r）／2＜ω3・M・re・v…δ・＞Of・・

cv　・＝　w3　andδ1＜Ofor　tu　・’w2．　The　remainder　of　the　proof　proceeds　as　the　same　manner　used

by　Cooke　and　van　den　Driessche［11］．　This　completes　the　proof．　　　　　　　　　　　　　　□

　　　We　show　another　corrollary　in　which　we　assume　that　T2＝2Tl　and　r＜pσ．　We　do　not　write

the　subscript　of　Tl　fbr　the　convenience・

Corollary　1．5．　Assume孟みat　T2＝2τ1＝2アαnd　r＜pσ．　Tんen　a　pair　q『simple　coηjugαte　pme

励・卿ry．r・・¢・λ＋－iω・and・A－一一iω＊・ゾ（1．22）・xi・t・α¢・・m・丁一TiC，ω蹴・・・・…¢ん・’

imαginaryα　cis　α8ア　increαses抗）m　Iφ孟o　rigみ¢ifδ＞0　αn〔iγ・igん¢to　leftげδ＜0・

Proqf．　In七his　case，（1．27）， （1．28）and（1．29）are　equivalent　to

　　　　　　　　　　　　　　　B

sinω仁＝＝プ元（u），

sin　2CVT　＝　f2（u），

c・s3ωア＝ゐ（’t，t）．

（1．42）

Note　that

ゐ（u）＝sin　2ωア＝2sinωτcosωア

　　　　＝2五（u）cosω7r，

克（u）＝c・s3ωア

　　　　＝cos　2ωアcosωア＿2cosω7－sin2ωア

＝（1　一一　4ff（u））…ωア．

We　claim　that克（u）＝

（i）f2（u）＝Oandf3（u）

Thus　we　obtain

sinω7－≠　0．　In　fact，　if　fi（u）　：＝

＝10r（ii）f2（u）＝Oand　f3（u）

　■

Slnωア

＝－1．

f2（u）（1－4∫ぞ（u））－2fi（u）f3（u）

Define　g1（u），　g2（u）and　g3（u）a8
星

＝0，it　fbllows　from（1．42）that

Both　cases　contradict　to（1．36）．

＝O．
M　．．

9、（u）　＝u2＋（P2－q2　一一　2r）u＋r2　一　P2q2，

92（u）一・L2＋（q2　一一　P2　一一　2・）u＋r2　一一　P2q2，

93（U）一．一（P2＋92）（U一トP2）（U　・一　r－　q2）＋（P2　一　q2）2r．
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Immediately，　we　have 克

2P2σ晒（u－・　一一　P2）（u－T一σ2）2｛f2（u）（1－4ff（u））－2f・（u）f3（μ）｝

－9、（U）［P2・・（’・・　一一　T－q2）2－9？（U）1－ug・＠）93（U）・

H・nce（1．42）i・equival・nt・t・th・f・11・wing　P・1yn・mial・quati・n　h（u）＝＝　O，　wh・・e

九（a）・－9、（U）輌U一ト42）2－gl（U）卜ug・（U）93ピ）

　　　　一一・L6＋・、U5＋・、U4＋・3U3＋・・U4＋・5叶句・

W。d。　n。t，h。w。xpli。t　valu…f・、，…，e5．　Since・r＜pq，9、（0）－9・（0）－r2－P2q2　and　h・nce

c6　＝’ ?i0）一一9、（0）gi（0）一一（r2　一　P2q2）3＞0・

Hence　the　intermediate　theorem　implies　that七here　exists　at　least　one　positive　root　of　the　poly－

nomial　equation九（u）＝Oon［0，00）．　Su『bstituting　a　positive　root　of　the　polynomiaユequation

h（ω2）－Oint・（1．42），　the　criti・al・valu・・f　tim・d・lay　Tk・an　b・・btain・d・Thu・we　can・al・ulat・

δ（Tk）．　Ifδ（τk）＞0，　a　pair　of　simple　conjugate　pure　imaginary　roots　crosses　the　imaginary　axes

丘。m　1。ft・t。・ig祉Thi・c・mp1・t・・th・p…fゴ @　　　　　　　　　ロ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ

　　　In，ecti。n　1．5，・・垣・numeri・a1・imu励・n・w・・e　carri・d・ut皿d　it　was　suggested　that・ub－

critical　Hopf　b血rcation　occurs　on　system（E1）．　Moreover　chaotic　b　ehavior　Was　obServed　when

the　time　delay　in　’an　intraspecific　competition’of　predator　T2　becomes　large．　The　chaotic　behav」

ior　was　not　discuSsed　in　He［231．　We　believe　this　is　the　f辻st　time　such　chaotic　behavior　has　been

observed．　Compared　to　results　of　May　l401　and　S　ong　and　Wei．［60］，our　model　brings　－new　aspects

of　the　e丑ect　of　time　delay，　sin’モ?@T2＝．O　in　gheit．．model．　Other　values　of乃may　generate　othet

type　of　chaotic・　behavior，　which　is　an　interesting　problem．　We　also　observed　a　chaotic七ransient

dy胆垣cS・on　some・paTticular　set　of　p泣㎜eteエs，　bUt　the　investigation　fbr　such　kind　of　dynamics

is　not　su伍cient．　Further　anaユyses　and　considerations　for　the　global　dynamics　of（E1）are　left　for

future　works．

／

島
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Chapter　2

Resource　competition　and　delayed

nUtrient　reCyClin9

ABSTRACT

Competition　op　a　model　with　nutrient　recycling　is　considered．　The　model　is　based　on　a

chemost　at－typ　e　equation　which　is　used　to　study　population　dynamics　of　microorganisms．　The

mo　del　consists　of　fbur　organisms　competing　fbr　a　limiting　nutrient．　Nutrient　is　supplied　both

from　the　in－fiow　of　medium　and　a　recycling　with　delay，　the　latter　is　generated　from　dead　or－

ganisms　by　bacterial　decompositio11．　This　chapt6r　shows　that　the　model　undergoes　a　Hopf

bifurcation　throUgh　a　critical　value　of　time　delay　when　the　in一且ow　is　sma11．　The　coexistence　of

four　．organi8ms　competing　for　one　li血ting　nutrient　is　indicated’by　numericaユsimulation　results．

keyωords：Chemostat；Competition　in　two　habit　a七s；Nutrient　diffusion；Comp　etitive　exclusion；

Bacteriaユdecomposition　with　delay；Periodic　coexi8tence＊

2．1 Introduction 毛

Chemostat　equations　have　been　used　to　study　population　dynamics　of　microorgahisms　in　ex－

perimental　apparatuses　or　aquatic　ecosystems　such　a81akes．　An　import　ant　difference　between

，，

モ??高盾唐狽≠煤hsituatio血a血d，，lake，，　situation　appears　in　the　fact　that　lakes　generally　have　residence

time　of　nutrient　and　sediments　measured　in　yeqrs（Powell　and　Richerson［47D．　This　implies　that

＊This　chapter　is　ma血11y　attribut　ed　to　the　paper［45］published　in　Mathematicα1　Biosciences．

35
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in　the　model　of　natural　systems，　a　sma皿er　wash－out　rate　constant　and七he　regeneration　of　nu－

trient　due　to　bacterial　decomposition　of　the　dead　biomass　must　be　considered（Svirezhev　and

Logofet［64］）．　Moteover　a　delay　due　to　bacterial　decomposition　is　always　present　and，increases

as七emperature　decreases　in　natura1　systems（Whittaker［72D．　Chemostat－type　equations　with

delayed　nutrient　recycling　have　extensively　stu（1ied　by　many　authors．　Beretta　e¢αL図proposed

an　open　system　with　a　single　species　feeding　on　a’limiting　nutrient．　Global　asymp七〇tic　stability

of　the　positive　equilibrium　is　studied　by　Beretta＆Takeuchi（［3］，［4］）and　He＆Ruan［21］．

Freedman＆Yualltong［13］extended七he　model　in［2］and　obtained　persistence　and　extinction

criteria　fbr　the　competing　populations．　Ruan＆He　［22］　generalized　the　mode1　of［13］to　arbitrary

n－comp　eting　organisms　and　showed　a　global　asymptotic　stability　of　the　positive　equilibrium．

　　　It　is　important七〇Consider　models　incorporating　predator－prey　response　if　a　true　lake　com－

m皿ity　is　to　be　modeled．　Butler　et　at．［8］considered　a　chemost　at　model　with　three　trophic　levels

where　two　predators　Compete　for　one　prey．　Predator－prey　response　also　appears　in　zooplankton－

phytoplankton－nutrient　models，　which　are　extensively　studied　by　Ruan（［49］，［50］）and　the　other

authors．　The　spatial　distribution　of　nutrient　is　also　though七as　an　imp　ort　ant　factor　which．makes

difference　between”chemostat，，　situation　and，，1ake”situation．正n　an　environment　with　a　small

dilution，　dead　organisms　usually　settle　and　accumulate　on　the　bottom　of，，1ake”．　This　makes

bacterial　decompositioh　t　ake　place　on　the　bottom　of　the　enviroument　and　the　recycled　nutrient

appears　from　there．　Moreover皿ttrient　is　not　stirred　insta皿t　aneously．　The　mixing　of　nutrient　is

mainly　achieved　through　diffusion．

　　　To　incorporate　the　spatial　distribution　of　nutrien七，1et　us　consider

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　。

s’（t）一（8°－8（t））D・一Σblu，（8（t））Xi（t）＋d（R（t）－8（t）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1
　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

R’（t）＝＝7－2｛頑τ一ア）＋lyi（t一ア）｝一〃R（t）一Σ・iVi（R（t））yi（t）＋d（8（t）－R（t）），

　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

2｝；（t）＝碗（t）（bi　Ui（5（t））一μ），

3／1（t）±2／i（t）（ei『Vi（R（t））一μ），　　（i＝1，2）

with　the　initial　function
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　｛S（0）＞0，R（0）＞0，Xi（s）＝φ乞（sZli（s）＝”　thi（s）＞Ofbr（一ア≦s≦）㌶竺：；≦s≦°），

（E2）

（1）

Here　S　denotes　the　concentration　of　dissolved　nutrient　in七he　environment，　While　R　denotes　the

concentration、　of　dissolved・nu七rient　which　is　settled　on　the　bottom　of　the　environment．　Each　xi

and馳（i＝1，2）are　measures拓r　p　opulations　of　some　organisms．　We　supp　ose　that　yis　belong

■
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to　a　group　of　so－called　benthos；organisms　of　which　habita七s　are　the　bottoms　of　lakes，　rivers，

and　creeks．　As　we　see　in（E2），　xi　s　compete　only　for’the　limiting　resource　S，　while　yis　compete

・nly　f・・th・1imiting　re・・urce　R　It　i・assum・d・that・x・（・・y・）n・ver　feed・th・nut・i・nt　R（・・

8）・By　thi・assumpti・n，　sy・t・m（E2）m・d・1・alake　c・mmunity　with　tw・・eg・・gat・d　habitat、

in　t6・m…fnut・i・nt・　S°i・the　c・n・tant　input・・ncent・ati・n・f　diss・1v・d　nut，i。nt，　and　D　i、　the

dilution　rate・dis　the　diffusion　rate　due　to　the　mixing（stirring）effect　of　the　environmeht．レis

th・　・at・・f・e吻u・i丘・ati・n・f　the　envi・・nm・nt・S・lf－pu・i丘cati・n　i・typi・ally　b士・ught　by　aquati。

Plant・whi・h・xpl・it　nut・i・nt・accumulat・d・n　th・b・tt・m・f　the　envi・・㎜・nt．　Ea，h鋤a，

th・maximum・peci丘・g・Owthat・bi，　whi1・ga・h駒ha・th・maximum・peci丘・、9・・wth・at。　cii．

N・t・that　re・pective　ma泊mum　up七ake・・at・・f・x・　and・y、・・rre・p・nd　t・th・maximtm・peci丘。

growth　rate．　All　organiSms　aエe　assumed　to　have七he　same　removal　rateμ．　Removal　rate　means

th・additi・n・f　th・d・ath　and　th・diluti・n・at・．’〉’・i・the　recy・1e　rat・・f　dead・・gani・m，　whi。h

・atiSfi・・0≦7＜μ・アi・the　c・n・tant　dec・mp・・iti・n　du・ati・n．　All　pa・am・ters　except・f・・7and

アare　p　ositive，午andアare　non血egative．

　　　Th・di血si輌・tween　S・and・R　i・de・crib・d　by咽τ）－8（t））f・・S・and・d（8（t）－R（t））f・・R．

画n・ti・n・Ui、and聯一1，2）d・・crib・th・nut・i・輌ptak・・f・・gani・m・・x、　and・yi，．re・pectiv。1y．

Assume　that

1・Uli（ξ）is’contihuOusly　differen七iable，　b　ounded．

2．　L71i（0）＝0，ρ∫（ξ）＞Ofbrξ＞0，　L㌃（ξ）→1asξ→oO．

Atypical　exalhple　Of砿、　is　the　MichaeliS－Menten　fUnction　of　the　fbrm：

　　　　　　　　　　　　1　　’－Ui（ξ）一誘ξ，（i・・1，2），

whe「e・Ai＞0麺1・d　a　ha1』tu・ati・n　c・n・t・nt・・、Mi・ha・五s一蹴・n・・n鋤t．　Th・輌th・・e・

for’Vi　are　given　in　the　same　manner．　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　Fina11畑・p・・cess・f　nut・i・nt　recy・血g　i曲・叫at・d・as・f・皿・w・・Q（t）d・n・t・・the　c。nceni

ttati・n・f　accumulat・d』 р?≠пE・gani・ms．　Th・input　t・Q（t）i・as・um・d　t。　b。　p，。P。，ti。脚with

th・am・unt・f　living・・gani・m・at　tim・ちδΣ：、｛蝋τ）＋y、（t）｝』ereδd。n。t。、　th。　death，ate

・f・・gani・m・・Let耳（t）b・th・p・・bability・that・・g頑・m・bec・m・d・ad・tgani・m・at　tim。　O　and

still　rem・in　as　th・fo・m・f　dead・・g曲m・（・・are　n・t　decgmp・・ed　y・重）at七im・t．　Th・n

　　　　　　　　　　　　　　　・・Q（t）イ乃（㌔・）δ［喜｛xi（・）＋yi（・）｝］d・・　1

Am・a・u・e繊he　p・pulati・n・f　ba・teria　i・aS・um・d　t・be　c・n・tant　B。．　lf　th・dec。mp。、iti。n

姐・w・th・・impl・mass　a・ti・n　law，　th・n　th・t・t副am・unt・f　recy・1・d　nut・i・nt　N（t）丘。m　the
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dead　organisms　is
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N（t）－rs　f。‘　P2（τ一・）B・Q（・）d・・

Here　P2（t）is　the　probability　that　dead　organisms　at　time　O　are　still　stored　in　bacteria（or　do　not

s七ill　become　recycled　nutrient　yet）at　time　t．βis　the　conversion　rate　at　which　dead　organisms

become　nutrient．

　　　For　more　simplificapion，　we　continue　to　add　some　assumptions．　Assume　that　Pl（t）＝δ（t）

whereδ（t）is　the　Dirac，s　delt　a　function．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q（t）一δΣ鍬）＋：yi（t）｝・　　　　　　　　（2・1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝＝1

1f　the　decomposition　period　is　a『sumed　to　have　a　constant　duration，　that　is，　P2（t）＝1fbr

O≦舌≦7－and　P2（t）＝Ofbr　t＞ア，　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N（t）一β£B・δ曇｛xl（・）＋ly・（・）｝d・・　　（2・2）

Diffbrentiating（2．2）with　respect　to　t　gives

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　N∫（t）一βBi・δΣ｛x・（t）＋yi（t）｝一βB・δΣ｛Xi（t一仁）＋yi（t一仁）｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

FinallyβBoδΣ匙1｛xi（t一ア）＋Zli（‥ア）｝enters　the　bottom　nutrient　at　time舌．　By　setting

βBoδ＝7，　we　have（E2）．

　　　Note　that（2．1）considers　a　situation　where　there　is　no　accumulation　of　dead　organiSms，

whereas　this　is　opposite　to［47］．　It　would　be　more　realistic　to　consider　accumulated　dead　organ－

isms．　If　the　bacteriaユdecomposition　is　assumed　to　b　e　carTied　out　at　the　constant　rate　dB，　then

P1（t）＝e－dBt　and　hence

　　　　　　　　　　　　　‘Q（t）イe一δ［曇｛xl（・）＋yi（・）｝］d・・　（2・3）

Diffbrentiating（23）with　respect　to　t　gives

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q’（t）一一dBQ（t）＋δΣ｛x・（t）＋yi（t）｝・　　　　　　（2・4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　i＝1

Amodel　with（2．4）rather　than（2．1）is　studied　in　Section　2．4　by　numerical　simulations．　It　will

be　shown　that　the　qualitative　outcome　of　the　model　with（2．4）is　the　same　a8　the　outcome　of

system（E2）（model　with（2．1））．
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　　　In　Section　2．2，　the　existence　of’nonnegative　equilibria　of　system（E2）is　derived．　In　Section

2．3，the　s七ability　of　nonnegative　equilibria　is　studied　in　which　it　is　shown　that　aユl　equilibria

become　unstable　as　time　delay　increases　a皿d　system（E2）undergoes　a　Hopf　bifUrcation　under

some　suit　able　assumptions．　In　S　ection　2．4，　it　is’shown　by　means　of　numerical　simulations　that

the　coexis七ence　of　all　organisms　is　p　ossible　in　the　form　of　periodic　oscillation　if　all　equili’bria　are

uns七able．　Fina皿y　we　discuss　our　results　in　Section　2．5．

2．2 Classificat　ion　of　equilibria

Equilibria　of　system（E2）are　nonnegative噛ro　ots　of　the　f（）110wing　system　of　equations：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8°－s）D一Σb，u，（s）Xi＋d（R－s）－o，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　0rΣ（Xi＋yi）一〃R一Σ磁㈹yi＋d（s－R）－o，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　　　　　i　lr1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（bi　Ui（8）一μ）Xi＝0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（cゴV」（R）一μ）坊＝0　（i，」＝1，2）．

Le七　us　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砺一蒜㌫“，砂一D嘉三D．

and　Eω＝（Sw，IRω，0，0，0，0）．　Eωdenotes　theωasんout　eg％搦6ア拠m　which　always　exists．　If　bi＞μ

and　q＞μ，七here　exist　positive　nu血bers　5穿ahd碍such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口1ω，R；一鴫），（i，元一・，2）・

Throughout　the　reminder　of　this　chapter，　assUme　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Si’≠81　　and　　RI≠R》．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．5）

The　c墨e　8f＝陽゜「Rf　＝：1　R．E「ep「esents　a　d・g・nerate　cas・，　whi・h　i・less　expect・d　in　hature・・

that　we　exclude　it，

　　　By（2．5），　all　equilibria　of　system（E2）are　Eωand

　　　　　　　　　　　　　　　E。、＝（8f，R・，hi・，0，0，0），　E吻＝（鍔，R2，0，　X2，0，0），

　　　　　　　　　　　　　　　馬、＝（S・，RI，0，0，9・，0），　Ey、＝（S2，場0，0，0，92），

　　　　　　　　　　　　　　　Eli＝（8f，Rl，佑11，0，　yl，，0），　E12＝（8f，RS，xl2，0，0，yl2），

　　　　　　　　　　　　　　　E21　r（S，　RI，0，・xS、，y苔1，0），　E22　＝：（覧，Rξ，0，づ2，0，砿2），

し
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where

s・－s° ?C翫上”）8°liz，71e＃＄1，sgf，ds＋D”）酵

司一午8°D ﾎ蒜ψ）tS・！，　9，　一　！ILt°D蒜鰐のR’，

萄一（80－8『）D 獅пi酬andy；」8°一聯）D＋d潟…）一甦

Each　equilibrium　of　system（E2）must　b　e　nonnegative，　that　is，　E．∈R卑where

　　　　　　　R隼≡｛z－（z・，z・，z3，z4，z5，・6）∈R61　・i≧0（i－1，2，…，6）｝．

Proposition　2．1．　Suppose　thαt　bi＞μ，　cゴ〉μand（2．5）．

　1．E。、∈R隼彼5祖≧聯．」va・r・・v・璃＞0げ5ω＞8r．

　2・馬∈R卑況ω≧R・・M・r・・v・r9ゴ＞O　iff・Rw＞R｝

　9・　Eiゴ∈R蹄5ゴ≧5才・π砥≧R｝・M・一鴨＞0・吻む＞0雄島〉障・nd
　　　Ri＞R｝

ProOf．　Obviously　5『＞0．　Sinceμ＞7，　iiti≧Oif　and　only　if（d十〃）80D－（Dd十dzノ十D〃）8穿≧0．

Then　5『≦（d十〃）SoD／（Dd十dv十D〃）＝Sw．　Moreover　we　see　that　Ri≧O　if　So≧5『since

So≧5ω≧5『．　Hence　the　assertion（1）holds　true．　The　proof　of　assertions（2）and（3）are

similar．　This　completes　the　proof　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

Proposition　2．2．　Sw＞島if　Rw＞1ぞ｝On　the　other　han〔i，　there　existsう｝satisfying　O＜可〈μ

8μcんtんαt　Rω＝Riプ’・r　7＝ty　if　sω＞8茅・・（・re・ver・Rw＞Ri　if　7＜7　and　Rω＜Ri　if　7＞7・

P励Direct　ca1・ulati・n　giv・・SゼS」－d（RビRD）／（d＋D）＞0・H・nce　th・丘・・t　asserti・n

holds　true．　Let　us　calculate　the　derivative　of　Ri　with　respect七〇”）’．　Since　8ω〉鍔，

，　∂誓）一μ｛（d十のsQD　一（D∂十dzノ十D〃　　　（d（μ一午）十μZノ）2）聯｝〉・・

This　implies　that瑠is　monotone　increasing　with　respect　to”）’．「Hence．Ri（0）≦島（7）＜Ri（μ）．

For　O≦”）’＜μ，　we　have

　　　　　　　　Rw－R・（・）」（d＋鵠；］旱㌫μC”辮〉・，

　　　　　　　　R－Ri（μ）一一D｛（d＋”9鎧芸蒜＋D”）障｝＜・・
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By　the　intermediate　theorem，　there　exists可＞Osuch　that　Rω＝Ri（ty）．　This　completes　the

proof．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

By　summarizing　Proposition　2．1　and　2．2，　we　have　the　following　theorem：

The・・em　2・1・五聯く陽・πd考＜min｛Ri，Rw｝，　tん・πユ∈R卑W、∈R隼・nd・E・ゴ∈Rg

ωh・r・・Xi＞0・窃＞0・鴨＞0・π∂y；＞0（i，元一1，2）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘

2．3 Local　stability　of　boundary　equilibria

Let　us　consider　the　locaユstability　of　sys七em（E2）around　nonnegative　eqUilibria．　We　expect　that

E。、∈R卑，馬・∈R隼and瓦ゴ∈R卑．　SupP・・e　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　β㌻＜S，・and樗＜min｛Ri，Rω｝，　（i，」＝1，2）．　　　　　　　　　（2．6）

Th・n　by　Th…em　2・1，　E・i∈R隼，脇・∈R8　and疏ゴ∈R8　wh・・e・ali＞0，9ゴ＞0，膨＞Oand

蝪＞0・By（2・5），we　can　assum・that　8f＜覧and碕く再with・ut　1・ss・f　g・nerality．

　　　The　characteriStic　equation　fbr　the　linearized　system　of（E2）around　Ew　ili

　　　・　　（λ．＋μ二b・Ul（Sw））（λ＋Pt’一’　b2　U2（臨））（λ＋μ一・・V・（Rw））

　　　　　　　　　　　　x（λ＋pa・一一・・V2（Rω））（λ2＋（銅．＋ρ幽＋U）λ＋Pd＋いDの一〇．

P・・P・・ition　2・3・Ew．　i・unst・bl・ザ（2．6）ん・ld・．

（2．7）

Proof．　By（2．6），　Rω＞RS＞RI．　Sinceレi　is　rnonotone　increasing，一μ十c1Vi（Rω）〉一μ十

clVl（RI）＝0・No七e　that一μ十ciVl（Rw）is　a　root　Of（2．7）．　This　implies　that　Eωis　unstable

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　スsince　there　exists　at　least　one　roo七〇f（2．7）Whose　real　part　is　positive（see　Elsgol　et．　at．［12］）．

Thi・c・血P1・t・・．t坤P…f・1∴『』r・．・二．　　、　　　、　　．　　□

　　　The　cha「a・七e・iS七i・6quati・過・塩and馬i・

（λ＋μ二靱卿（λナμ．一・・鴫））（λ＋μ…鴫））（P・・1（λ）＋鍬）・一λつ一・，（2・8）

（λ十μ一b1　Ul（5シ））（λ＋Pt・L・b2・U2（陽））（λ＋pa・一一・鵬（考））（陽（λ）＋Q，j（λ）・一λつ一〇（2．9）

where　ki＝2　if’i＝1an4疏＝1if　i＝2．　H6re　we　omi七to　give　explicit　f（）rms　of　Pxε（λ），《？xi（λ），

殉（λ）and　Q・、（λ）becau・e　Eご、　and馬包re　un・tab1・if（2・6）h・ld・・

P・・P・・iti・n　2・4・昆απd　E物・r・・tn・tabl・if（2．6）ん・tds．

4

／
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Pro（’f，　By（2．6），　Ri＞R菱＞R‡．　Then－－pa十cl　Vl（Ri）〉一μ十c1］Vl（塒）r・0．　Note　that

一μ十c1レi（Ri）is　a　root　of（2．8）．　Hence　－Exi　is　tinstable．　In　the　same　manner，　we　can　show　that

賜ゴis　unstable・　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　□

　　　Finally，1et　us　consider　the　local　stability　of　Eiゴ．　The　characteristic　equation　for　Eiゴis

　　　　　　　　　　　（λ十μ一b疏乙Tkz（5『））（λ＋μ一・嚇（R；））（P・ゴ（λ）＋Q・ゴ（λ）・一λア）－0・　（2・10）

Piゴ（λ）and（？iゴ（λ）are　given　as　fbllows：

　　　　’　P、ゴ（λ）一λ4＋（2d＋D＋〃＋cri　＋ρゴ）λ3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋｛dD＋dv＋Dv＋（d＋μ＋〃）σけ（d＋D＋μ）ρゴ＋σiρゴ｝λ2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋μ｛（d＋〃＋ρゴ）σi＋（d＋D＋σ乞）ρゴ｝λ＋μ2σ乞ρゴ，

　　　　　　　　　　Qiゴ（λ）＝＝　一　P」・〉，λ2－”〉’｛dσi＋（d＋D＋σのρゴ｝λ一μ午σ、ρゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

whereσ・一砥（聯）萄andρゴー・ゴ巧（考脇It・pMce・t・c・n・id・・th・1・・al・tability・nly

fbr　EIl　since（2．10）and（2．11）preserves　its　symmetticity　by　replacing　th6　subscripts　i　and　j．

Hereafter　we　omit　to　write　subscripts　of　ai　andρゴfbr　the　not　ational　convenience．

Proposition　2．5．　E12，「IE21αnd　E22　are　unstable　if（2．6）holds．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、：

Proof．　SinCe　8‡〈β苔ahdσ元is　monotone　increasing，一μ十b1　Ui（81）〉一μ十b1　Ul（8f）＝μ一Pa　＝

0．Moreover　since一μ十b1　Ul（覧）is　a　root　of（2．10），、E2ゴis　unstable（元＝1，2）．　In　the　same　way，

we　can　show　that　E12　is　unstable．　Th拍completes　the　progf．．　　　　　　　　　　　　　　　□

　　　By　proposition　2．3，2．4　and　2．5，　aユ1　eqUilibria　except　for　Ei　l　is　unstable　whether　time　delay

is　incorporated　or　not．　Note　that　these　properties　hold　under　the　ass㎜ptions　81＜覧and

R‡＜Rき．For　El1，　two　eigenvaユues　given　by　the　first七wo　factors　in（2．10），一μ十b2　U2（51）and

一μ十e2V2（Ri）aエe　negative．　Hence　the　stability　of　Eli　depends　on　the　solution　gi∀e血by　the

last　factor　in（2．10）．　Now　we　look　for　the　possibility　that　EIl　becomes　unstable　as　time　delay

increases．　Hereafter　let　us　denote　Pi　i（λ）＝P（λ）and　Q　11（λ）＝Q（λ）（see（2．11））．　Consider

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P（λ）＋Q（λ）・一λτ＝0．”　・　　　　（2．12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t
Let　us　apply　the　geometric　st　abili七y　switch　criteria（see　Appendix　A）for（2．12）．　Clearly（B1）一

（B3）hold　fbr（2．12）．（B4）is　also　true　since　P（0）十Q（0）＝μ（μ一のσρ＞0．　Define　F（μ）≡

lP（iω）12－lQ（iω）12　where　u＝ω2．　Direct　calculation　gives

F（U）＝＝・U4＋α3・L3＋α2U2＋a、U＋μ2（μ2一午2）σ2ρ2， （2．13）
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where
■

　　　　　　α、＝272μρ2σ一2μ3ρσ（ρ＋σ）一午2（dσ＋ρ（d＋D＋σ））2＋μ2（（d＋り2σ2

　　　　　　　　　　＋2ρσ（d2＋（d＋〃）σ）＋ρ2（（d＋D＋σ）2＋σ2）），

　　　　　　α2＝2ρ（d十D十σ）（D〃十d（D十り十（d十のσ）十（D〃十d（D十〃）十（d十〃）σ）2

　　　　　　　　　　＋ρ2（（d＋D十σ）2－72）＋μ2（ρ2＋4ρσ＋σ2）

　　　　　　　　　　－2μ（σ（d十zノ十ρ）2十ρ（d十D十σ）2十d2（σ十ρ）），

　　　　　　α3－（d＋〃＋ρ）2＋（∂＋D＋σ）2＋2d2　r　2μ（ρ＋σ）．

Since　F（u）＝Ois　a　quaternary　equation，　F（u）＝Ohas　exactly　fbur　zeroes　and　hence（B5）holds．

Note　that（2．13）has　exactly　two　or　f（）ur　positive　roots　whenever　they　exist　because　F（0）＞O

and　F（u）→oO　qs　u→oO・

　　　It　seems　haエd　to丘nd　positive　roots　of（2．13）．　Here　we　shall　decompose（2．13）into　simpler

f（）r血s．F（u）can　be　divided　into　three　polynomials　as　F（u）＝G1（u）σ2（u）十伽H（u），　where

　　　　　　　G・（u）・・eq2＋．｛（D＋σ）2－2μσ｝叶μ2σ2，

　　　　　　　G2（n）－u2＋｛（v＋ρ）2－2μρ｝叶（μ2－72）ρ2，

　　　　　　　H（u）＝＝2（2d＋D＋y＋σ＋ρ）u2＋［－4｛（d＋〃）σ＋（d＋D＋2σ）ρ｝μ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぷ
　　　　　　　　　　　　　＋d（D＋〃＋σ＋ρ）2＋2（D＋σ）（〃＋ρ）（D＋〃＋σ＋ρ）］u

　　　　　　　　　　　　　＋【（μ2－ty2）｛d（σ＋ρ）2＋2ρ（σ2＋ρ（D＋σ））｝＋2μ2〃σ2　一一　2Dσρ72］．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万＝1一κ1and㌫＝1一κ・，

whereκ1　andκ2　are　positive　consta但ts．　Let　us　fixκ1　andκ2．　By　adjusting　bi

R亨are　k・pt・・n・tapt・if　th・valu・・fμ・hang…Mbre・ver　supP・・e　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・－1一ユ；d－，∂，D＿。b・and・v＿。P．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ

Acc6rding　to　the　definition　ofστandρゴ，

Obviously∬（u）＝Oif　and　only　if　G1（u）G2（u）＝－duH（u）．　Hence　we　can　obtain　the　existence

of　positive　roots　of（2・13）by　finding　intersections　of　the　graphs　G1（u）G2（u）and　TduH（u）．

　　　Let　us　derive　a　suffi．cient　condition　which　ensures七he　e】dstence　of　positive　roots　of　F（∋＝・O

under　some　suit　able　assumptions．　Fhlst　suppose　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ　　　　　　　　　μ

σi＝＝

U・（町i1（1一κ1））

　　　　　　　　　　　　　［（s°一寓）D＋ぼ一聯）］・α・，

（2．14）

and　cゴ，8才and

ρゴ＝

1－一　K1

巧（巧一1（1一κ2））

　　　　　　　　　　　　　［（1－・）（s°一穿）D一嘩一∂（R｝一鍔）・］・
1－一　K2
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Hence　we　can　see　that　o’i　is　proportional　toε，、　whieρゴis　not．　By　collecting　these　observations，

we　supPose　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・－1一ユ；d・＝＝・∂，D－・D，〃一。ρandσ一・ei“．　　　（功

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ

In（L），　all　of　d，　D，〃，σare　the　same　order　in　terms　ofε．　Ifε《1，（L）represents　the

chemost　at　model　with　smal1　in一且ow，　smal1　self－purification，　small　diffusion　and　high　recycle　rate

of　b　acterial　decomposition．　These　assumptions　would“be　reasona『ble　to　consider　the　dynamics

such　as　in　lakes．

　　　Since　G1（u）＝（u一μσ）2十（D十σ）2u，　G1（u）＝Ocannot　have　a　positive　root．σ2（u）＝Ohas

two　positive　roots　if　and　only　if

　　　　　　（〃＋ρ）2－2μρ＜Oandの（G・）（μ）一［（v＋ρ）2－2μρ］2－4（μ2－72）ρ2＞0．　（2．15）

It　is　ea8y　to　see　that　Z）（G2）（μ）＝＝4ρ2（1一ε）2μ2－4ρ（v十ρ）2μ十（〃十ρ）4＞Ofbr　su伍ciently　large

μ．耳ence（2．15）holds　true　fbr　su伍ciently　laエgeμand　smal1ε．

　　　Let　us　rewrite　H（u）as　H（u）＝αou2十α1包十α2．　H（u）＝Ohas　two　positive　real　roots　if　and

only　if

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α1＜OandZ＞（H）＝α子一4αoα2＞0．　　　　　　　　　　　　　　　（2．16）

α1＜Oif　and　only　if

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　よ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d（D＋〃＋σ＋ρ）2＋2（D＋σ）（〃＋ρ）（D＋u＋σ＋ρ）

　　　　　　　　　　　　　　　μ＞
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4｛（d十zノ）σ十（d十D十2〔ナ）ρ｝　　　　　　　’

To　check　the　signature　of　Z）（H），1et　us　arrange七he　coef丘cientαle　according　to　the　order　ofε．

Then　eachαo，α1　andα2　is　represented　byαo＝ζbo十ζb1ε，α1＝ζ11ε十ζ12ε2十ζ13ε3　and

α2＝ζ22ε2十ζ23ε3十ζ24ε4．Hereζke　denotes　the　coef五cient　ofεe　inαた．　Note　thatζbo＝・2ρ，

ζ11＝一一4（∂十D十2∂）ρμ十2（D十∂）ρ2andζ22＝（d－十2（D十∂】））ρ2pa2　一一　2D∂ρpa2．　Direct　calculation

gives　Z）（H）＝α1－4αoα2＝（ζ～1－4ζooζ22）ε2十〇（ε2）．　Moreover．

　　　　　　　　　　　　ζ～、－4〈・・ζ22　・＝8｛2（∂＋b＋2∂）2－（（♂＋2（D＋∂））ρ＋2Da｝ρ2μ2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－16（D＋∂）（∂＋D＋2∂）ρ3μ＋4（D＋9）2ρ4・

Hence　it　is’ea8y　to　see七hat　Z）（H）＞Ofbr　suf丘ciently　largeμand　sma皿εif　2σ十D十2∂）2－

（d十2（D十∂））ρ十2D∂＞0，0r　equivaユe血tly，

　　　　　　　　　　　　　　　・　・ρ＜2（d梁去鵠2Dσ・　　（2・17）

（2．17）holds　true　Ibr　suf五ciently　smaユ1ε．　Consequently（2．16）holds　true　fbr　suf五ciently　largeμ

and　smallε．　Let砺and　u：　denote　positive　roots　of　the・　qtiadratic　equation　H（u）＝・　O　satisfying

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘
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Figllre　2．1：Graphs　of（］1（u）G，（u）and－duH（u）

ztK＜uX．　Then・the　graphs　G1（u）σ2（u）and　H（u）have　at　lea8t　two　intersections　on［0，00）if　a

P・・itiv・…t・f　th・quad・atic　equati・n　G2（u）－O・SatiSfi・・畦∈（…；，畦）（・ee，’　Fig・2・1）・

Lemma　2．1．　A5wme　tんat（L）αnd　suffZciently　large　pS　and　sma〃εto　ensure　that（2．15）αnd

（2・16）み・ld・　Th・n　E・i　b・c・m…v・ntudlly・un・t・bl・α・醐・re・…疏く可・吋くuX．

　　　In．the　end　of　this　section，　let　us　check　whether　System（E2）11ndergoes　a　Hopf　bifurca七ion．

It　is　necessary　to　check　．the　following　three　hyp　otheSes（see［18，　pp．332，　Theorem　1．1．D：

（H1）R）rア∈10，ア＊），　all　eigenvaユues　of　chaエacteristic　equation（2ユ2）have　negative　real　parts．

（H2） Forアnearτ＊，㌻here　exists　a　pair　of　sirnple　and　complex　co司ugate　eigenvaluesλ（ア）and

λ（T）of（2．12）such　that　Re（λ（ア））＝0，　Im（λ（ア））＞Oand　Re（∂λ（ア）／∂ア）＞Oatア＝・7＊．

｝

（H3）All　the’other，eigenvalues　6f（2．12）atナ＝ア＊have　negative　re　al　paエts．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

（H2）holds　if　the　assumptions　of　Lemma　2．1　are　satisfied．正b　confirm（H1）and（H3），　consider

the　caseア＝o．　Then（2．12）becomes　a　fburth　order　polyn6mia1’equation　of　the　fbrm　l

λ4十（2d十D十zノ十σ十ρ）λ3

＋［dD＋d〃＋D〃＋（d＋μ＋りσ＋（d＋D＋σ）ρ＋（μ一のρ1λ2 （2．18）

十［（〃．十．ρ）μσ十（μ一午）｛dσ十（d十D十σ）ρ｝］λ十μ（μ一午）σρ＝0．

Let　us　rewrite（2．18）asλ4＋β1λ3＋β2λ2＋β3λ＋β4＝0．　By　the　well　known　Routh－Hurwitz

criterion，　all　roots　of（2．18）have　negative　real　parts　if　and　only　if　R＝＝β1β2β3一β鍵一β～β4＞0．　Let

us　arrartge　the　co6f丑cientβk　according　to　the　order　ofε．　Thenβユ＝η10＋η11ε，β2＝η21ε＋η22ε2，

β3＝η31ε＋η32ε2＋η33ε3andβ4＝＝η42ε2．　Hereηne　denotes　the　coef丑cient　ofεe　inβ丘．　In

particular　mo＝ρ，η21＝μ∂十（d十D十∂）ρ十μρ，η31＝μ∂ρandη42・＝μ2∂ρ．　Direct　caユculation

give・R－（ηi・η・・η3・一η萎、一η1。η42）ε2　＋．　O（ε2）．　M・re・ver　w・hav・η、。η、、η3、一η§、一ηぞ。η42一

μ∂ρ3（∂＋D＋a）＞0．H・nce・R＞『O　if・《1．

邑
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Lemma　2．2．　A88顕↓e鋤f（L）んoldsプ’or　suffciently　small　e．　Then．El　l

stαbleプ’or　sufiCiciently　smαll．丁．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　皐

is・1・cαZly　asymptoticαlly

Corollary　2．1．　If　tんeαssumptions　q『Lemmα2．1　and　2．2αアe　sαtisfied，αfam吻of　periodic

8・励・η8晒アcα¢eぴ・m　Ei1／6r　meαrア＊＞0．　After　system（E2）underg・ε8α飾pr励ア翻・n，

species　Xlαπ如1　survive　in・tんe∫b働（ザperiodic　oseillation　on　Xiy1－ptαne．

　　　Finally　let　us　show　an　example　of　Corollary　2．1．　Suppos　e　that　the　nutrient　uptake　fUnctions

Ui（ξ）and　Vj（ξ）are　Michaelis－Menten　type，　that　is，

　　　　　　　　　s　　　　　　　　　R
UIi（s）＝Bτ＋s，V」（R）　＝＝（ろ＋R・

Parameters　are　given　by

｛㌫霊曇三㌶㍑芸二二芸スご監二㌃ （P）

Then　31＝・0．322581＜覧＝0．333333，　Rl＝0．32＜R》＝＝0．36，σ＝0．110848，ρ＝0．404453．

We　can　con丘㎜that（2．13）and（2．16）hold．　Approximate1汚we　have砺＝0．0730887＜可＝

0．122793．Since　the　assumptions　of　Lemma　2．1aエe　satisfied，　EI　l　becomes　unst　able　asτincreases．

Moreover　R＝0．0838494＞0．且ence　a　family　of　periodic　solution　bifurcates　from　Ell　asア

increases．　Note　that　by　Remark　A．1，　the　explicit　value　ofアwhich　may　cause　a　Hopf　bifurcation

is　numerically　calculated　asア＊＝8．45155．

2．4 Numerical　simulations

In　this　section，　let　us　show　some　numerical　simulation　results．　In　S　ec七ion　23，　it　was　shown　that

afamily　of　periodic　solutions　bifurcates　from　EIl　f（）rτnearτ＊fbr　the　set　of　parameter（P）．

Note　thatτ＊N8．45155．　Figs　2．2　and　2．3　illustrate　the　trajectories　of　the　solution　of（E2）fbr

（P）and　T＝10．　The　initial　functions　are　given　by（0．7，0．4，0．3－0．05　cos　3t，0．5－0．2　cos　4t，0．3－

0．1　cps　2t，0．4－0．2　sin　t）．　It　is　observed　that　all　organisms　survive　periodically．　These　figures

suggest　that　periodic　coexistence　of　organisms　occurs．

　　　Finally，　let　us　study　the　model　with（2．4）rather　than（2．1）by　numerical　simulations．　As

we．can　see　in（E2），accumulation　of　dead　organisms　is　ignored．　This　seems　unrealistic　since　it　is

A

t
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Figllre　2．2：x1（t）and　x2（t）of（E2）

・210e

iii，i。　t

Figllre　2．3：Yl（t）and　Y2（t）of（E2）

oPPosite　to［47］．　Let　us　consider

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

s’（t）＝＝（s°－s（t））D一Σblu，（s（t））Xi（t）＋d（R（t）－s（t）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝：1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

R’（t）＝－fiB・Q（τ一ア）－yR（t）一Σ・iV・（R（t））y・（t）＋d（s（t）－R（t）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

Q’（t）Fr・dBQ（t）＋δΣ｛Xi（t）＋yi（t）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝ユ

∬（（t）＝・xi（t）（bi　Ui（S（t））一μ），

y；（t）－yi（t）（CiVi（R（t））一μ）・（i－．1，2）

（2．19）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i

Let　us　set　the　same　parameters　and　initiaユfunctions　f（）r　Figs　2．2　and　2．3．　Moreover　let　us

set　dB＝2．2，βBo＝2．1，6．＝・0．8　and　Q（θ）＝0．3－0．1sinθ（θ∈トァ，0］）．　Figs　2．4　and　2．5

show　the　traj6ctorieS　of　the　solution’　of（2．19）and　T＝25．　It　is　observed　that　a皿organisms

survive　periodically．　By　comparing　Figs　2．2　and　2．3　to　Figs　2．4　and　2．5，　we　can　see　that　the

i1 il

y1ω

　　　　　　　　塑（iω　墨《ω

　　Figllre　2．4：xl（t）and　x2（t）of（2．19）　　　Figllre　2．5：Y1（t）and　Y2（孟）of（2・19）

qualitative　oUtcome　is　the　same：periodic　coexistence　occurs．　These　simulation　results　suggest

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ダ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘
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that　instability　comes　from　the　delay　due　to　bacterial　decomposition　rather　than　accumulation

of　dead　organisms．

2．5 Discussion

In　Seqtion　2．1，　we　modeled　chemostat－type　equations　for　lake　community　by　introducing　spatial

distribution　and　recycle　of　nutrient　．　The　spatiaユdistribution　of　nutrient　is　expressed’by　two

distinct　nutrients：dissolved　nutrient　in　the　lake　S　and　accumulated　nutrient　on　the　b　ottom　of

the　lake　R．　Delayed　nutrient　recycling　is　derived　by　descri’bing　the　process　of　bacterial　decom－

position．　Ih　real　lake　communityl　the　segregation　of　nutrient　uptake　between　aquatic　organisms

（in　system（E2），　xi）and　benthos（in　system（E2），坊）is　not　always　expected．　Cross　nutrient

uptake　of　aquatic　organisms　and　benthoses　would　b　e　an　interesting　problem．　In　Section　2．3，　it

was　shown　that　all　equilibria　become　unstable　and　system（E2）undergoes　a　Hopf　bifurcation

as　time　delay　increases　through　a　critical　value　of　time　delay．　By　mathematical　anaユysis，　we

obtained　that　Hopf　bifUrcation　occurs　on　the　system　with　small　dilution　rate　D，　small　self－

puri丘cation　rate　v，　small　diffusion　rate　d　and　high　recycle　rate　7．　In　particular，　small　dilution

rate　would　well　describe”lake，，　situation．　In　Section　2．4，　it　is　observed　that　all　organisms　coex－

ist　in　the　fbrm　of　periodic　oscillation　if　a皿equilibria　are　unstable．　Known　results　dealing　with

competition　in　chemostat－type　equations　with　delayed　nutrient　recycling　show　that　direct（or

intra／inter－sp　ecific）competition　terms　among　competing　species　realize　coexistence（see，　Freed－

man＆Yuantong［13］and　Ruan＆He［22］）．t　This　type　of　coexistence　ca皿not　be　expected　on

system（E2）where　direc七comp　etition　terms　never　appear．　Only　exploi七ative　competition　ap－

pears　in　sy自tem（E2）．　If　there　is　no　diffusion，　or　d　・＝　O，　system（E2）is　closed　with　three　vaエiables

5（t），x1（t）and　x2（t）．　Subsystem（S（t），x1（t），x2（t））fbrms　a　standard　chemostat　model　and

competitive　exclusion　principle　hold　true（see　Armstrong　and　McGehee［1］，　Smi七h　and　Walt－

man［62］）．　Our　study　suggests　that　the　diffusion　of　nutrient　and　the　delay　due　to　bacterial

decomposition　create　the　coexistence　of　species．　For　system（E2），　periodic　coexistence　is　a　key

of　fUrther　analysis．　The　p　eriodic　coexl’stence　of　comp　eting　organisms　is　extensively　observed　in

chemostat　equations　both　for’nonautonomous　system（see　Butler　et　al．，　Hsu［28］，　Smith［611）

and　fbr　autonomous　system（see　Butler　etα1．［81，Li　and　Smith［34］，［35］）．　Further　study　leaves

fbr　fUture　consideration．
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Chapter　3

Relative　competition

3．1 Introduction

In　this　chapter，1・t　u・c・n・id・・th・・impl・・t・xpressi・n・f・・mp・ting　tw。，peci。、，　whi。h　i，　call。d

a　Lotka－Vblterra　competition　system：＊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　よ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛弓（t）－X・（t）［ア・一鋼（t）一・bx、（t）］，x6（t）－x、（t）レ2一鋼（t）二dx、（t）1．　　　（＆1）

He「e・xi（t）d・n・t・・th・i－th　p・pulati・n　d・n・iti…f・・mp・ting　tw・・peci・・（i－・，2）．　All　pa。am．

ete「s　a「e　assumed　t・b・p・・itiv・・L・t　E・・E・and　E・d・n・te　equ皿ib・ia・f・y・t・m（3．1）whi。h

always　exist：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E・一（・，・），E・一（三，・），E・一（・，箸）・

Suppose　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b　　Tl　　α

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i〈元く三・　　　　　　　（3・2）

Th・n・y・t・m（3・1）ha・auniqu・p・・itive・q唖b・ium　whi。h　i、　a，tab1。　n。de：

’　　E＊・一嗣）一（dr・一　br2　aT2－CTIad・一・bc’一工）・

equilib「ium・Th・・ec・nd　m・th・d・f　Liapun・v・皿give　a　g1・ba1，tability，e，ult　wh。n　a、uitable

＊This　chapte「is輌ly　attdbut由t・th・pap・・［42］publi・嵐in働・i・・』た勲剛励輪

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　51
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Liapun・v血n・ti・n　iS　f・und（・ee　f・・　・x・mpl・，［26］and［65］）・On－planar・y・t・m・，　P。inca，e

Bendixon　Theorem　is　a　powerful　tool　to丘gure　out　the　behavior　of　system　dynamics．　Monotone

th…yi土・ap・wer血1　and・・nceptual・t・・1　if・ne　c・n・id…c・mp・titiv・（…perativ・）・y・t。m

（see［63］and　references　therein）．

　　　Here　w・tak・　a　different　apP・・ach　t・・h・w　th・g1・bal　att・a・tivity・e・uk　fo・th・p・・itiv。

equilibrium　of　system（3・1）：By　introducing　a　function　with　respect　to　the　ratio　between　densities

of　two　species　piゴ＝xi／xゴ，　we　will　show　the　globaユa七tractivity　of　the　positive　equili’brium　if

（3・2）h・1d・・M・re・ver　w・will　giv・the　expli・it・f・・m・f・epa・at・ix　if・y・t・m（3．1）i・bi・tab1。．　In

the　next　section，　basic　properties　fbr　the」丘mction　piゴare　shown．　In　Section　3．3，　we　show　that

the　positive　equilibrium　is　globally、attractive　if　it　exists・On　the　other　hand，　if　we　consider　a

bi・tabl・’・a・・，　apPlying・th・・am・p…fwhi・h　will　b・d・v・1・P・d　in　Secti・n　3．3・h・w・the　expli，it

form　of　the　separatrix　curve　fbr　r1＝r2．　In　Section　3．4，　the　graph　of　the　trajectory　of　the

solu七ion　of（3．1）are　shown．　Finally　we　discuss　our　results　in　Section　3．5．

3．2 Preliminaries

Con6ider　the　following，general　autonomous　planar　system：

｛㌶㌶；：
（G）

with七he　initial　condition

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x・（0）＞O　and　Xl・（0）＞0，　　　　　　・（3．3）

where　fi　and　f2　are　continuously　differentiable．　The　functionπis　said　to　be　a　continuous

dynamical　System　ifπis　continuous　and　has　the　follQwing　p’rop　erties：

1．π（x，0）＝＝x；

2・π（x，t十s）＝π（π（x，t），s）．

Th・n（G）9・nerat・・a・・ntinu・u・dynami・al・y・t・m　by　d・丘ningπ＠，　t）－x（t），　where　x（t）一

（x・（t），x・（t））i・aS・luti・n・f（G）・ati・fying（3・3）・Giv・n　a　P・int　x，　th・・et｛π（x，t）lt≧0｝i・

called　the　positive　trOp’ectory・Aset　8　is　said　to　be　positivety　invariant　if　a皿traj　ectories　tha七

“begin　in　S　remain，　in　8　fbr　all　positive　time．　Let｛tn｝㌫1　be　a　sequence　of　real　numbers　which

tends　to　infinity　as　n　tends　to　infinity・If　pn＝π（x，　tn）converges　to　a　point　P，　then　P　is　said

to　be　an　o皿ega　limit　Point　of　x・The　set　of　al　such　omega　limit　points　is　called　the　omegα

伽励set　of　x，　denoted　asω（x）・An　equilibrium　point　of（G）（if　exists）is　said　to　be　repetter　if
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it　ca㎜dt　be　in　the　omega，　limit　set　of　any七rajectory　other　tha　n　itself．　The　dynamical　system

is　said　to　be　d‘8抑α物e　if　all　positive　trajectories　eventua皿y　lie　in　a　bo皿ded　set．　If　the　System

i・dissipativ・・th・・m・ga　li㎏it・et　i・an・n－・mp七y，・・mpa・t，・・nne・t・d・inv曲nt・et（・ee　a1・・a

standard　text’book　of　dynamicaユsystems，　e．g．　Bhatia　and　Szeg6’ m5］）．

　　　Let吾ゴ：［0，00）×（0，0c）→［0，00）’b　e　a　continuously　dif］Eerentiable　function（i，グ＝1，2，　i≠元）．

Piゴis　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Piゴ（Xi，xゴ）＝＝Xi／xゴ・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．4）

By　the　definition，　it　fbllows　that　　　、

　P－（i）：Pij’・1膓τ＝：1，

P－（11）：Pij’＝＝Oiff　Xi＝＝0．

Th・d・rivative・f孕ゴa1・ng　th…1uti・n・f（G）i・d・n・ted　by　P，ゴ（al（t））．　Direct・ca1・ulati・n　giv・・

　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1膓ゴ（x（t））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　fi（x（t））一一　fj（x（t））・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1膓ゴ（x（t））

Note　that　tぬproperty　is　stated　as　the　g％o舵励翻e　on　replicator　dynamics（Excersise　7．1．1　in
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

［26D．　Hereafter　we　simply　write　Piゴ（x（t））as局（t）f（）r　the　convenience．

　　　Oo卿e‘‘物吻、4dvantage　Set，　or　simply∠Advαntαge　Set　Ai　and．A2　are　de丘ned　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A・・一｛＠・，X2）∈Ralfi（X・，φ2）＞f・・（X・，X、）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　I　A2・一｛（X・，X・）∈Ra　lfi　（x・，X2）＜f2（X・，X・）｝．

Oompetitively　Balance　Set，　or　simply　’Bαlance　Sθt　B　is　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B・一｛（∬・，¢2）∈Rllfi（Z）・，X2）－f2（X・，X・）｝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

N・t・that　fo・any・x（t）∈B・・piゴ（t）＝＝　O・M・re・ver　piゴ（t）＞Oif　x（t）∈Ai，　while　piゴ（舌）＜Oif

x（t）∈4グ．

　　　St7りngly　A〔動απταge　Set　8＝51　e　82　is　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　8・・＝｛（x・，x・）∈A・lfi（x・rrl2）＞O・and・f2＠・，x・）＜0｝，

　　　　　　　　　　　　　　　1S2：＝｛（xl，x2）∈ノ121五（x1，　x2）＜Oand　f2（x1，x2）＞0｝．

The　null　clines　of　f1（Xl，X2）andプ〉（xl，x2）．are　denoted　by／Vl　and／V2，　respectively．　That　is，

　　　　　　　　　、　，、　Mr｛（x・，x・）ξR31fi（鋼・）－0｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　旭一｛（x・，x2）∈R31f2（x、，x、）＝0｝．

（tt
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L・tx主an鴫d・n・te　r・・t・・f加、，0）－f2（x、，0）and　fi（0，　x、）－f2（0，　x、）（if．th・y・xi・t），

re・pectiv・ly．　ln　g・n・・a1，　B　i・a・curv・・n畔whi・h　i・f・・m・d　by・・nnecting　tw・P・int・（xi，0）∈B

and（0，xl）∈B．　N・t・that・B　i・a・lin・・f・r　sy・t・m（3．1）．　int畔d・n・t・・th・interi…f畔．　int畔

is　divided　byβ，　that　is，　int］Ri‡＝A1ΦβΦA2．（see　Figs　3．1　and　32　in　Section　3．4）．　Fina皿y　the

solution　ratio∬πe　Lt　is　defined　by　　　　　　　　‘

Lt・一｛（m・，X・）∈畔画一P・ゴ（t）Xゴ｝． （3．5）

Then釦（t）∈」4£・

3．3　Global　attractivity

Let　us　set∫1（x1，x2）＝Tl一αxl－bx2　and　f2（xl，x2）＝＝T2－cω1－dx2．　First　we　state　some

basic　properties　of　system（3．1）without　the　proof．　Throughout　the　reminder　of　this　section，　we

assume　that（3．2）holds．

Proposition　3、1．　System（3．1）is　dissipativε．　Eo　isαrepet－ter．」MoTeover　EI　and　E2　are　atso

repelleTS　if（3．2）　holds，

Proposition　3．2．　Assu｛me　thαt（32）ん01〔》8．　Tんen　E＊∈β．　Eb∈βザαnd　only　if　r1＝ア2．

E1≠B　and　E2≠β．

Pアoρ£The　first　and　the　second　assertions　aエe　cleaエ．　By（32），αd－be＞0．　Thenα≠cor　b≠d．

SupP・・e　thatα≠・・Th・n　x主一（T1一ア2）／（d－・）・Xi・t・・Since（3・2）h・1d・，　di・ect・al・ulati・n

・h・w・that　xl一号一（・r、一αア、）／α（卜・）≠0．　C・n・equ・ntly　E、≠Bifα≠・．　In　th・・am・way，

we　can　show　that　E2≠βif　b≠d．　This　completes　the　proof　　　　　　　　　　　　　　　　□

Let　E　denote　a　set　of　equilibria　of　system（3．1）

E＝｛Eo，E1，E2，E＊｝．

Proposition　3．3．　Assume　thαt　T1＝r2αnd（3．2）んolds．’1　’hen　B　is　p．　ositivety仇variant．

Pro（’f，　We　claim　that　x2　f2（x1，x2）≠O　for　any　x＝（x1，x2）∈B＼E．　In　fact，　x2f2（x1，x2）＝Oif

and　only　if　x2＝O　or　f2（xl，x2）＝0．　Note　that　x2　＝　O　iff　x∈Eo　onβ．　Moreoverβ∩人r2＝E＊．

Hence　the　implicit　function　theorem　implies　that　fbr　any　x∈β＼E，

　　　．　　　　．　　∂XI　Xlf・（∬1，X2）　Xl
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂X2　×2f2（Xl，∬2）　X2’

t



‘

3．3．GL　OBAL　ATTRA　CTIVITY 55

It・f・ll・w・丘・m（3．2）thatα〉・and・d＞bif　T、一ア、．　H・nce・x∈B＼E・ati・fi・・x・／x・一…三i一

吋／xE．　Consequently　we　obtain　that　xl（t）＝づ／x》x2（t）fbr　any　m（t）∈β．　That　is，　Lt≡β．　This

completes　the　proo£　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

PropositiOn　3．4．　Assumε£んat　rl≠T2αnd（3．2）んolds．　Then　B＼Eis　not　posi物ely　iπVαriant．

Pr（）（’f，　Assume・that　there　exists　T≧Osuch　that　x（t）∈β＼Efbr　any　t＞T．　Hereafter　let

u・丘xta・bit・a・y　f・・t＞T．　Th・n　P、2（t）＝0．　H・nce　P・2（t），・・equiva1・ntly，　x・（t）万1（舌）i・a

positive　const　ant，　which　is　denoted　by　O．　Moreover　Lt　is丘xed，　which　is　denoted　byムThen

x（t）∈β∩∠⊃．It　is　cleaエthat　B∩“t≠0．　Since・both　of《3　and∠⊃ar61ines　on］Rl，　either（i）β　：、乙

・・（●●且）B∩Li・ゆ・int・et．　N・t・thatβ一£if㎜d・nly・if・r・－r・and　O－｛tS，1一づ／づ・Since

we　assume　Tl≠r2，0nly　the　case（ii）is　possible．　Then　x（t）must　be　an　equilibrium　point．　More

specifically，1 oroposition　3．2　implies　that　x（t）…≡E＊．　This　is　a　contradiction　since　x（t）∈β＼E．

This　completes　the　proof　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

Proposition　3．5∴4ssume　that（3．2）んolds，　Tんen　Piゴ（t）7らOif　t→oO，

Pro砿Assume　that陽（t）→Oas　t→oo．　Then　there　exists　a　monotone　increashig　sequence
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

｛tn｝窪」1　such　that　Piゴ（tn）→Oas　n→oO．　Note　that　for　any　x（t）∈β，　Piゴ（t）＝0．　Hence　for　any

initial　p　oint　xo∈intR4，ω（xo）⊂βUE．　Since　system（3．1）is　dissipative，ω（xo）is　p　ositively

invariant．　Note七hat　by　Prop　osition　3．1，」恥，　EI　and　E2　are　repellers．　Moreover　Propositions　3．3

and　3．4　imply　thatω（xo）⊂β＼Eo　if　rl＝＝γ・2　andω（xo）∈E＊ifγ・1≠T2．　This　is　a　cointradiction

and　hence　completes　the　proof．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　□

In　the　same　way　as　the　proof　of－Proposition　3．5，　we　can　show　the　followi血g：

P・・P・・iti・n　3・6・A・sum・　tん・t（3・2）ん・ld・・加ん・‘・1・・xi・t・　a　P・・鋤e　c・n・ταπ喝・％・励α孟

Piゴ（t）→場・・t→。。・孟ん・画τ）→E＊α・t→。・・

Proposition　3．7∴488秘｛me¢みα諺（3．2）んolds．ぴエ（t）eventuαlly　remαins　either　in．AI　or　A2，　then

x（t）→E＊αs・t→（カ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロproOf．　Note七hat　if’　x（T）∈AI　fbr　so］【he　T≧0，・P12（t）＞Oas　long　as　x（t）∈Al　fbr　t≧7「．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Similarly　if　x（T）∈A2　for　some　T≧0，　P12（t）くOas．long　as　x（t）∈A2　for　t≧T．　Hereaft　er　we

only　consider　the　case　where　x（t）∈AI　fbr　t≧T．　Then　we　claim　that　there　exists　a　positive

constant　Pi2　such　that”　Pi2（t）→正琶2　as　t．→oo．　Assume　that　P12（t）→Oo　as　t→○○．　Since

system（3・1）is　dissipative，　x2（t）→O　as　t→oo．　Then　by　P－（ii），P21（t）→O　as　t→Oo．　However

thiS・・n七・adi6t・t・P・・P・・i鱒3・5・Th・・ef・・e　P・・P・・iti・n　3・6　impli・・tha蹄）→E＊a・t→。。・

This　complete呂the　p‡gg£．　　tH　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

．ノ
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Proposition　3．8．　Assume　that（32）holds．8U／Vi　U　N2　is　positively　invariant．

PTo（’f’It　is　suMcie4t　to　notice　fbr七he　solu七ions　on　the　boundary　of　5．　Note　that　the　boundary

of　S’　cons’is七s　of　null　clines／Vi　and／V2．　If　there　exists　T≧Osuch　that　x（T）∈A1∩ノVl，　then

土1（T）＝Oand土2（T）＜0．　By　the　con七inuity　of　the　solution，　there　existsε＞Osuch　that

x（t）∈81for　T＜t≦T十ε・The　same　procedure　proves　the　assertion（see　Figure　3．2）．　　□

Theorem　3．1．　Assume　that（3．2）holds．　Thenαll　solutions　tend　to　the　positive　equilibrium　as

ttends　to　infinity．　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

Pro（’f，　First　let　us　consider　the　caseγ・1≠r2．　If　there　exists　T≧Osuch　that　x（T）∈8∪ノVi　U／V2，

Proposition　3．7　together　with　3．1　implies　that　x（t）→E＊as　t→○O　and　hence　the　assertion

is　true．　Otherwise，　all　solutions　remain　in　int］畔＼5fbr　any　positive　t．　We　claim　that　such

solu七ions　also　eventually　remain　either　in　Al　or　A2．　The　fbllowing　two　cases　are　possible：（i）

There　is　no　solution　which　crQsses　B　or（ii）There　is　a　solu七ion　which　crossesβ．　The　claim　is

true　for’the　case（i）by　Proposition　3．7．　So　let　us　consider　the　case（ii）．　If　there　eXists　To≧O

such　that　x（To）∈β，　Proposition　3．4　implies　that　there　eXists乃＞To　such　that　sc（Tl）≠β．

More　specifically，　iほ1（To）＞0，　then　x（Tl）∈．42．　Conversely　if　thi（To）＜0，　then　x（Tl）∈．41．　In

both　cases，　we　can　see　that　x（t）∈Al　or　x（t）∈A2　for　any　t≧Tl．　Hence　the　claim　holds　true

by　Proposition　3．7．

　　　Next　suppose　that　r1＝T2．　Sinceβis　positively　invariant，　it　is　suf丑cient　to　consider　either

（iii）Pa（t）¢B　f・r　all　t≧0・r（iv）x（t）∈B・’f・r・al1・t≧0．　In　the・case（iii），x（t）∈Al・r　x（t）∈．42

for　a皿t≧0．　Hence　Proposition　3．7　implies　that　x（t）→E＊as　t→oo　and　the　assertion　holds

true．　This　completes　the　proof．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

　　　We　can　obtain　further　interesti．ng　property　for　the　soIution　of（3．1）starting　on　the　balance

set　13　ifγ・1　＝＝T2．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h

Remark　3．1．

Note　that　f　1（Xl，x2） ＝f2　（x1，x2）＝＝f（xl，x2）onβ．　Let　x＝ω1十x2．　Then

　　　　　　x’＝xl十φ

　　　　　　　　　：Xlf1（Xl，X2）＋X2f2（Xl，X2）

　　　　　　　　＝　xf（Xi，x2）．

Observe　that　x　is　expressed　by　x　1　and　x2　explicitly　if”and　only　if　the　following　system　of　equations

has　a　uniqUe　root：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛㌫こ一、＋dx、’

s
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Sinceα一c≠b－d，　direct　calculation　gives

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x・一α一（d－b）x卜（b－d）and・x・一α一（：≡2≒）・

Then　x（t）is　a　solution　of　fbllowing　differential　equation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x’　一・rx（1－－　　　K），　x∈B　　　　（3・6）

where・r　－t・r・and　K一α芸筈三b・一申づTh・n（3．6）bec・m・・th・L・9i・tic　equati・n　and

hence・x（t）→x：＋mE　as　t→。。・n　B．

　　　In　the　end　of　th鎗section，　we　suppose　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　：＜曇くi・　　　　（3・7）

Then　system（3．1）has　a㎜ique　positive　equihbrium　which　is　a　saddle：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E・・一（xl，xE）一（三妻三㍑，α…妾≡ii1）・

System（3．1）is　called　bistable　if（3．7）holds．　The　theory　of　dyna血icaユsystems　implies　that　there

is　a　separatrix　by　which　the　extinctioll　of　species　is　determined　depending　on　the　initial　value．

F…y・t・m（3・1）with（3・7），　th・・epa・at・ix…rei・p・nd・輌・et　6f（glgbal）‘・tabl・manif・ld・f

th・p・・itiv・equilib・iUm・ApPlying　th・previ・U・p…f，　w・・btain・th・f611・wing　re・ult；

C…11a・y　3・1・A・編・tZ・t　r・－r・・刷32）hgtd・Then　B・・r・・p・nd・t・the　separαtTix．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Finally　we　consider　the　variant　of　system（3．1）whi　ch　is　no　longer　a　competitive　system．　The

SyStem　iS　giVen　by

　　　　　　　　　　、｛∬i（t）＝X’・（t）［r・－ax・（t）一　bx2（t）］，∬‘（t）＝・＝X2（t）レ・2－eXl（t）－dx2（t）十9（Xl（t））］，　（＆8）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（Xl）＝一εXl　（Xl一午）．

System（3．8）Corresponds　to　system（3．1）ifε＝0．　System（3．8）can　be’ir比erpre七6d　as　a　model　fbr

micr・bial・・mp・ti七i・n　in　whi・h・peci・・1P・・au・tS　t・byp・・du・t・du・ing・th・m・tab・1i・p・・cess．

We　assu血e　that　bypr6duct　is　an　another　resource　fbr　species　2，　but　the　excessive　amoun七〇f

byproduct　may　inhibit　the　popula七ion　9rowth　of　species・2・It　is　of七en　the　case　tha七七he　excessive

amo皿t　of　resource　can　inhibit　the　p　opulatio血groWth　of　microorg’llnisms（see　Chapter　40f　the

book　fbr　chemostats，［62D．　Thus，　fbr　species　2，　byproduct　is　benetifica1　if　the　amotnt　is　not　too
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much，　but　harmful　if　the　amount　is　too　much．　The　parameter　7　is　a　threshold　value　by　which

byproduct　owes　to　activate　or　inhibit　the　population　growth　of　species　2．　In　fact，9（の＝0，

g（xl）＞OfbrO＜x1＜っ／andg（x1）＜Of（）rx1＞午．

　　　Note　that　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂f2＠1，x2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（ε7－c）－2εx1・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂Xl

If・7－・＞0，　th・n（3・9）i・p・・itiv・if　O≦x・＜奇（・”）’一・）．　Thit・w・・ee　that・y・t・m（3．8）i・n・t

a・・mp・titiv・・y・t・m　alth・ugh∂ゐ墲Q〈Of・・all・x・〉・．

　　　Note　thathe　equilibrium　points五b，　EI　and　j胞五）r　system（3．1）are　also　e叩ilibrium　points　fbr

system（3．8）．　More　precisely，　Eo＝（0，0），　E1＝（z「：．，0）and　E2＝（0，誓）are　equilibrium　points

not　only丘）r（3．1）but　als　O　fbr（3．8）．　The　p　ositive　equilibrium　E＊of　system（3．1）is　different　from

that　of（3．8）．　Ifεis　suf五ciently　sma11，　then　it　is　possible　to　show　that　the　positive　equilibrium

E＊of　system（3．8）uniquely　exists　and　locally　stable　ifαd－bc＞0．　In　this　case，　we　have　to』take

the　value　of・γsu伍ciently　laエge　to　ensure　thatε7－c＞0．

　　　Note　that　the　method　developed　in　this　chapter　can　be　exploited　to　show　the　global　a七trac－

tivity　fbr　the　positive　equilibrium　of　system（3．8）．　Since　the　competitively　balance　set《3　is　not

aline　but　a　curve，　we　do　not　necessarily　devide　the　proof　into　two　case　whether　r1＝ア20r　not．

Thus，　we　only　have　to　show　that　Propositions　3．1，3．2，3．4，3．5，3．6ラ3．7　and　3．8　hold　fbr　system

（3．8）．In　the　same　way，　we　can　show　that　the　positive　equilibrium　of　system（3．8）is　globally

attractive　if伽ゴーbc＞0．

Corollary　3．2．　A　ssum，e　thαtε《1，ε7＞cαnd（3．7）holds．

伊βノuniquely　ent’8診5απ∂伽891・bαlly　asympt・tically　stable．

Then　a　positive　equilibTium　Of

3．4 Tbeajectories
皇

In　this　section，　let　us　show　some　projections　onto　xlx2－phase　plane　of　trajectories　fbr　different

sets　of　parameters．　Due　to　the　symmetry　of　system（3．1），　we　can　assume　that　r1≧r2．　Figs

3．1a皿d　3．2　illustrate　the　nul1－clines　and　the　balance　line，　each　of　which　corresponds　to　dashed

血1es　and　the　thick　line．　Figs　3．3－3．4皿ustrate　the　trajectories　of　the　solution　of（3．1）．　On　these

figures，　the　balanee　line　is　drawn　by　thin　line，　while　the　trajectory　is　drawn　by　thick　line．　On

Fig・3・3，　th・pa・am・ter・’・ati・fy・that　r・＞T・，9≡i＜O　・nd（3・2）h・1d・・Th・initia1　P・int　x°i・

taken　onβ．　The　traj　ectory　is　immediately　away　from　B　and　eventually　lies　in　81．　On　Fig．3．4，

th・paramrters　・ati・fy・that・r・＞T・，9≡i＞Oand（3・2）h・1d・・Th・initial　p・int・i・a1・・tak・n・n　B・

The　traj　ectory　is　aユso　away　from　B　and　finally　converges　to　the　p　ositive　equilibrium．　On　Fig．3．5，

も
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the　parameters　satisfy　that　T1＝ア2．　The　initial　point　is　taken　onβ．　Note　that　by　Proposition

3．3，βis　p　ositively　invaエiant．　The　solution　converges　to　the　positive　equilibrium　along　the　line

x2＝・x》／xlx1．　Finally　Fig．3．6　illustrates　the　traj　ectory　fbr　r1＝T2．　The　initiaユpoint　is　taken

on．42．　The　solution　eventually　lies　on　S2　and　converges　to　the　positive　equilibrium．

X2

N2’

A1

、E、
　　、“　E＊

　　　　　　、、

x1

12

Figure　3・1・r・＞r・，砦く0（α≠・） Figure　3．2・r・＞r・，…≡i＞0（a≠・）

3．5 Conclusions

We　proved　the　global　attractivity　of　solutior田of　system（3．1）by　introducing　the　function　in

terms　of　the　ratio　between　xl　and　x2．　It　was　shown　that　the　balance　setβseparates　the　positive

cone．　One　of　sepa士ated　regions．41　gives　a　competitive　advan七age　for　x1，　while　another　region

．42gives　a　competitive　advantage　fbr　x2．　Fbr瓠most　sets　of　parameters　under　the　situation

Where　the　p　ositive　equilibrium．exists，　the　balanCe　liheβexcept　for　the　p　ositive　equilibrium　is

not　positively　invaria　nt・On　the　region　A1∩｛（x1，x2）∈Ra　l　f1　（x1，x2）＜0，．　f2（x1，x2）＜0｝，　it

can　happen　that七he　ratio　x1／x2　increases　althoUgh　xl．decreases（see　Figs　3．3　and　3．4）．　This

situation　is　likely　to　occur　when　xl　has七he　loW　density　while　x2　has　the　high　density．The

density　dependence　effect　highly　decreases　the　density　of　x2　even　if　xl　is　decreasi皿g．　If　rl＝＝r2

and　xo∈B，　as　we　have　shown　in　Proposi七ion　33　alld　Theorem　3．1，　the　solution　converges　to

the　positive　equilibrium　along　the　line．　Moreover　the　total　densi七y町十x2｛b皿ows　the　logistic

equation（see　also　Fig．3．5）．　This　implies　that　two　sp　ecies　are　regaエded　as　the　same　species　on　13　if

r1・＝　r2．　Geritz　et．　at　considered　the　dynamics　of　a　’垂Upulation　of　residents　’that　is　being’ 奄獅魔≠р?
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X’1

Figr、re　3．3、　r、＞r、，’
ﾟ＜O，　x・∈B．

　　　　　　　　　　　α一c

i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X’1

Figure　3．4・r、＞r、，豊＞O，　x°∈B．

X’ Q

Figllre　3．5：』
窒P＝γ・

Q，　xo∈β．

X1

t

Figu！e　3・6：r1ニr2，　xo∈A2．

X1
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by　an　initially　rare　mutant［14］．　They　showed　in［14］that皿der　relatively　mild　conditions　the

sum　of　the　mutαntαnd　resident　populαtion　8彪e8　stays　arbitrarily　close　the　initial　attractor　of　the

monomorphic　resi4ent　population　whenever　the　mut　ant　has　a　strategy　su伍ciently　similar　to　that

of　the　resident（This　is　ca皿ed　a　Tube　Theorem）．　This　result　implies　that　the　orbit　will　stay　in

απα竹mω励ein　the　resident－mut　ant　population　state　space．　Schreiber［56］considered　a　model

fbr　apparent　competition　where　two　prey　share　one　predator．　In［56］，it　was　shown　that　a　model

without　the　positive　equilibrium　is　aユmost　surely　permanence．　The　similar　idea　of．　T　ube　Theorem

is　exploited　in　the　proof．　It　would　be　interesting　to　study　the　relationship　between　the　tube　set

and　the　balance　set．　Since　system（3ユ）satisfying（3．2）鎗dissipative　and　p　ermanent，　there　must

・xi・t　an　accumulati・n　set・f　the　rati・im・ti・嘩ゴ・n・・血e　c・mpa・t・ub・et・f　th・p・・itive　c・n・・

In　this　chapter，　it　was　shown　that　the　accumulation　set　corresponds　to　the　positive　equilibrium

point．　If　the　accumulation　set　consists　of　two　pointsゲthen．　the　solution　w皿be　periodic．　It　is

expected　that　chaotic　behaviors　will　appear　in　such　a　way　that　the　ratio　f皿ction　has　in丘nitely

multiple　accumulation　points．　In　this　chapter，　we　onIy　considered　the　case　where　the　stable

positive　equilibrium　exists．　It　is、　well　known　that　there　is，　a　separatrix　curve　if　system（3．1）is

『bistable．　Simple　consideration　shows　that　the　balance　setβcorresponds　to　the　sepaエatrix　curve

if　r1＝r2　and　system（3．1）is『bistable．1七is　interesting七〇give　explicit　fbrm　of　the　sebara七riX

curve　f（）r　r1≠r2「．　This　leaves　for　our　future　consideration．　On　the　systems　where　more　than

three　species　are　interacting　with，　the　chaotic　behavior　can　occur．　The　method　exploited　in　this

chapter　should　b　e　’also　exploited　to　higher　dimensienal・　systems．　This　also　leaves　f（）r　our　future

consideration．

ヒ
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Chapter　4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s

Three　species　competition

ABSTRACT

　　　Acompetition　model　of　three　species　fbr　one　resource　in　a　chemostat　with　a

periodic　washout　rate　is　considered．　Coexistence　is　indicated　in［33］’by　numericaユ

bifUrcation，analy曲a皿d　in［73］by　mathematicaユanalysis．　By　introducing　average

coMpetition　functions，　we　obtain　a　necessary　condition　for　the　coexistence　of　a

positive　periodic　solution　and　show　that　the　condition　restricts　possible　parameter

value　set　to　be　relatively　small．　Further　we　shdw　that　the　coexistence　is　enhanced

when七he　period　of　the　washout　rate　becomes　large．

Key　wordl　Chemosta七equations，　periodic　washout　rate，　coexistence，　Michaelis－Menten　func－

tional　response，　Conservation　principle，　Average　comp　eti七ion　fUnction・＊

‘

4．1 introduction

Chemostat　equa七ions　have　been　used　to　study’population　dynamics　of　microorganisms　in　exp・er’

㎞ent　al　apParatuses　or　aquatic　ecosystems　such　as　lakes．　The　Comp6ti七ive　Exclusion　Principle

states　that　among　several　sp　ecies　competing　fbr　common　resources，　the　number　of　coexistent

species　does　not　exceed’the　number　of　available　resources（see　Grover［16］fbr　example）．　The

mathematic瓠results　on　ithe　standard　chemostat　equations　of　comp　etition　for　a　single　limiting

　　＊This　chapter　is　mainly　attributed　to七he　paper［43］published　in　Difference　equαtionsαnd　discrete

dynam疹cal　sy8tem3．

63
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resource　show　that　only　the　species　with　the　lowest　break　even　concentration　sUrvives（see　Arm－

strong　and　McGehee［1］，　Smith　and　Waltman［62，　Chapter　1，　Chapter　2D・On　the　other　hand，

the　competitive　exclusion　principle　is　not　valid　for　chemostat　equations　if　a　fluctuating　environ－

ment　is　under　consideration．　In　fact，　many　studies　have　revealed　that　the　coexistence　of　two

species　comp　eting　for　one　resource　is　possible　if　a　nutrient　input　varies　periodically（see　Hsu［28］

and　Smith［61］，　for　example）．　Butler　et　aL［9］showed　that　the　coexistence　of　two　species　is　aユso

possible　in　the　case　where　the　washout　rate　varies　periodically．　In［9］，coexistence　is　expected　if

the　washout　rate　vaエies　in　such　a　way　that　each　competitor　has　its　own　competitive　advantage

depending　on　the　concentration　of　the　resource（see　also　Lenas＆Pavlou［32］and　Pilyugin＆

Waltman［48］）．

　　　It　is　a　fUndament　al　interest　and　problem　gn　chemost　at　equa七ions　whether且uctuating　envi－

ronments　can　support　the　coexistence　of　more　than　three　species　under　only　one　resource．　Lenas

and　Pavlou［33］showed　by　numerical　bifUrcation　analysis　that　the　coexistence　of　three　species　is

possible．　Wolkowicz　and　Zhou［73］gave　sufficient　conditions　for　the　uniform　p　ersistence　of　com－

peting　arbitrary　2Vrspecies　on　a　periodic　chemosta七．　In［73］，　for　the　three　species　competition

case，　they　considered　the　fbllowing　system　of　equations：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d号ξ）一（5°（t）－8（t））D・（t）一シ（ち8（舌脚），　（4、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d篭iτL・（t）（P・（ちS（t））の・（t）），（i－・，2，3）・

Here　5（t）denotes　the　concentration　of　the　limiting　nutrient，　xi（t）（i＝1，2，3）denotes　the

measure　of　i一七h　species　at　time　t．　Pi（t，8）（i＝1，2，3）represents　the　sp　ecific　p　er　capita　nutrient

uptake　function　of　i－th　species，　So（t）and　Do（t）are　the　input　nutrient　concentration　and　the

washout　rate，　respectively．　So（t）and　Do（t）are　continuous，ω一p　eriodic　and　positive　functions，

and　each　Pi（t，5「）satisfies　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

1．pi（t，　S）is　locally　Lipschitz　in　8，

2．Pi（t，0）＝O　for　t≧O　and　f（）r　any　t≧0，・Pi（t，8）is　strictly　increasing　for　S∈R＋．

They　showed　the　existence　condition　fbr　a　positiveω一p　eriodic　solution

（8（t），xl（t），x2（t），x3（t））of（4．1）with　8（0）≧Oand　xi（0）＞0（i＝1，2，3）．　The　detajl　is　as

fbllows：

　　　1・et「Vo＊（t）be　the　unique，910ba皿y　attracting，　positiveω一periodic　solution　of

dV　　　＝（80（t）一γ（t））Do（t）．

dt
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For　each　1≦i≦3，　there　is　a　corresponding　single－species　periodic　equation

dXi

dt
：＝ 秩iPi（t，　VO＊（t）一鋤）－Do（t））．

There　is　aユso，　f（）r　each　1≦i≦3，　a　corresponding　tworspecies　periodic　competition　system

誓…（一）一蕊た）一・（t）），～
1≦元≦3，ゴ≠i．

（E『）

（E∂

Theorem　4．1．／73，　The・rem　4．2．7　Assume　that

1．

2．

3．

μ・≡κ（Pi（ちVo＊（t））の・（舌））わ0，1≦τ≦3∫

μゴi≡κ（P・（ち聯）づ（t））－D・（τ））∂舌＞0，1≦τ，」≦3，i≠ゴ，元≠2，・π∂μ・・≡

κ（Pl（ちレ6＊（¢）－xE（舌））－Do（t））dt＞O∫

ρz≡κ（Pi（ち聯）一Σ1－、瀞元1（t））－D・（t））dt＞・・2≦i≦3・

ωみ・陀工r（t）繍・卿u・ρ・・itiv・ω岬・硫・・luti・呵（耳‡）（1≦乞≦3）．・nd（hi子（t），堵（t））

・nd（d？（t），弓（τ））α励ん・肌輌・P・・鋤・，ω一P・ri・耽3・IUti・n（ヅ（E2）and（E3）．　Z』綱・m

（4・1）　admitsαρositiv’e　cv　－peTi　odic　solution（8（t），x1（診），x2（t），x3（t））．ωitん8（0）≧Oand　zi（0）＞0

（i＝＝1，2，3）．

　　　An　interesting　example　of　Theorem　4．1　is　given　in［73］，　which　is　also　adopted　to　ShoW

the　coexistence　of　three’ 唐垂?モ奄?刀@in［33］：］let　80（t）＝11　and　Do（t）＝uo十acos　2π／ω舌where

uo＝0．4675，α＝0．3　andω　：31．4．　Nutrient　uptake　fUnctions　are　Michaelis－Menten　typ　e

fUnctional　responses　pi（t，8（t））　：miS（t）／（ai十S（t）），　where　m　1＝1，α1＝1，　m2＝0．7，α2＝0．3，

m3＝0．64　andα3＝02．　Each　integral　in　Theorem　4．1　is　evaluated　numerically　asμ1＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i
14．1111，μ2＝6．7205，μ3＝5．0603，μ12＝0．6780，μ13＝1．87861，μ21＝0．7909，μ31・＝02990，

μ32＝0．8122，μ2＝0．0012andμ3＝0．009．　This　example　suggests　that　competition　mediates

coexistgnce　in　the　fbllo耐ng　sense：If　xl　is　absen七and　x2＆鞠compet　e，　then　x2　drives鞠七〇

extinction．　However，　this　extinction　of　x3　is　avoided　simply　by　introducing　x1．　Ohce　xl　is

i血troduced，　a皿thtee　species　persist　in　sustain6d　oscillation（see［73，　PP．486－487］）．

　　　The　purpose　of　our　study　is　to　hivestigate　how　three　species　can　coexist　in　a　periodic　chemo－

st　at．　There　are．still　unknown　aspects　on　p　eriodj　c　phemos七at　models．　First，　as　in［33］，　the　region

of　para　meters　which　ensures　the　coexistence　of　three　species　actually　exists，　but　it　is　harrow．

An　adequate　interpretation　why　the　c6existence　region　is血arrow　should　be　proposed．　Second，

it　is　unknown　and　therefbre　should　be　figured　out　what　factors　realize　the　coexistence　of　three

　　　ロspecles・

皇
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In　this　chapter，　let　us　consider　periodi

Here　So　is　a　positive　constant　and　D

assume　that　D（t）　is　n・t　c・nstant，

constant　environmeht．　The　mean　value　of　the　p　eriodic　function　D（t）

　　　　　　　　　　cchemostat　equations　of　the　fbrm

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

S’＝（8°－S）D（t）一 ﾉ方（S）xゴ，　　　（E）

必＝Xi（fi（5）－D（t）），　（i＝1，2，3）．

　　　　　　　：［0，00）→［0，00）is　a　positive，ω一periodic　function．　We

　　　since　the　coexistence　of　three　comp　etitors　is　impossible　under

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　is　denoted　by〈D＞：

　　　　　　〈D＞－bf，ωD（・）d・・

We　assume　the　following　for　the　fUnctiona1　response　fi　of　i－th　species．

　F－（i）fi　：R＋→R＋is　continuously　differen・tiable，

F－（ii）fi（0）＝0，プ『（8）＞0．

Atypicaユexample　of　fi　is　Michaelis－Menten　fUnctional　response　of　the　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f‘（S）一α慧，（i－1，2，3）・　　　（4・2）

Hereαi　and｛mi（i＝1，2，3）are　positive　constants．

　　　In　the　next　section，　system（E）is　reduced　to　the　limiting　system　In　Sec七ion　4．3，　an　average

competition　function　is　introduced　which　is　exploited　to　measure　the　degree　of　competition

and　to　give　suMcient　conditions　’for　the　competitive　exclusion　and　a　necess　ary　condition　for　the

periodic　coe文istence．　Section　4．4　gives　some　numerical　simulation　results　which　demonstrate

how　the　cOexistence　of　three　species　is　realized　as　the　period　of　the　washout　rate　increases．

Section　4．5　gives　conclusions　of　our　study．

4．2　Reduction　to　the　limi七ing　system

By　measuring　all　Yariables　in　unit　of　So　and　time　in　unit　of〈D＞－1，　that　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　脇8，欝一nd〈D＞t－・t’

system（E）takes　the　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　3

s’・・＝（1－s）D（t）一Σf」（s）鞠，

　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝・1

∬；　＝Xi（f‘（S）＿エ）（t）），　　（i＝1，2，3）．

（4．3）
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Here　we　relabeledヵ（s）and　D（t）in　the　equations（4．3），　each　of　which　is　actually〈D＞－lfi（SoS）

and　lD＞－1D（t／〈D＞）in（E），　re・pectiv・ly．　N・t・that　this　scaling　a蹴、　b。th　th。　peri。d　and　th。

mean　vahe　of　D．　The　fbr紅1er　becomes〈D＞ω，　which　we　rela’be1ωand　the　latter　becomes　the

unity：〈D＞＝＝1．

　　　S・tΣ一S＋Σ1－、xゴー1・Adding　the　equati・n・（4．3）giv・・th・peri・di・1inea・・y・t・m

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ’（t）∴D（t）Σ（t）．　　　　　　　（4．4）

Then（4．3）corresponds　to

Σ，＝－D（t）Σ，

場一

ｩ克（　　3Σ一Σxゴ＋1　　ゴ＝1）－D（t）），（一・ （4．5）

Since〈D＞ま1，　solving（4．4）gives

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（t）一Σ（・）・即［イ（D（・）一・）d・］・－t・

Hence　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．、1虫Σ（t）－o・

Hereaf七er　let　us　consider　the　system（4．5）restricted　to　the　invaエiant　hyperplaneΣ＝0，　to　which

all　solutions　aエe　attracted　at、　an　exp（～nential　rate．　Therefbre　settingΣ＝0，0r　equivalently，

8－1一Σ1－、xゴyi・1d・th・1i血ting・y・t・m・

　　　　　　　　　　　　　　　　，』ト（1一書り一D（t））・一一　（L）

Biologically　relevant　initial　dat　a　fbr（L）belong　to　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　、Ω一｛　　　　　　　　　　　　3（x・，x2，鞠）T∈R9・Σicゴ≦1　　　　　　　　　　　ゴ＝・1｝，

1where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R1－｛（x・，x2，鞠）T．∈R3・Xi≧0，（日，2，3）｝．

It　is　shown　thatΩis　positively　i　ivariant　for（L）．、Convergence　theorem　obtained　by　Thieme

［68］m・tivat・・u・t・e・n・id・・th・limitipg・y・t・rP・Th・・ugh・ut　the　remaind…fthi・chapter，　w・

consider　system（L）．

皇



ス

68 CHAPTER　4．　THREE　SPE（］IES　COMPETI皿ON

4．3 Average　competition

In　this　section，1et　us　introduce　an　average　competition　function．　The　definition　of　this　function

is　motivated　by　Hutson［29］．

　　　Let　pkl：［0，00）×（0，00）→　［0，00）be　continuously　differentiable　function　（k，1＝　1，2，3，

k≠Z）．Average　comp　etition　fUnctions　Pkl　are　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pkl（Xk，Xl）＝堀「1．　　　　　　　（4・6）

By　the　definition，　it　follows　that．

　P－（i）：1互1・Plk＝1，

P－（ii）i　Pkl＝Oiff　Xk＝O．

Th・derivativ・・f　Pki　al・ng　th…luti・n・f（L）i・d・n・t・d　by　pki（xk（t），xl（t））．　Direct・a1・ulati・n

　　

91ves　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　畿1瓢1　1ト（・－i＝1り一fi（・一曇り・　（4・7）

Proposition　4．1．　Z、et（X1（t），X2（t），元3（t））be　a　positive　tu　－pεri　odic　solation《ザ（L）．’1　’hen

　　　　　　　　　　　　　　　欝謝一鶴：1－illl）〉一〈　P23（tn2，X3）P23（hi2，・X3）〉一α　（BC）

Proof．　Since元1（t）is　a　positiveω一periodic　solution　of（L），

　　　　　　　　ir・（・）コ・（ω）－X・（・）・xp［／。tu（五（・－lib・（・）一工・（・）一・te3（・））－D（・））d・］・

Since〈D＞＝＝1，〈fi（1一元1　r2－tn3）〉＝1．　In　the　same　way～〈f2（1－X1－X2－X3）〉＝1and

〈f3（1－Xl－X2一元3）〉＝1Hence（BC）holds．　This　completes　the　proof　　　　　　　　　　□

　　　SupPose　that　there　exist　positive　constants　8竃z（k，1＝　1，2，3，　k　〈　1）such　that　fk（8竃1）＝

fi（SIIi）．　Without　loss　of　generality，　we　can　assume　that　5f2＜813＜813．籔1rther　we　assume

克（5）＜f2（S）＜fi（8）f・r　S∈［0，812），ゐ（5）＜fi（S）＜f2（8）f・r　5∈（8；2，8f3），　fi（S）＜

ゐ（S）＜f2（8）fbr　8∈（8f3，513）and五（S）＜f2（S）＜☆（8）fbr　8∈（8左3，00）（See，　fbr　example，

Fig・42）・　　．　　　　　‘
　　　1・et　us　denote　the　nutrient　8（t）by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8（t）・－1一ΣXゴ（t）・　　　　　　（4・8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1
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In　paエticulaエ，5（t）denotes　the　periodic　nutrient　when　the　solution　of（L）is　periodic．　In　addition，

1et　us　set　gkl（5）≡九（8）－fi（8）．　The　graph　of　gkl　is　illustrated　on　Fig．4．1　in　the　case　where　fi

takes　the　fbrm　of　Michaelis－Mer比en　functional　response．　Note　that　gんI　corresponds　to　the　right

hand　side　of（4・7）・Further，9hl（8）＞Ofbr　5＜S毒i　and　gkl（5）＜Ofbr　S＞8竃z・

Remark　4．1．（BC）脚resents　tんαtαverαge　competition　among　all　species　is　bα1αncθdぴ£んe
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

80ん髭oηげ（L）is　periodic．〈Pkl（るた，元｝1）／1『ヒ1（Xk，jZl）＞represents抗e　integγ　α10f　gkl（8）on‡んεγ・αηge

q蹄・P・励耽螂弼επ孟（grαy顧・n・れ鞠．4．1）．　Hence　minima・S－・nd・manm・8＋げ¢ん・

peTi・硫励rient・are・determined・in・rder・tんat　the　integral　equals　to　zer・（thαt　is，〈9kl（s）〉＝0ノ．

9nt（s）
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Figure　4．1：The　graph　of　gkl（S），（k＜Z）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　Note　that　sinCe．the　integrand　of〈」Pkz（Xk，libl）／」Pkl（Xk，鋤）〉’is’acomposition　fuhction　of　g先z（5）

and　5（t），　it　is　possible　that　　　　　　　　　　　　　、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ifsE＋鋤）d・〉・but　i∬9kl（S（t）圓　　（4・9）

Proposition　4・2・（competitive　exctusion）」しet（xl（t），x2（t），鞠（t））be　a　positive　solution（ザ（功．

0－k？加んere　exists・Ti＞O　sucんthat・S（t）＜8f2畑α11τ≧T，then　x2（t）→O　and　x3（t）→0

　　　　　　αt　・some　earponentiat　rate　as・t→oO．

σ例田ん・r・　・xist・T2＞0・u・んtん・孟3f2＜8（t）＜8鍵3伽α11τ≧T2，　tん・n　x、（t）→0・nd

　　　　　　x3（t）→0αt・s・me卿・πe励iα1励εα8τ→。。．

σ陶田ん・r・　・xi・t・T3＞O　Such　that　S／／3＜8（t）f・r．　all　t≧T3，　th・閲・（t）→0・nd・x2（t）→0

　　　　　　αt　some　earponentiαt　rαteαs・t→○○．

Pro〈’f，　It　is　suf五cient　to　show　ca8e（i）．　The　other　cases　are　proved　ih　the　same　ma皿er．　The

derivative　of」P21　along　the　solution　of（L）with　a　positive　initial　vaユue　x（0）∈Ωis

　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　P21（X2（t），Xl（t））
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝f2（8（t））一∫］（8（t））二＝921（8（t））．
　　　　　　　　　　　　　　　　　P21（X2（t），X1（t））

儂
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Hereaf七er　simply　we　write」Pkz（xle（t），xl（t））as」Pkl（の．　S　ince　we　assume　5（t）＜3f2　for　al1　t≧Tl，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f2（8（t））＜∫1（5（舌））and　hence　P21（t）／」P21（t）＜OfOr　all　t≧Tl．　Reca皿that　P21（t）≧0．　Then

there　exists考1≧Osuch　that亙1（t）→正萱1　asτ→oO．　In　the　same　way，　there　exists環1≧Osuch

that　l亀1（t）→1誉1　asか→oO．正b　complete　the　proof，　it　is　suf丘cient　to　show　that弓1＝P3＊i＝O

since　Plll三〇　iff　xk＝Oby　P－（li）．　We　claim　that　5（t）→812　as舌→oo　when弓1＞0．　In

fact，　if　not，　there　exist　monotone　increasing　sequences｛tn｝㌫1＞Tl　and　a　suf丘ciently　small

positive　constantδsuch　that　g21（5（tn））＜921（8f2一δ）＜Ofor　n∈N．　Then　immediately　we
　　　　　　
have　1ち1（舌n）／1ち1（tn）＝921（5（tn））＜921（Si’2一δ）fbr　each　n∈N．　Since　g21（5f2一δ）is　a　strictly

negative　constant，1竜1（tn）→Oas　n→oO．　This　implies　that　P21→理1＝Oas　t→oo，『but

which　is　a　contradiction．　Hence　8（t）→8f2　as　t→oO　when考1＞0．　Now　we　suppose理1＞O

or王誉1＞0．　Since　x1（t）is　b　ounded，　x2（t）→考1∬1（t）and鞠（t）→環1∬1（t）as　t→oO．　Then

Ml（t）→ヰ≡（1－5f2）／（1十1誉1十1誉1）＞O　as　t→oO．　This　implies　that（湾，理1ヰ，正誉1ヰ）is　an

equilibrium　p　oint　of（L）．　Then　the　solution　with　a　nonnegative　initial　value（x：，P苔1ゴ，環1吋）

must　satisfy

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　掴・xp［f。tて∫・（51・）－D（・））d・］

for　any　positiveちor　equivalently，　fi（5f2）≡…D（t）．　This　is　a　contradiction　since　D（t）is　not

constant．　Hence　P蒙1＝環1＝0．　This　completes　the　proof．　　　　　　　　　　　　　　　　　□

Note　on　Proposition　4．2

Assume　that　8（t）＜813　fbr　all　suf五ciently　largeカ　Here　we　do　not　necessarily　assume　that

8芋2＜8（t）．By　the　assumption，　we　can　show　that　there　exists礪2≧Osuch　that　P32（t）→正蔓2

as　t→oo．　Moreover　we　can　show　that　8（t）→Si　3　and　x3（t）→1誉2∬2（t）as舌→oo　when

環2＞0．Although　x3（t）→Oas　t→oO　both　in　C－（i）and　C－（ii），　in　this　situation，　there　might

be　a　positive　solu七ion（xl（t），αハ2（t），x3（t））of（L）such　that　x1（t）十x2（舌）十x3（t）一→1－8苔3　and

x3（t）→1駕2範（t）as　t→oo．1七is　clear　that　species　x3　never　e司oys　competitive　advantage　as

long　as　8（t）＜813．　However　species鞠stiU　has　the　possibility　to　persist．　The　problem　would　be

more　dif五cult　to　figure　out　whether　x3　perSists　or　not　in　this　situation．　It　leaves　for　our　fUture

consideration．

4．4 Numerical　simulations

Let　us　show　some　numerical　simulation　results　which　are　caエried　ouピby　usingハ4αthemαtica．

Assume　that　nutrien七uptake　functions　of　comp　eting　three　species　t　ake　the　form　of　Michaelis一
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Menten　functional　response（4．2）．　The　washout　rate　D（t）is　given　by

　　　　　　　　　　　‘　　　．　　　　　　・　　　　　D（t）＝1十d　cos（2πt／ω），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

where　d　is　a　positive　constant　satiSfying　O＜d＜1．　Throughout　the　remainder　of七his　section，

para　rneters　and　initial　values　are　fixed　at　the　following　respective　values：

α1＝0．018181　うα2＝0．272727，α3＝＝0．090909，

m1＝1．36898，m2＝1．49733，M3　＝2．13904，d＝0．64171，

xl（0）＝＝0．5，虚2（0）一一〇．2，x3（0）＝0．3．

（P）

Note　that　these　vaユues　aエe　taken　almost　e胆al　to　the　parameters　adopted　in［33，　p．122］and

［73，pp．486－487］．　The　graph　of　respec七ive　functionahesponse　of　competing　three　species　with

（P）is　illustrated　o五Fig．4．2．　Note　that　every　species　cat｝　t’ake　competitive　advantage　since　the

fi（S）

　1．5

1・2S　　　　5」2．

。．75，ク

　0．5

0・25

u！／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　f3

313

0．35S

Figllre．4．2：Functional　responses　of　three　species　for（P）

washout　ra’te　varies『between　the　range　in　which　every　cもmpetitor　has　the　chance　to　be　superior

to　the　other　competitors　in”狽?窒高刀@of　nutrient　uptake（note　that　d＝0．64171）．　The　intersection

points　8f2，813　and　813　are　numerically　calculatCd　as　5f2＝：0．078788，8f3＝0．111111　and

覧3＝0．121212．

　　　Let　us　show　some　figures　which　illus七rate　trajectories　of　the　solution　of（L）with（P）for

different　values　of　periodω．　Figs　4．3－4．8皿ustrate　the　time　series　and　the　projections　into

xl－x2－x3　phase　space　of　trajectories　forω＝4，6，8，12．5，20　and　50，　respectively．1、et　us

dello七e　the　end　time　of　numericaユsimulation　by　tmαx．　Here　tmax＝6000．　The　time　series　of

trajQctories　are　shown　for　2900≦t≦3000＜tmax．　In　the　caseω＝4，0nly　x2　can　survive

（see　Fig．4．3）．　We　can　con丘rm　that　xi（tmαx）～1．6×10－21　and　¢3（tmax）～3．7　x　10－6．　In　the

caseω＝6，　that　is，　on　Fig．4．4，　it　is　observed　that　x2　and　x3　survive，　whlile　xl　goes　extinct

t
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Figure　4．3：ω＝4．

Only　x2　survives． 4

Figllre　4．4：ω＝6．

x2　and　x3　coexist．
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Figllre　4．5：ω＝8．

Three　species　coeXist．

Figllre　4．6：ω＝12．5．

Three　sp㏄ies　coeXist．・
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Figure　4．7：ω＝20．

Amp胱ude　grows　large．

　　Figllre　4．8：ω＝50．

Three　sp㏄ies　still　co　eXist．

（xl（tmax）～5．8×10「6）．　In　the　caseω＝8，　three　species　coexist（see　Fig．4．5）．　On　Figs　4．6」4．8，

three　species　stiU，　coexist．　　　　　　　　　　　　　　　、

　　　The　mechanism　of　coexistence　is　intuitively　interpreted　as　fbllows：Assume　thatゐ（1）＞

Dmax＝　1十｛ゴ・　First　consider　the　situation　that　the　nutrient　8（t）satisfies　8蔓3　＜S（t1）and

ゐ（S（t1））＜D（t1）at　some　t1．　Then　all　of　xi，　x2　and　¢3　decrease　at　their　respective　exponentiaユ

rates　as　long　as　t　satisfies　the　relationゐ（8蔓3）＜克（8（t））＜D（t）．　If　this　relation　holds　true　fot

all　t＞t1，　S（t）→1as　t→（わ，　but　which　contradicts　with　the　bSsumption　f3（1）＞Dmαx．　Hence

within　a　finite　time　t2＞t1，　we　haveゐ（8左3）＜D（t2）＜ゐ（S（t2））．　Then　according　to　the　proof

of　Proposition　4．2－（iii），　xl（t2）and　x2（t2）still　decreases’at　the廿respec七ive　exponential　rates，

while　x3（t2）increases　at　some　exponen七ial　rate．　Note　that　5（t）decreases　as，x3（t）increases．　If

the　increase　of猛3（t）1eads　the　inequality　8f2＜8（t3）＜563　for　some　t3＞t2，　Prop　osition　4．2－

（ii）implies　that∬1（t3）and．x3（t3），decreases，　while　x2（t3）increases．　Further　if　there　existsτ4＞t3

such　that　S（t4）＜5f2，七hen　x2（t4）and　x3（t4）decreases，　while　x　i（t4）increases．　Consequently，　if

8（t）moves　in　such　a　way　that　all　species　can　grow　in　each　dominant　intervaユ，　the　coexistence

of　three　species　is　possible．

　　　We　can　see　on　Figs　4・3－4・8，　the　amplitude　of　the皿itrient　（4・8）becomes　large　asωincreases．

In　fact，　minima　of　S（t）fbr　4ifferent　values　ofωare　apProxi血ately　equal　to　O．01（see　Fig．4．9），

while　maXima　of　S（t）increases　as　w　incr6ases（see　Fig．4．10）．耳ence　812，8f3　and　5おbelong　to

＄
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L
the　range　of　S（t）and　the　assumptions　of　Prop　osition　4．2　don，t　hold．
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0．2

0。1
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90ω

Figure　4．9：tu　vs　minima　of　S（t） Figure　4．10：ω　vs　maxima　of　S（t）

　　　Finally　let　us　prop　ose　an　intuitive　interpret　ation　why　maxima　of　S（t）increase　asωincreases．

Since　the　presence　of　sp　ecies　inhi『bits　the　increase　of　the　nutrient，　the　timing　when　S（t）attains　its

maxima（minima）almost　corresp　onds　to　that　of　D（t）．　Note　tha七when　D（t）changes　slowly，　that

is，　whenωis　large，　every　species　can　enj　oy　competitive　advantage　fbr　a　long　term．　In　paエticular，

the　long　term　dominance　of　x3　makes　the　nutrient　decrease　intensively　since　x3　consumes　the

nutrient　with　a　high　rate．　Then　xi　t　akes　competitive　advantage　b　efbre　D（t）attains　its　minima

and　begins　to　grow　as　1）（t）decreases．　Since　xl　dominates七he　other　competitors，　x2　and　x3

ca皿ot　9row　rather　decrease　by　Proposition　4，2．　Soon　D（t）becomes　large　and　thenエ1　decreases・

As　all　of　nutrient，　x2　and　x3　are　still　low　density～the　nutrient　can　．　increase　intensively．　The　slow

change　of　D（t）also　promotes　the　increase　of　the　nUtrient（see　Fig．4．11）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Xi，s，D
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D

　1．5

ユ．25

　　1
。．75／｛rx

　O．5

0．25

2940
3008

Figllre　4．11：The七ime　s　eries　of　xl，　x2，　x3，IS（t）and　D（t）fbr（P）withω＝50・

　　　Let　us　summarize　numerical　simulation　results：

Remark　4．2．’1　’hree　species　coeぴ¢eπce　occ糎α8ωincreasesザ8（t）んα8　smα〃minimααnd

lαrge　mαxima．　Maximα・ザ5（t）αre　likely　t・bec・me　large　as　w　increases．　This　suggests　thαt　a

l・ng　ternt　peri・d　・fpeWiodic　WαSん・ut　rαte　pr・motes・tんe・C・existεnce〔ザ伽ee　5pec‘e8　C・mpεting∫for

ρ8迦le　res・耽e・　　　　　　　‘
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4．5 Discussion ‘

In　this　chapter，　we　considered　chemos七at　equations　with　a　p　eriodic　washout　rate　in　which　three

species　compete　for　one　limiting　nutrient．　We　introduced　an　average　competition　fUnction　Pkl

by　which　it　was　shown　that　positive　w－p　eriodic　solutions　of　system（L）must　satisfy　the　condition

（BC）．　As　we　remarked　m　Remark　4．1，（BC）highly　restricts　the　range　of　amplitude　of　S（t）since

　　
〈Pkl／Pkl＞＝0（1≦k，1≦3，　k＜1）．　Hence（BC）would　restrict　the　parameter　sets　of　the　equations

七〇　be　narrow　to　ensure　three　spe．　cies　coexistence．　In　Section　4．4，　it　was　demonstrated　that　the

number　of　survivors　increases　as　the　period　of　the　washout　rate　becomes　large．　In　other　words，

along　term　period　enhances　the　coexistence　of　three　species．　Since　the　result　o’btained　in　this

chapter　is　just　analyzed　by’t　mathematics　partially，　further　mathematicaユanalysis　is　necessary．

This　leaves　for　our　fUture　consideration．

d

よ

‘
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Appendix　A

Appendices

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

A．1　Characteristic　equation

Consider　the　equation

　　　　　　　　’　　　、P（A）＋Q（λ）・一λアー0．　　　　　　（A．1）

F・・th・ar・aly・i・・f・th・・chara・t・・i・tic　equati・n（A．1），　w・will・refe・・θ・・m・t。i，鋤働、ω渤

crit・ria”・btain・d　by　C・・k…nd・v・n・d・n　D・iessch・［11］．　The　c・rrecti・n・f　l11］i・p・・P・・ed　by

Boese［6］．　The　result　is　as　fbllows：

Theorem　A・1・μ∫，何52四・se・tんat

〔β1ノ（A．1）んas　noα）mmon　imaginary　rooち

（B2？P←iω）＝P（zω），Q（一τω）一・0（τω）f・rω∈R，

（B3？lim・up　IQ（λ）／P（λ）1〈1，
　　　　1λト。。，Reλ≧0

（B4／P（0）＋Q（0）≠0，

（B5？　F（ω）－lp（iω）12－IQ（iω）12畑ω∈Rh・・』・st　a・finit・　numb，r。f。，。。，，．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　畠
Then・tんe　foll・ω迦statements　h。1∂励α

（Olノロ（ω）－0んα・卿・・itiv・r・・孟鋤・n　n・・t・bit吻・ω醐卿。cc猟

（02？　lf　F㊤）－O　ha・α鋤・t・呼・・鋤・r・・t　and・α・λ・鋼鋤88卿1．，』¢λ，r。　，xist8

　　　　T＊＞0・u・h　that　tん・・quati・n（A・1）i・・un・励1・f・r・11ア〉ア＊．　A・ア獅・・fr・m・O　t。ア・，

　　　　・tm・・t・輌孟・numb・r・ぴ・励物・ω鋤ε緬・y・eeur．
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84 APPENDIX　A．　APPENDICES

Rema・k　A・…br・e∈（・，2π），…θ一Q（iω）1・nd・inθ三一嚇ωみ・卿一琉QR品Q・

・nd・e－PR（？・－P・（？R．　PR（・r　QR？、伽・tes　tん・re・l　part　・f　P（iω）r・r　Q（乞ω）λωんil・P・化・

Q∫ノd・n・t・stん・im・ginαry・part・ザP（iω）（・アQ（iω）ノ・Tみen　f（・ll・ω迦・t・t・m・nt・ar・励・・

　　　●　θ＝aエctan（一e／9）　勾F　sinθ＞0　αnd　cosθ＞0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
　　　●　θ＝π／2勾ドsinθ＝・1，

　　　●　θ＝π十arctan（一e／9）　げcosθ＜0，

　　　・θ一3π／溺・inθ一一1，

　　　●　θ＝2π十arct　an（一e／9）　ガsinθ＜O　an〔t　cosθ＞0・

Let勒・αP・8肋εm・¢・ザF（ω）＝0．　Tみ・n　s励鋤8ω鋤mαy・ccu・・for　T＝Tnωんere

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tn一θ＋』nπ，　n－・，・，2，＿．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω

t

t


