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研究成果の概要（和文）： 

不変部分空間の問題とは可分なヒルベルト空間上の全ての有界線形作用素は自明でな

い不変部分空間を持つかという問題である. 本研究は, この問題に関連して, 作用素環・

作用素論の理論, バナッハ空間の理論, およびヒルベルト空間の理論からなど多角的な考

察を行う事により, Kolmogorov の分解定理やヒルベルト空間の構造定理, バナッハ空間の

幾何学的特徴づけ, そして正規でない作用素スペクトルに関する特徴づけを行い, 不変部

分空間の問題から派生する多くの理論を発展させた.  

 
研究成果の概要（英文）：The invariant subspace problem is the question that every bounded 

operator on a separable Hilbert space has a non-trivial invariant subspace. There has 

been a large amount of work on invariant subspaces, motivated by interest in the structure 

of non-self adjoint operators on Hilbert space. Our purpose is to investigate this problem 

on many ways; theory of operator algebras, Banach spaces and Hilbert spaces. And we 

succeeded in development of much theory relevant to the problem. 
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１．研究開始当初の背景 

  不変部分空間問題の研究は[10]に詳しく

纏められている通り, 多種多様な理論と結

びつき, それらの理論の発展に大きな影響

を与えて来たことから, 関数解析学の研究

において関心の高い課題の一つとなってい

る. 例えば, この問題の代数的手法を用い

たアプローチとして, 本研究課題でも重要

な役割を果たす Arveson によるスペクトル

部分空間の理論[2]は, Connes のスペクトル

理論へと発展して, 1982 年にフィールズ賞

を受賞するなど, その理論の発展に大きく
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貢献している. Arveson のスペクトル部分空

間やsubdiagonal 環[1]を用いた不変部分空

間の研究に誘発されて, 多くの代数的手法

を用いた理論が発展しているが, 特に解析

的接合積の研究は, 不変部分空間の問題は

勿論, ハーディ空間の非可換版として近年

盛んな作用素空間の研究に影響を与えるな

ど, その研究に対する関心は世界中で高ま

っている.  

 国内においては河村と富山[6]による 

subdiagonal 環の研究に端を発し, その後

の 斎 藤 [11] に よ る 解 析 的 接 合 積 や 

subdiagonal 環の不変部分空間の研究は, 

中路の関数空間における不変部分空間の理

論 と 結 び つ き , 中 路 と 綿 谷 [7] の 

subdiagonal 環の不変部分空間の分類定理

へ発展した. 2011年には植田[12]により, 

非可換ハーディ空間の predual の一意性が

示されるなど, 関心の高い研究分野の一つ

となっている.  

 海外においても本研究課題の分野への関心

は 高 く , Blecher[3], Pisier[9], 

Effros-Ruan[4], そして Haagerup, Junge, 

Xu[5] らを中心とした作用素空間の理論が

急速に発展しており, それにともない関数

空間の非可換化や, 非可換ハーディ空間お

よび subdiagonal 環の研究が, 米国や西欧

を中心として盛んに行われている. これら

の関連する国内外の研究者との研究交流を

推進することができれば, 本研究課題は大

きな発展が見込まれる急務な課題である.  

 これらの流れを受け, 大和田は近年, 作用

素空間の構造解析を中心とした不変部分空

間問題へのアプローチを行ってきた. その

研究の過程[8]で, スペクトル部分空間の構

造, 特にその極大性, と半群の理論の間に

密接な関係にあり, それは不変部分空間の

構造とも関係があるという着想に至った. 

半群の理論と関連付ける代数的手法はこれ

までにない独創的なアプローチであり, そ

の理論の発展は不変部分空間問題ばかりで

無く, 関連する多くの分野の理論へ大きな

影響を与えるものと期待された.  
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２．研究の目的 

この研究では, 不変部分空間問題の解決を

目指し, 作用素空間におけるフーリエ解析

やスペクトル理論を用いて, 非可換ハーデ

ィ空間やスペクトル部分空間の構造を調べ

る事により生じる, 以下のような問題の解

決を目的とした. 

（1） 正規でない作用素からなる部分環の構

造と, それに関する不変部分空間を詳細

に調べることにより, 正規でない作用素

の性質を考察すると共に, 関連する不等

式の開発を行う. 



 

 

（2） 可換なハーディ環や関数環の理論を詳

細に調べて, その理論から非可換ハーデ

ィ空間や非可換関数空間の理論を構築す

る.  

（3） 非可換関数空間の典型的な例を与える

接合積を考えて, 非可換なフーリエ解析

の理論を用いて, 非可換ハーディ空間の

解析的性質を詳細に調べるとともに, そ

の不変部分空間の構造を明らかにする. 

（4） 非可換ハーディ空間により定義された 

Toeplitz 作用素や Hankel 作用素の性

質や構造をその行列表現を利用して調べ

る.  

（5） Arveson のスペクトル理論を利用して, 

その部分環の代数的構造を半群の理論を

用いて詳細に調べる. 

 

 

３．研究の方法 

 本研究目的を達成するために, 研究分担者

として斎藤(新潟大学)の非可換ハーディ空

間とその不変部分空間に対する専門的知識

およびバナッハ空間における関数解析的な

テクニックと, 綿谷(九州大学)のヒルベル

ト空間の部分空間の配置や作用素環・作用素

空間に関する専門的な知識が必要であった. 

また, 研究協力者である中国の陜西師範大

学教授のJi とは, これまでも共通の問題意

識をもって多くの共同研究を行ってきたが, 

本研究課題に関しても引き続き Ji の関数

空間における解析的手法とその不変部分空

間の理論および作用素論における不変部分

空間の専門的知識が必要であった. これら

３名の研究者それぞれの専門的な知識が研

究代表者を中心とし有機的に結びつきなが

ら影響し合い, 以下のような計画・方法で課

題研究を推進した. 

 

(1)  非可換ハーディ空間により定義される 

Toeplitz 作用素や Hankel 作用素の構造を, 

その行列表現を用いることにより詳細に調

べ, 今までの Toeplitz 作用素や Hankel 

作用素の理論を再構築するとともに, 関数

空間の理論の非可換化を進める. そのため

に, 新潟大学で研究打合せを行う. (大和田, 

斎藤) 

(2)  二次元トーラス上のルベーグ空間にお

ける不変部分空間の構造を, シフトにより

生じる様々な部分空間を利用して分類する

と共に, その理論の非可換化を進める. そ

のために, 新潟大学および陜西師範大学で

研究打合せを行う. (大和田, 斎藤, Ji) 

(3)  作用素空間の研究に Arveson のスペ

クトル理論を用いることにより, その部分

空間と半群の理論を結びつけて代数的な特

徴づけを行うとともに, 非可換フーリエ解

析の理論を利用した解析的特徴付けも行う. 

そのために, 新潟大学および九州大学で研

究打合せを行う. (大和田, 斎藤, 綿谷) 

(4)  綿谷が精力的に行っているヒルベルト

空間の部分空間の配置に関する研究を通じ

て, 不変部分空間の構造を考察する. その

ために, 九州大学および陜西師範大学で研

究打合せを行う. (大和田, 綿谷, Ji) 

 

 

４．研究成果 

本研究の目的は, ヒルベルト空間における

不変部分空間の問題に関連して, 自己共役で

ない作用素環の構造を詳細に調べると共に, 

それに関する不変部分空間の構造解析を行う

ものである. 解析的接合積は接合積の自己共

役でない部分環としてよく知られていて, こ

れまでに多くの興味深い結果が得られている. 

その一方で解析的部分環は Arveson による

スペクトル解析の研究に動機付けられ, 作用

素環における解析性の研究を中心に不変部分

空間の構造や分解性そして極大性など様々な

研究が盛んに行われてきた. von Neumann 環の

ある部分環を真に含む部分環は全体である場

合, その部分環は極大であるという. 解析的

接合積におけるσ弱閉部分環の極大性の問題

は１９８０年代から盛んに行われているがそ

れらの研究は全て semigroup を固定して考え

ら れ て き た . 我 々 は 極 大 性 の 問 題 を 

semigroup の性質と結び付けて捉え直すこと

により, その構造をより深く理解することが

出来るのではないかと予想した. 実際に, 解

析的接合積の diagonal が因子環であるとき

解 析 的 接 合 積 が 極 大 な ら , 付 随 す る 

semigroup はどのような条件を満たさなけれ

ばならないかを考え, archimedean totally 

order を引き起こす場合に限ることを証明し

た . この解析に誘発されて  接合積の

diagonal が因子環の場合, その diagonal を

含む双対作用に関して不変なσ弱閉部分環と

semigroup との間に一対一対応が付くことを

突き止めて統括的に極大性の議論を論じるこ

とに成功した.  

また、これらの研究に関連して、von Neumann 

環における Kolmogorov の分解定理や, ノル

ム不等式に関する特徴づけを行った. 更に, 

バナッハ空間およびヒルベルト空間における

基本的な構造の解析を行い、主にその幾何学的

な特徴付けを行うと共に、正規でない作用素に

関する不変部分空間の問題に関連して、それら



 

 

の作用素のスペクトルに関する特徴づけも行

った。  
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