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〈論文〉

高等学校数学科における体系化の理解を促す図形指導

一多角形の外角の性質に関する教材一

熊倉啓之

Geometry Teaching for Promoting understanding of systematization 

in High School 

- Materials about Extemal Angle of Polygon -

Hiroyuki KUMAKURA 

Abstract 

The purpose of this study is to pursuit teaching for promoting understanding of systematization， focusing on geometry teaching in 

high school， and to develop useful materials and suggest mathematical activities concretely. First， the au出orresearched present and 

past textbooks， and guessed that teachers don't teach for promoting understanding of systematization. Second， based on research of 

previous studies， the author pointed two mathematical activities; recognizing systematization and constructing system. Finally， the 

author considered about two activities and suggested 3 activities; constructing the map of theorems， evaluating circular reasoning， and 

finding new theorems about external angle ofpolygon by themselves and constructing the map oftheorems. 

キーワード:体系化の理解，多角形の外角，定理地図，循環論法

1.問題の芳陸と研究の目的

学問としての数学の特徴について，赤(1988)は， i現代の数

学の最大の特徴は，すべての理論を「演鰐的体系」として構成す

ることである.J と述べている.また，~怜埼蛾?の智プロジェク

ト数轡ヰ学専門部会包008)も，数学という学問の本質の1っ
として， r数学は抽象化した概念を論理によって体系イじするJを

挙げている.このように，体系化は数学の特徴の1つであるこ

とも苛コ七、も.

一方，数学の理解や数学的な考え方の育成等を目的とする数学

教育においても，体系化は重視されている.実際，平成21年告

示高等学校学習旨導要領の数学桝目標には，次のように「体系」

という表現が使われている.

「数学糊苦動を通して，数学における基本的な概念や原理・法則

の体系的な理解を深め --(以下略)J (下線は筆者)

また，他にも体系化に関わって，次のように多くの主張がある.

「公理的方法とは，ある学問領域について，公理を基礎に演緯的

な体系を作る方法であり，数学はこの方法により学問としての

数学となった.したがって，数学とは何かを理解するためには，

公理的方法の理解は欠かせない.J (:杉山， 1986) 

「体系化を図形指導の観点に加えることは論証の意義の理係

演鰐的推論の働基みの理解，数学的思考に関する高次の理解に

意義がある.J (犠回， 1987) 

「組織化・体系化にかかわる活動は，数学及びそれ以外の営みに

おいて「知のととのえ」として必須である.J (宮崎， 2∞12) 

企静岡大学斡F繭激育学領域
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ほミ理的構成の教融制直は，前提を見直すことや前提をおいて

考えることカ治理的に改善するときやものごとを論じるとき

に役立つ.J (佐々 木 2015)

以上の指摘から，体系化されたものとして数学を理解し，体系

化の考え方を身に付けることは，数学教育において重要であると

考える.

しかし，論郡守思考力の育成を意識した指導は中学・高等学

校の図形教育を中心によく行われている一方で，体系化の理解を

意識した指導はあまり行われていないようじ思われる.後述する

ように中学校・高等学校の教科書を見ても，体系化の理解に関わ

るような言由主はほとんど見当たらない.

以主の問題意識のもと，本研院の目的は特に高等学校の図形

教育に焦点を当て，体系化の理解を促す指導のあり方を追究した

上で，そのための効知ヲな教材を開発して数勃情動の具体を示

すこととする.

2.研究の方法

次の手順で事院を進める.

(1) 現在及て舟庇去の教科書分析を通して，体系化の理解に関わ

る指導の実態を探る.

。)先行研究を通して，体系化の理解を促す指導のあり方につ

いて追究する.

(3) (2)での考察を踏まえて，体系化の理解を促す効果的な教材

を開発して数学糊舌動の具体について示す.
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3.体刻版凋捕に関わる指導の実態

(1) 現行掛堵における定理・性質等の扱い

中学校と高等学校の現行教科書(平成23-24年検渇につい

て，特に平面図形(平面幾何)分野に焦点を当てて，扱われてい

る定理・性質等の体系化が具体的にどのように示されているかを

調査した.

①中学総D教科書分析

調査対象とした糊書は，大日本図書「数学の世界 2・3J(2 

冊)である1)この教粋書は，中2，中3における図形領域の「平

面図形Jに関する定理あるいは定理に準ずる性質が，他社の教科

書に比べて最も多く扱っている.

調査首占果は図lの通りである.ただし，図1で取り上け光定

理・性質等は，本文中に定理と明記，あるいはそれに準ずる扱い

がされているものである.また矢印の線分は，命題の証明に直

接的に利用されていることを示す.ただし，複数の証明法を扱っ

ている場合は，最初に登場するf抜的な証明の場合のみを反映し

ている.

図 1から，中学校では， i平行線の性質Ji平伶線の条件Ji.合

同条件Ji.相似な図形の性質Jの4命題を公理として扱っている

ことがわかる.

「ユークリッド原論」では，これら4命題ぽすべて証明すべき対

象である杭瞬日33年告示中学校学習指導要領以降より現在に

至るまで，同様の扱いといってよい.

また，次のアのように， 2つの命題のみが体系化される場合も

あれば，イのように， 3つ以上の命題が体系化される場合もある.

ア平行線の性質→平行四辺形性質肘角)

イ 平行線の性質→三角形の外角性質→円周角定理→円周角

定理の逆

②高等学校の劃桝書分析

調査対象とした教科書は，数研出版「数学I"'ill.A.BJ(5 

冊-)2)である.この教科書は，各教科書会社で複数発行している

新港の中で最もレベルが高いもののうち，採択数が最も高い.

調査首喜果は図2の通りである.ただし，図 1と同様に，取

り上げた定理・性質等は，本文中に定理と明記，あるいはそれに

準ずる扱いがされているものであり，また，矢印の線分は，命題

の証明に直接的に利用されていることを示す.

図2から，高等学校では，中学校で扱った「合同条件Ji:相似

条件Ji三平方の定理i等の8命題をもとに定理等を証明してい

ることがわかる.一方で，ユークリッド原論で扱われている「平

行線公理j等は教科書では一切触れられていない.そもそも，

な哩むという用語は，中学校でも高等学校でも，新ヰ書も~~屋E

の扱いとはなっていない.

以上のことから，中学校・高等学校の教科書での扱いは，局

所的に体系化された定理・性質を扱っていることがわかる.こ

れは，局所的組織化(Freuden凶11，1971)，あるいは局所的理

論(宮川他 2014)に基づく体系といえよう.

(2) 体系化に関わる斑初輔劇毒己述

次に，体系化に関わる教科欝謎について調査した.中学校の

教科書では 「証明」について次のように定義している(大日本

図書2年， p.131). 
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「すでに正しいと認められたことがらをよりどころとして，ある

ことがらが成り立つことを筋道を立てて述べること.J 

この教科書の定義から， i1つの証明の中で，循環論法になら

ないようにすること」が意識されているととがわかる.一方で，

証明された複数の定理・性質問の関係を意識させるような託強や

問題は見られない.すなわち，定理・性質等は， (1)で述いたよ

うに体系化に基づいて示されているにもかかわらず，体系化の理

解に関わる糊書言随は見られなかった.このことは，高等学校

の教科書においても同様である.

(割 体系化に関わる過去の榔i寄E述

①中学校の糊書分析

勝目 44年告示中学校学習指導要領では「図形」領域とi捌

に「集合・論理j領域を設けて，特に第 3学年には，次の内容

が含まれていた

E 集合・論理

(1) 論理を進めていく方法や考え方についての理解を深め

る.

この内容に関連して，例えば次のような教科書記述坊がある

(p.205). 

今までの図形を調べるにあたり，いちばん「もとJになる図

形の基本性質として，次の3つを用いてきた

(1)斡琳の性質

cn)三角形の合同条件

Cill)三角形の相似条件

この「もとjになる図形の基本性質と，それぞhの図形の定義

から，順次議論を重ねて，いろいろな定理や，図形の性質を調

べてきた

下公理Jという用語こそ登場していない杭公理と定義を基

に，体系的に定理等を構成していく過程について記述されている

ことがわかる.さらには，同じ単元に，次のような練習問題も掲

載されていた (p.207).

問題4 次のいろいろな定理のうち，どの定理からどの定理が導きだ

されるかをいえ。

① 二等辺三角形の雨底角は等しい。

窃三角形の外角は内対角の和に等しい.

@ 円において， 1つの彊に対する円周角はすべて等しい.

@ 円に内接する四角形の対角の和は2直角である。

@円において， 1つの弧に対する円周角は，その弧に対する中心

角の半分に等しいa

図3中3・体系化に関わる練習問題
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命

!三角形の内角柑

i平行四辺形条件(対角1

伴行四辺形条件(対角線1

i三平方の定理の瑚

題

h角形内角材 ...In角形外角材

|円周角定理

+ 
!円周角定理の遡

伴行線と線分の上回

-枠囲あるいはそれに準ずる定理・性質等のみ。

.+は， 2本の線が交差していなし、ことを示す0

.対頂角の性質は省略。

図1中学校教科書『平面図形Jにおける体系化 (H23検定大日本図書中2・中3)
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主な中学命題

|相似条件i

i三角形と凶

|三平方の定瑚

|平行線と凶

熊倉啓之

題

国

iチェパの定剥

|三角形の角の2等分線と比|

メネラウスの定

点間2l~ê]iJm .. 伽法定瑚「→担倍角の公司ー・・+1半角の公司

!点と直線の距離 I Iー令恰成公司

b 直線の垂画一→I~IL.] I 工作・モアプルの定瑚

|間制L仰の接線の方制

|中線定調

b次曲線の方程吋

|内分点・外分点の座欄

-枠囲あるいはそれに準ずる定理・性質等のみ0

・+は， 2本の線が交差していなし、ことがれ

.中学校での命題は主なもののみ挙げている。

図2高等学校教科書「平面図形」分野に関わる体系化 (H23検定数研出版数学1• n・m.A・B)
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これは 5つの定理の関係を問う問題であり，体系化を意識

させる活動といえるであろう.

②高等学枝の榔i寄分析

PB和45年告示高等学校学習指導要領では，科目 l数学llBJ

に次の内容が合まれていた.

A 代数・幾何

(1) 平面幾何の公理的構成

平面幾何について，数学における公理の意味と公理由晴

成について理解させる.

ア公理，定義およむ淀理の意味

イ 平面幾何の構成

ウ用語およと烏己号 公理

この内容に静聴して，例えは翠4のような糠ヰ議謎舎がみら

れる(P.189).

毘推論の基礎

ζれまでに，定理lから出発して，つぎの工う君主嬬でつぎつぎと定

理を証明した。

定理 1→定理 2→定理 5

↓ 

定理 3→定理 4

ととでは，との過程をふりかえって，とれまでの議論の基礎と在っ

ていることについてしらぺてみよう.

図4体系化に関わる掛ヰ欝槌

そして，議論の基礎となっていることがらとして，次のA"'D

およひ湘等の基本法則を挙げているぐpp.189"'-'192). 

A 2点を通る直線はただ1本存在する.

B 直線lは平面を2つの部分P，Qに分けて，

(1) Pの2点を結持粉およびQの2点を結滞扮は，1 

と交わらない.

(2) Pの1点とQの1点とを結点線分は必ずlと交わる.

C LAOBと半直線O'.T;.が与えられているとき，この半直線

をふくむ直線lのどちらの側にも， LAOB=LXO'B'となる

ような半直線O'B'をただ1つずつひくことができる.
B B' 

_/_ 
U A 0' 

D 線分ABと直線l上の点Oが与えられているとき，1上で

0の両側にOC=ABとなるような点Cをただ1つずつ定め

ることカ?できる.

A B ー
的 δ C 

[相等の基本法則

(1) a=a， 

a=bならばb=a，

a=b， b=cならば， a=c 

(2) a=b， a'=b'ならば， a土a'=b土b'

上記の A--Dは，ユークリッド原論における公理ではなく，

それを修正したヒルベルトの幾何学基礎論 (D.ヒルベルト，

2(05)における公理のいくつかであり，中学校に比べて，より

数判ヲな言謎になっている.さらに，沿理jという用語につい

て，図5のような記載があり(p.194)，それに続くページには，

ひたすら定理とその証明が並んでいる.図 5にある i'"'-'基聯句

なことがらの組を定めて証明しないでみとめておき，それらを根

拠にしてつぎつぎと推論を進めて新しい定理を証明するという

方法がとられる」といった語謎から，体系化の理解に関わる指導

カ可子われていたことが宇餓4される一方で，その指導は説明にとど

まり，数学院括動は行われていないといえるであろう.

国公 理

ある定理を証明するためには，それ以前に正しいζ との証明された

いくつかのととがらを用いるe ととろが，そのとき用いるいくつかの

ことがらもまた，別のととがらをつかって証明しなければならない。

しかし，とのようにして，つぎつぎと前のζ とがらを証明しようとし

てもどこまでもさかのぼれるものではない。 uでしらべたように，

[A]， [BJ， [Cl， [0]，相等の基本法則

をみとめるなら1-1.定理1から出発して，定理 2-6はきちんと証明

できるが，たとえばIA]を証明しJ:うとしても， どう凶うことを論拠

にしたらよいかわからない。

そとで一般に，幾何を理論的にきちんと組み立てるためには，上の

[A1 fB] ~ e_'のようないくつかの基礎的なことがらの組を定めて証明

しなhでみとめておき，それらを根拠にしてつぎつぎと推論を進めて

新しい定理を証明するという方法がとられる。 ζのとき，はじめに提

拠として定めておく命題を公理という。平商幾何の公理のとり方は

いろいろあるが， ζ乙では， ~l でしら寸たととにもとづいて公理を定

める乙とにしよう。

図5公理についての教科蔀E述

以上の教科書分析から，体系化の理解を促すような数判怖動

は，瞬日44年告示学習指導要領の下で，中学校教科書に一部見

られたものの，それ以外でlお昼去から現在に至るまで，ほとんど

行われてこなかったことが推測される.

4.体系似理搬を促す指導のあり方

(1) 体系化の理解に関わる先行研究

中学校，高等学校での実践を意識した知子曹関を調査した.以

下，それらについて述べる.

実閥探究として，土屋白∞6)は，中 2を対象とした定理地

図を創る実践を行った.最初に個人で定理の証明を考えながら定

理地図を創り，次にグループ→クラスで順に改良を加えていくと

いうものである.

議団 (1987)は，中3を対象として， i.三角形と比jに関する

31 
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命題を系伊Mじする実銭を行った.1つの命題を基に，条件の一部

を変更して生徒が他の命題を作って証明し，次にそれらを系現Hじ

するというものである.

太田 (1991)は，中 2を対象として，凹四角形の外角の和を

追究する実践を行った.四角の外角について，凸角の場合を自然

な形で拡張した定義を生徒自身が見つは凸角→凹角へと拡張し

て体系化する活動を取り入れている.

井上 (1995)は，中 2を対象として，星形多角形の内角の和

を追究した実銭を行った.多角形の内角の和の公式をもとに，星

形5角形，星形7角形，…の内角の和を求めて星形多角形の性

質を体系イじする活動を取り入れている.

佐々木包015)は 高 1を対象として，球面上におけるE方

形の作図の実践を行った.球面幾卸であるために，既習の前提が

成り立たないことで，前提を明らかにしようという意識が働きや

すい.

次に，耕オ開発研究として，柴田伽泊)が，図面体の切断

に関する問題を開発した.切断の仕方で切り口の形がどのように

変わるかを解決する過程を体系的にまとめるというものである.

以上，いくつかの実践や教材開発を概観したが，活動としては，

大きく「体系化を意識する活動Jと「体系を構成する」活動に分

けるととカ?できる.

いす苛1の実践キ粉オも，体系白骨£理解を促す上で効果的なもの

であるといえる.一方で樹扮.~.比較的難しく，上記で挙げた実

践はすべて附属中学校・高等学校でのものであり，一般の生徒に

とって解決は容易ではない.それだけに比較的取り組み易い耕オ

カ溜まれる.

また，いす苛1の謝料，体系化の対象となる命題群はそれほど

多くはなく，その構造も単線型が目立つなど，単純なものが多い.• 

その意味で，もう少し豊富な体系性を有する教本初漫まれる.

(創 体制l:1D哩解を促持伴的活動

知預醗売を踏まえるとき，体系化の理解を促す数学附舌動とし

て，次の2つ搾鰻であると考える.

活動I 体系化を意識する活動

活動E 体系を構成する活動

Iは，捌書の定理等が局聯句理論に基づいて示されているの

で，それを意識化する活動のことである.llは，体系化を意識す

るにとどまらず，さらに生徒が自ら体系を構成する活動のことで

ある.まずはIに，次いでEの活動に取り組むことを通して，体

系化の理解を促すととカ喫橋できる.

5.体制to:湾梯を促す教材の開発と数学的活動の具体

(1) 体系化を意識する数制句活動の具体

①定部出図を創る

4(1)で定バた「定理地図」を創る活動カ靖効である.例えば

数学Aの単元「図形の性質Jの学習を寸重り終えた関皆で，次

のような活動に取り組むことカ堵えられる.

【活動例 1】新糟に出ている定理・性質を書き並べて，定

理・性質の証明で，他の定理・性質を根拠としている場合に

封印を引いて，定都世図を創ろう.
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この活動を通して，証明された定理・性質から，新しい定理・

性質が次々 と証明されていることを実感することができる.また，

中学校で学習した定理・性質等まで遡ることで，平行線の性質や

条件，合同条件等は，実はきちんとした証明がなされていなかっ

たことを振り返り，公理の存在と意義を指導することも可能であ

る.

②循環戴去を評価する

別の活動としては複数の命題聞の関係を把握した上で，循環

論法を評備する活動が考えられる.例えば数学Eの単元「図形

と方程式Jで，座標を用いた中線定理の証明の指導後に，次のよ

うな活動に取り組む乙とカ湾えられる.

【活動例2]Aさんは次のことに気付いた.

中線定理As2+AC2=2但D2+ADろをLA=900

の

直角三角形の場合で考えると，BD=CD=AD=(外接

円の半働だから，

As2+ AC2=4BD2=4(BC/2)2= BC2 

これは三平方の定理である.

このことから，三平方の

定理は，中線定理をもと A 
に証明することもでき

る.

B 

Aさんの言っていることは，正しいだろうか.

鹿擦を用いた中線定理については， 2点({a， b)， (c， d)聞の距離

が，次の式で求められるととを用いて証明される.

L = ~(a _b)2 + (C-d)2 

一方， 2点問の距離を求める上の式は三平方の定理を用いて

導いている.したがって， Aさんの主張は循環論法になるとと

がわかる(図6).

圃-.

中線定理

T---圃圃圃圃圃岨・争

図6Aさんの主強

Aさんの

主張

このような活動を通して，体系化を意識させ，体系化の理解を

促すことが期待できる.

(2) 体系を構成する活動の具体

①多角形の外角の教材開発



高等学校数学科における体系化の理解を促す図形指導

比鞠号取り組み易く，かつ，豊富な体系性を有する樹オとして，

「多角形の外角の佐質」を開発した.外角の性質について，体系

化したものを図示すると，図7の通りである.

三角形の外角の佐賀は中学2年で扱う杭これを， n角形の場

合に拡張して考えたものである.例えば四角形の場合には， 4 

つの外角の和=360
0
を含めて，次の4つの性質がある.

ア 3内角和=他の1外角+180
0

イ 2内角和=他の2外餅日

ウ 1内角=他の3外角和一180
0

エ 0内角=4外角和一360
0

例えばアの証明は次の通りである.

<アの証明〉

4つの内角と外角をa"'-'d，A"'-'Dで表すことにすると，

360
0 
=a+b+c+d 

=a+b+c+(l80
0 

-D) 

よって， a十b+c=D+180
0

イラウも同様に証明できるカミ次の別の証明方法もある.

くイの証明>

三角形の外角の性質から，

al +cl=B 

a2+c2=D 

よって，

B十D=al+a2+cl +c2=a+b 

五角形以降の場合についても，同様に証明することカ?できる.

n角形の場合は，アの場合をー殻化するとオ， また，イの場

合を一殻化したものの lつはカ， さらに，ア~エすべてを統合

して一般化したものはキである.

オ (n-l)内角和=他の 1外角+180(n-3)。

カ 2内角和=他の(n-2)外角和

キ k内角和=他O(n-k)外角和

+18町k-2)。

キで，特にk=O，nとすると，次の式カ主導かれる.

k=O → n外角和=3ω。

k=n → n内角和=180(n-2)。

これらは，中学2年で扱う n角形の外餅日と内角和である.

②多角形の外角の教材に碁づく活動

①で開発した教材を基に例えは失のような活動に取り組むこ

とが考えられる.

【活動例3]

1) 中学で，右のような三角形の外角

の性質を扱ったが，四角形について

も外角の慨を見つけよう また，メ ¥c 
他の多角形についても静てよう a+b=C

2~ 1)で見つけた定理を書き並べて，定都色図を創ろう.

図 7 で挙げt-:~~聖をどこまで扱うかは生徒の実態によるカミ

このような外角の性質を基に体系を構成する活動を通して，体系

化の理解を促すことが期締できる.この指導は数学Aの課題

学習として扱うのがよいと考える.
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6.おわりに

本研究で開発した「多角形の外角の性質」について，大学生を

対象に，【活動例3】と!瑚譲に前刊9に実践を行った勾.十分な時

間カt取れなかったため，定理地図を創る活動はできなかったが，

四角形，五角形などの様々 な定理を，自分で見いだすことについ

てはある程度行うことができた.授業終了後に書かせた査結の

中には次のような感想が見られた

-本日の課題はとても興味深いものでした.今まで学んできたこ

とをもとに自ら性質を見いだしていく活動は，極めて主体的に

取り組めるものでした.何か1つ発見すると達成惑があり，他

の人の意見を聞くと驚きもありました.

・三角形の外角の性質や内角の和の性質を使うととで，多角形に

ついても性質を見いだせる数学の連続性が面白いと感じた.人

それぞれ考えカ漣ったり変形すれ成司じ形になったりしてい

た一般化することで便利になった.

・当たり前のような三角形の外角であったがそとから発展してい

き，多角形の外角に関係する性質を見出す作業は初めての経験

であり，とてもおもしろかった.

これらの感想:tn'.lら，体系化の理解にと、の程度つながったかは不

明であるカミ少なくとも，自分で定理・性質を構成する活動は，

学生にとって新鮮であったようで，興味・関心をもって主体的に

活動に取り組んだ様子が読み取れる.この授業後に，さらに定理

地図を創る活動に取り組むことで，体系化の理解を促す指導につ

ながる可能性が示唆される.

今後の課題は，本研究で示した3つの数学糊舌動例について，

高校生を対象に実践を行い，その有す却主を検証することである.

なお，本稿は日本数学教育学会第49団事欄研開決会にて発

表した内容をもとに力[醸したものである.

注

1) 平成23年検定・大日本図書「数学の世界2J，r数学の世界3J

2) 平成 23年検定・数研出版 301f数学IJ r:数学数学IIJ f数

学illJ r:数学AJf数学BJ

3) 瞬日46年検定・学校図書「中学校数学3J

4) 昭和48年検定・旺文社415~新編数学IIBJ

5) 筆者が担当する教育学部3年生を封橡とする「算数・数学

科事訴納容指導論」において， 2016年8月1日に実践した.
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