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研究成果の概要（和文）：リーマン部分多様体は、ターゲットとなる多様体の幾何に比べ、その曲率と第２基本形式が
小さければターゲットの領域を脱出しなければならない。このことに関し、先の論文ではターゲットをねじれ積とし、
その領域としてはシリンダー状のものを考えた。今回はターゲットをリーマン沈め込みとし、そこからの脱出スピード
を幾何学的量を用いてexplicitely に計算値を与えた。また、ラプラシアンの固有値が正のときの等長可能性を論じた
。

研究成果の概要（英文）：Riemannian submanifolds M may exit from a domain of target manifold, if the norm 
of the curvature of M and the second fundamental form are sufficiently small compared to the target 
manifolds. In this respect, I considered the case the target manifolds are Riemannian submersion and 
extended the results of previous paper. I calculate exit radii from cylinderorical domain using the 
geometric quantity explicitly. I also consider the relationship possibility of immersion and the 
eigenvalue of the Laplacian.

研究分野：幾何学
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１．研究開始当初の背景 
Nash の定理により、すべてのリーマン多様
体は十分高い次元のユークリッド空間に等
長的に挿入することが出来る。しかし、（タ
ーゲット多様体の次元から定義域多様体の
次元を引いた数）余次元が小さいときには、
等長挿入の‘余裕’がなくなり、様々な等長
挿入のための障害が出現するだろう。それは 
・トポロジカルなもの（代数的位相幾何学に
おける（コ）ホモロジー・基本群など） 
・定義域の多様体の曲率や位相的性質等、内
在的な性質のもの 
・（体積汎関数のグラディンとの符号を変え
たものである）平均曲率ベクトルや像の大き
さなどを制限する外的な性質 
などである。例えば、次は Tompkins （[1]）
による古典的な結果である： n 次元のコン
パクト平坦なリーマン多様体は 2n-1 次元
のユークリッド空間内に等長挿入すること
は出来ない。この定理では、コンパクト平坦
というのが内在的性質、ターゲットがユーク
リッド空間であるというのが外在的性質で
ある。また、コンパクト集合の（連続）像と
して像は有界になる。例えば、非常に簡単な
例として、平坦な（曲がりのない）トーラス
（浮き輪の表面）は３次元ユークリッド空間
に等長挿入できない。この Tompkinsの定理
はその後 Chern – Kuiper ([2]) により次の
ように一般化された：M を n+p 次元のユー
クリッド空間に等長挿入された n 次元のコ
ンパクト・リーマン多様体とする。もし M の
各点の接空間が m 次元の部分（ベクトル）
空間を持ち、そこでは断面曲率が非正である
ならば、余次元 pはm 以上でなければなら
ない。この系として、Tompkins の定理の仮
定の「平坦」という部分は「断面曲率非正」
に変えても正しいことが分かる。この定理の
余次元 は Otsuki による対称２次形式に関
する代数的補題 ([3]) によるものであった。
Tompkinsや Chern – Kuiper の論文以降、
等長挿入の可能性の問題は様々な形で研究
され続けてきた。その研究において、ノンコ
ンパクト完備なリーマン多様体の等長挿入
を問題にする場合は、いわゆる大森の補題を
用いるものが多かった。例えばもう少し最近
のものとして Jorge, Xavier, Koutroufiotis, 
and Omoriらの結果を拡張した加須栄 によ
る次の定理がある：定義域のリーマン多様体 
M のスカラー曲率が [ 距離関数×（距離関
数の対数関数）]の２乗の負定数倍以上であり、
M 像が、k 以下の放射曲率を持ちかつ単射
半径が i 以上の正規測地球内にあるならば
平均曲率ベクトルの長さの最大値は k と i 
から tan や cotan を用いて計算されるある
関数以上であるというものである（具体的な
関数は([7] の定理 H を見られたい) 。荒く
言えば、曲率が上から押さえられた正規測地
球内にリーマン多様体が等長挿入された場
合、平均曲率の最大値は一定以上でなければ
ならないということである。 Jorge – 

Koutroufiotis ([6]) はこの定理の証明におい
て、大森の補題（[4] p. 715）を効果的に使っ
ていた。ところが、加須栄氏の方法 ([7]) は
他の証明とは全く異なっていたばかりでな
く、定義域の多様体の曲率の下限を距離関数
の２乗の負の定数倍にまで一気に拡張する
ものであった。加須栄氏は大森の補題を用い
るのではなく等長挿入される定義域の多様
体上でポワソン方程式を考え、その解の下限
をリッチ曲率の下限を用いて表した。また、
一方、解の supersolutionをターゲットの幾
何と平均曲率で表し、この不等式から結果を
導き出した。その結果定義域のリーマン多様
体のリッチ曲率の下限は上述のように大幅
に一般化されることとなった。この加須栄氏
による観点から見ると、等長挿入の問題はグ
リーン関数を通して定義域のリーマン多様
体のポテンシャル論的性質・確率的な性質が
関与していることが分かる。 
 
極小挿入の場合は、定義域の多様体とターゲ
ットの多様体の熱核の比較評価が出来て、
Chen-Li-Yau ([8]) は次の結果を示した：定
曲率空間型に極小挿入されたリーマン部分
多様体 M を考えるとき、Mの熱核は定曲率
空間型の熱核以下である。これから時間に関
し積分することによりグリーン核の比較定
理が得られる。これは極小部分多様体に固有
の性質であって、例えば、平均曲率一定の部
分多様体には当てはまらない。 
 
Zhou は ([9]) においてラプラシアンの固有
値と等長可能性を研究した。 M の測地球の
第１固有値がターゲットの多様体の正規測
地球の半径、放射曲率、M の次元から計算さ
れる値より小さければ、M の測地球はターゲ
ットの測地球を飛び出さねばならないとい
う結果を得た。 
 
ま た 、 Alias, Bessa, Montenegro and 
Piccione は、ねじれ積多様体であるターゲッ
ト多様体の中にあるシリンダー領域への等
長可能性を論じたが、私は当研究の直前に、
平均曲率ベクトルの長さが幾何量から計算
可能な値に比べて大きいとき、等長挿入され
たリーマン多様体はシリンダー領域を脱出
しなければならず、さらに、その脱出スピー
ドを具体的に計算した。また、ラプラシアン
の固有値を使って述べた、上述の Zhou の結
果をこのシリンダー領域内へ等長挿入につ
いて一般化した。 
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２． 研究の目的 
金魚すくいで使った針金を自由に曲げ、それ
を石鹸水につける。そのとき石鹸膜ができる
が、膜は表面張力により小さい部分に限れば
面積最小となるものである。このような膜を
極小曲面と言い、その解は極小曲面方程式 
([1]) と呼ばれる２階の偏微分方程式 
(minimal surface equation) を満たす。この
極小曲面解（石鹸膜）の存在・一意性・境界
での正則性の問題が提起され、Douglas、
Rado、Courant などを初めとして、非常に
多くの研究者がこの問題に取り組んできた。
現在でも、定義域とターゲットのリーマン多
様体を一般なものとし、極小曲面は活発に研
究され続けている。ここでは 3 次元ユーク
リッド空間内の曲面を考えているが、問題を
一般化し、曲面を次元を問わないリーマン多
様体に、また、3 次元ユークリッド空間を一
般次元のリーマン多様体にし、部分多様体の
問題を考えるのは重要である。これはホモロ
ジー代数で学んだように、群の性質を、群そ
のものではなく、準同型写像を通して眺めて
その性質を明らかにしようとする観点と相
通じるだろう（加群の入射性、射影性、平坦
性などの概念などが当てはまる）。また、ト
ポロジーでも連続写像が定義する（コ）ホモ
ロジーの準同型というものが考察されてい
たのであった。このように幾何学において部
分多様体というのは人間が生まれたときか
らシャボン玉に接するように非常に基本的

な問題である。それを考えようというのであ
る。 
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３．研究の方法 
幾何において解析学の重要性は Yau による 
Calabi 予想の解決を契機として、とくに
1970 年代後半以降活発になって来たように
思う。Kac Can one hear the shape of the 
drum? と題するノートに象徴されるスペク
トル幾何学と呼ばれる分野も一時盛んに研
究された。この研究の目的は、ラプラシアン
の持つ解析的な性質を使って部分多様体の
幾何を考察するということである。もう少し
具体的に言うと、リーマン多様体の間の等長
挿入の可能性をポワソン方程式、グリーン核、
熱核、固有値などを使って考察することであ
る。 
（さらに言えば、等長挿入の可能性という幾
何的な問題を、解析という道具使って解きた
いのである）。 
 
４．研究成果 
私は前著 Exit radii of submanifolds from 
cylindrical domains in warped product 
manifolds, Proceedings of the Royal Society 
of Edinburgh, 145A, 559–569, 2015 の結果
を、ターゲットが一般のリーマン沈め込みあ
る場合に拡張した。これは O’Neill, The 
fundamental equations of a submersion. 
Michigan Math. J. 13, 459–469 (1966) の
２つの基本テンソル T, A の評価を使って容
易に得た。 
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