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研究成果の概要（和文）：kを可換環，Iをk小圏，Gを群とする。1. k小圏全体を対象，それらの上の両側加群を1射と
する倍圏をk-Catbで表す。ラックス関手X:I→k-Catbの”加群圏”Mod Xとその”導来圏”D(Mod X)というラックス関手
を自然に定義し、ラックス関手X達の間に導来同値の概念を定義し，2つのラックス関手X, X':I→k-Catbが導来同値で
あれば、それらのグロタンディーク構成Gr(X)とGr(X')も導来同値となることを証明した。2. k小圏上の両側加群に対
する被覆理論を構築した。3. G次数付きk小圏RとSの導来同値からスマッシュ積R#GとS#Gの導来同値が導かれるための
十分条件を求めた。

研究成果の概要（英文）：We fix a commutative ring k, a small k-category I and a group G. 1. We denote by 
k-Catb the bicategory of all small k-categories with bimodules over them as 1-morphisms. We gave a 
natural definitions of "module category" Mod X and "derived category" D(Mod X) of a lax functor X:I-> 
Catb as lax functors, and defined a notion of derived equivalences between lax functors X. We proved that 
if lax functors X, X':I -> k-Catb are derived equivalent, then so are their Grothendieck constructions 
Gr(X) and Gr(X'). 2. We established a covering theory for bimodules over small k-categories. 3. For 
G-graded small k-categories R and S that are derived equivalent, we gave a sufficient condition for the 
smash products R#G and S#G to be derived equivalent.

研究分野： 数学
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１．研究開始当初の背景 
(1) P.Gabriel, C.Riedtmann 等によって多元
環の表現論に導入された被覆理論は、複雑な
加群圏構造を持つ多元環をより単純な加群
圏構造を持つものに帰着させる方法の 1つと
して、現在非常に重要な道具となっている。
研究代表者は、この理論を導来同値にも使え
るように改良し、1999 年の論文で有限表現
型自己入射的多元環を導来同値のもとで分
類することに成功した。古典的な定式化では
実用の目的上、圏および群作用に対して非常
に強い条件が課されていたが、これらは加群
圏やその導来圏では満たされず、群作用に対
する条件も満たされない場合が多い。その 
ためこのような場合、被覆理論を直接適用す
ることができなかった。 
(2) この困難は 2011 年の論文で克服された
が、その代わり関手の間の自然同型を考える、
2 圏論的な枠組みを導入することになった。
研究代表者は、これを発展させ、群の作用を
小圏のコラックス作用に一般化し、2012 年
の論文において導来同値のための 2圏論的被
覆の基礎理論を構築し、次の定理を証明し
た：「小圏 I からのコラックス関手 X, X': I→
kCat が自然に拡張したな意味で導来同値で
あれば、それらのグロタンディーク構成
Gr(X)と Gr(X’)も導来同値となる。」ただし、
k は可換環、kCat は k 小圏全体のなす 2 圏
である。これにより、導来同値を`貼り合わせ
る'ことが可能になった。研究目的の問題は、
この定理の逆がどのような場合に成り立つ
かを問うものである。 
 
２．研究の目的 
群 G は、ただ 1 つの対象*をもつ圏とみなす
ことができるが、圏 I がこの意味で群 G であ
り、X が関手であるとき、X は G 作用をもつ
圏 C:=X(*)と同一視できる。またこのとき、
Gr(X)とは、軌道圏 C/G に他ならない。した
がって上の問題は、群 G からの作用を持つ k
圏 C, C'に特殊化すると、それらの軌道 C/G
と C'/G が導来同値であるとき、いつ C と C'
が導来同値になるかを調べる問題となる。研
究の目的は、この問題を解くことである。 
 
３．研究の方法 
(1) これまで、多元環の被覆の研究に 2圏論
的手法は、全く用いられて来なかった。しか
し、被覆を厳密に取り扱うためには 2圏論的
な概念である自然変換の族が必要であり、対
象が互いに同値であることを定義するため
にも 2圏の構造が必要であるため、被覆理論
の研究には、2 圏論的考察は不可欠なもので
あることがわかる。 
(2) 他方、2011 年の研究により、群 Gの作用
を持つ k圏 Cに対して、軌道圏 C/G は自然に
G 次数付き k 圏になる。また一般に、G 次数
付き k圏 Bに対してスマッシュ積 B#Gが定義
され、これは G作用を持つ圏になる。このこ
とを用いると、G 作用を持つ圏(C/G)#G が定

義されることがわかる。さらに、(C/G)#G は
もとの Cと G作用を持つ圏として同値になる
ことも示されている。したがって、目的とす
る問題を解くには、(B = C/G とみることによ
り)次の問題が解ければよいことがわかる：
「G次数付き k圏 Bと B'が導来同値であると
き、どのような条件があれば、B#G$と B'#G
が導来同値になるか。」本研究は、このよう
に 2圏論的手法とスマッシュ積を用いる。 
 
４．研究成果 
以下、kを可換環、Iを k小圏、Gを群とする。 
(1)① 群 Gの線型圏 Cへの作用は、群から線
型圏全体のなす 2圏 k-Cat への関手 Xと見る
ことができ、その場合、軌道圏 C/G は、X の
グロタンディーク構成 Gr(X)と一致するが、
これを、圏 Iから k-Cat への反転ラックス関
手 Xに拡張して、これまで考察してきた。し
かしこの Gr(X)の形では、三角多元環や
species のテンソル多元環として与えられる
圏を実現することができない。2圏 k-Cat の
かわりに、その１-射を両側加群に取り替え、
2－射を両側加群の間の準同型に取り替えて
得られる倍圏 k-Catb を考え、Gr(X)の定義を
ラックス関手 X: I→ k-Catb にまでうまく拡
張すれば、この不備を補うことができること
が分かった。 
②そこでまず、ラックス関手 I→ k-Catb の
全体に 2 圏構造を与え 2 圏 Lax(I, k-Catb)
を構成した。さらに、グロタンディーク構成
を 2関手 Gr: Lax(I, k-Catb) → k-Cat に拡
張し、これが対角 2関手Δ: k-Cat → Lax(I, 
k-Catb)の左随伴であることを示した。G被覆
の一般化として I被覆を定義し、上の随伴の
ユニットが自然なI被覆X → Δ(Gr(X))を与
えることを示した。 
③ラックス関手 X: I→ k-Catb の”加群圏” 
Mod X とその”導来圏”D(Mod X)というラッ
クス関手を自然に定義し、ラックス関手 X達
の間に導来同値の概念を定義した。 
④2つのラックス関手 X, X’: I→ k-Catb が
互いに導来同値であれば、それらのグロタン
ディーク構成 Gr(X)と Gr(X’)も導来同値と
なる、という圏作用のもとでの被覆理論の主
定理を証明した。 
⑤この定理は、導来同値を構成する非常に一
般的な道具であるため、今後広く応用される
ことが期待される。 
(2)①R, S は G 作用をもつ k 小圏，A, B は G
次数付きの k 小圏であるとする。このとき，
軌道圏 R/G, S/G は G 次数付きの k 小圏であ
り，スマッシュ積 A#G, B#G は G 作用をもつ k
小圏であることに注意する。まず，G-不変
S-R-両側加群とG次数付きのB-A-両側加群を
定義した。次に G-不変 S-R-両側加群 M に対
して，その軌道両側加群 M/G を G-次数付きの
(S/G)-(R/G)-両側加群として定義し，G 次数
付きの A-B-両側加群 Mに対して，そのスマッ
シュ積両側加群 M#G を G-不変(B#G)-(A#G)-
両側加群として定義した。 



②前者の構成を，G-不変 S-R-両側加群の圏
S-Mod(G)-R から G 次数付きの(S/G)-(R/G)-
両側加群の圏(S/G)-Mod[G]-(R/G)への関手
(-/G)に拡張し，後者の構成を，B-Mod[G]-A
から(B#G)-Mod(G)-(A#G)への関手(-#G)に拡
張した。 
③自然な圏同値 R→(R/G)#G と(A#G)/G→A に
よ っ て S-Mod(G)-R と
((S/G)#G)-Mod(G)-((R/G)#G)を同一視し，
((B#G)/G)-Mod[G]-((A#G)/G)と B-Mod[G]-A
を同一視すると，(-/G)と(-#G)は互いに擬逆
な圏同値になることを示した。 
④これらの圏同値はテンソル積と相性がよ
く，森田型安定同値についての定理が得られ
る。以上のことを両側加群の複体に拡張した。
これにより、標準的導来同値について本研究
の目指している問題が解ける。 
⑤以上によって両側加群についての被覆理
論ができたことになる。これは今後、多元環
の両側加群としての射影分解に適用するこ
とにより、多元環の周期性やホッホシルト・
コホモロジーの研究に応用できることが期
待される。 
(3) R, S は G次数付きの k小圏とする。 
①どのような場合に R と S の導来同値から
R#GとS#Gの導来同値を導くことができるか，
というこの研究課題の最初の目標に対する 1
つの解答を得ることができた。すなわち，R
に対する傾部分圏 Pで G次数付け可能なもの
があり、それを G 次数付けしたものが，G 次
数付き小圏のなす 2圏 G-GrCat のなかで Sと
同値になれば，スマッシュ積 R#G と S#G は導
来同値となることを証明した。 
②kが代数的閉体の場合に2-圏論的被覆理論
を応用して次のことを証明した。三角圏 Tが
局所台有限な自己入射多元圏Rの安定加群圏
に三角同値であり，R の自己同型 g の生成す
る群 G が R に自由に作用していれば，T の自
己同値 g'をうまくとって，標準被覆 T→T/g'
が三角関手となるような三角圏の構造を
T/g'に入れ，T/g'が R/G の安定加群圏と三角
同値になるようにできる。 
③この定理の簡単な応用として，k が代数的
閉体の場合，標準的有限表現型自己入射多元
環Λに対して，ディンキン型クイバーQ と，
kQの有界導来圏Dの自己同値φをうまくとる
と，軌道圏 D/φがΛの安定加群圏と三角同値
になるようにできる，という Grimeland と
Jacobsen の定理（場合分けを用いた長い議論
で証明されていた）に対して，簡単で統一的
な別証明を与えた。以上は 2圏論的被覆理論
の簡単な応用であるが、最初はこのような応
用があることは予期していなかった。 
④S-R-両側加群と R-S-両側加群の対(M, N)
が G-不変な森田型特異同値を与えるために
は，S/G-R/G-両側加群と R/G-S/G-両側加群の
対(M/G, N/G)が G-次数付の森田型特異同値を
与えることが必要十分であることを証明し
た。この証明で用いた方法により、射影分解
に対して被覆理論が応用できるようになる。 
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